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Éditorial par Jean-Paul Truc
Si tout le monde ou presque connaît le théorème de Sturm sur l e comp-
tage des racines réelles d’ un polynôme dans un inter valle, la vie et l’ œuvre
de ce mathématicien d’origine genevoise, naturalisé français, sont moins
connues du public; c’est pourquoi je remercie Sylvain Demanie, qui a
bien voulu résumer pour Quadrature l’étude qu’il lui a consacrée dans
sa thèse, Charles-François Sturm (1803-1855) : circulations savantes et
jeux de contextes, soutenue l’année dernière aux Archives Henri-Poincaré.
Il y sera question de physique, tout comme dans l’article de Jean-Marie
Saint-Jalm que j’ai le plaisir d’accueillir de nouveau dans Quadrature et qui
nous fait découvrir un aspect peu connu de l a physique soviétique dans les
archives de l’institut des problèmes physiques (université de K azan).
Bien sûr, les mathématiques ne sont pas oubliées pour autant. Er ik Tho-
mas nous présente la conjecture de l’hyperplan, prouvée récemment (en
2024) par Klartag et Lehec et Olivier Bordellès revisite le théorème d’Euler-
Fermat. Christophe Bal et Shaﬁk Khalifa (The Arab A cademic College for
Education Haifa, Israël) proposent des résultats géométriques à la fois inté-
ressants et accessibles à nos jeunes lecteurs. Vous trouverez également
dans ces pages le début d’une saga de Nathan Couchet consacrée à la
série géométri que, ainsi qu’en avant-première, une enquête de J.B. Hiriart-
Urruty sur un couple de nombres premiers qui cumule deux étonnantes
propriétés. Bonne lecture, studieuse, car c’est la rentrée.
...................................
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ou adressés en deux ex emplaires à :
Quadrature. Françoise Truc. Institut Fourier,
100 Rue des Mathématiques, 38610 Gières.
Après acceptation, l’auteur devra fournir les ﬁchiers électroniques
de son article, au format L
A
T
E
X de préférence.
”





















 

[image: ]?
?
Textes
en questions
Lestextesempruntésàl’histoiredesmathématiques
font notre actualité.
par Norbert VERDIER
Cette rubrique de Quadrature propose d’ offrir aux lecteurs une approche des problèmes de mathématiques par les
textes originaux. Chaque numéro comporte une « Question mathématique » (l’énoncé commenté d’un problème tel
qu’il fut posé par le passé) et une « Question historique » (détail de l’un des aspects ou champs disciplinaires impliqués
dans le problème posé). Les lecteurs sont invités à répondre à ces questions, et les meilleures suggestions seront
incorporées à celles des auteurs dans le numéro suivant.
Question mathématique n
◦
67
Soit
√
X +
√
Y , trouver une équation polynomiale
à coefﬁcients entiers dont
√
X +
√
Y est solution.
Même chose avec
3
√
X +
3
√
Y . Généraliser.
Question historique n
◦
67
Ce problème est ce que l’on appelle une élimi-
nation des radicaux selon les savants des
XVIII
e
et
XIX
e
siècles. Trouver dans la littérature mathéma-
tique destinée à l’enseignement des exemples résol-
vant le problème proposé.
Questions historique et mathématique n
◦
66
Tout au long du
XIX
e
siècle, les ingénieurs cherchent
à optimiser des problèmes et à appliquer les mathéma-
tiques pour résoudre pragmatiquement des problèmes
que leur posent la création et le développement des
machines dont les fameuses machines à vapeur. En voici
un parfois nommé « problème des vases cylindriques » :
quel est l e rapport entre la hauteur et le rayon de la base
pour que, avec une capacité donnée, le vase emploie
le moins de matière possible, c’est-à-dire pour que sa
surface totale soit un minimum ? Il s’agissait de trou-
ver dans la littérature des mathématiques appliquées du
XIX
e
siècle, les solutions apportées par les ingénieurs
d’alors. Nous avons reçu des contributions de Fabien
Lombard et de Jean Moreau de Saint-Martin. Voici la
solution de ce dernier, qui regrette d’ avoir dû faire appel
à la dérivation dans sa solution :
Il s’agissait de minimiser la surface (côté et fonds) d’un
vase cylindrique de capacité donnée.
Soient
r le rayon du vase, et h sa hauteur.
Le volume est
V =
π
r
2
h, la surface vaut S = 2
π
rh +
2
π
r
2
pour le côté et les fonds.
Ainsi,
S = 2
π
r
2
+
2V
r
pour les divers cylindres de
volume
V .
En dérivant par rapport à
r :
dS
dr
= 4
π
r −
2V
r
2
.
S
est minimale pour V = 2
π
r
3
,d’oùh = 2r car la hauteur
est égale au diamètre), puis
S = 6
π
r
2
=
3
√
54
π
V
2
.
Le rapport sans dimensions est
S
3
V
2
= 54
π
. En compa-
raison,
S
3
V
2
est égal à 216 pour un cube et à 36
π
pour une
sphère.
Voici une solution apportée par Hippolyte Sonnet
(1802-1879), ancien élève de l’École normale, docteur
ès sciences devenu professeur d’analyse et de méca-
nique à l’École centrale des arts et manufactures en
1846 avant de devenir, en 1848, inspecteur de l’Acadé-
mie de Paris, puis chargé de missions d’inspection géné-
rale de l’enseignement. Auteur de manuels destinés aux
élèves des lycées, des écoles d’ingénieurs et des can-
didats aux concours, il est aussi l’auteur du Dictionnaire
de mathématiques appliquées qui connut cinq éditions à
partir de 1867. C’ est dans ce dictionnaire qu’il résout ce
4 Quadrature n
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il opère :
Hippolyte Sonnet aurait pu toutefois donner une solu-
tion de ce problème basée sur le principe des multipli-
cateurs de Lagrange. Il faut croire que cette technique
n’était pas encore bien connue à cette époque. Voyons
comment procéder :
On souhaite minimiser
u = x
2
+ 2xy sous la contrainte
V =
π
x
2
y,oùV > 0. Nous calculons les gradients :
∇V =
π
(2xy,x
2
), ∇u = 2(x + y, x).
La théorie des multiplicateurs de Lagrange ([2] ou [3,
p. 117]) nous dit qu’il existe un réel
t tel que ∇u = t∇V ,
d’où le système :
π
xy = t(x + y)
π
x
2
= 2tx
La deuxième équation donne la valeur de t : t =
π
x
2
=
V
2xy
, que l’on reporte dans la première :
π
xy =
V (x + y)
2xy
.
Nécessairement x > 0. En multipliant par x, il vient :
V =
V (x + y)
2y
,d’oùontire:x + y = 2y =⇒ x = y, puis :
x =

V
π

1/3
, et on retrouve l e résultat précédent. La
valeur de
u correspondante est :
u
min
= 3x
2
= 3

V
π

2/3
.
L’interprétation géométrique est intéressante :
Figure 1. Diverses courbes de niveau de la fonction u, et celle
de la fonction
V . La courbe de valeur u
min
est tangente à celle
de
V au point (1,1).
Prenons pour simpliﬁer V =
π
,d’où:x = y = 1 et
u
min
= 3 . Les courbes d’équations implicites u
min
= x
2
+
2xy
et V =
π
x
2
y se coupent au point (1,1) mais de plus
elles sont tangentes en ce point puisque les gradients y
sont colinéaires (voir ﬁgure 1).
Suite des textes en questions en page 8.
Octobre-novembre-décembre 2026 5
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La saga des
grands théorèmes
grands théorèmes
Les théorèmes ont été façonnés au cours du temps par des savants géniaux. Leur énoncé
comme leur démonstration ont varié en fonction de l’évolution de la pensée scientiﬁque. Cette
saga vous présente chaque fois l’un d’entre eux sous forme de « biographie » et vous fait
parcourir l’histoire des mathématiques avec un autre regard.
par
Bertrand HAUCHECORNE
Weierstrass et ses théorèmes
On attribue souvent le tournant de la rigueur en ana-
lyse à Karl Weierstrass, c’est en partie vrai ; cepen-
dant, le mathématicien allemand a très peu publié et
c’est principalement par ses élèves que l’on connaît
ses contributions au développement de l’analyse et de
l’étude des fonctions. Ce qui est certain, c’est qu’il a
contrib ué à la preuve de plusieurs théorèmes fonda-
mentaux dans le domaine, dont certains portent son
nom.
Bolzano et le théorème de la valeur
intermédiaire
Remontons cependant à Bernhard Bolzano, ce
moine philosophe reclus dans sa Bohême natale, qui,
coupé du monde mathématique, a mis en place des
approches nov atrices en mathématiques, tant en ana-
lyse que pour l’étude de l’inﬁni. En 1817, il publie
un opuscule en allemand dont le titre est tout simple-
ment l’énoncé du théorème qu’il veut prouver et qui
commence par Démonstration purement analytique ...
(v oir [1]). L’objectif de l’auteur est de démontrer le
théorème de la valeur intermédiaire par une méthode
« purement analytique », c’est-à-dire sans utiliser d’ar-
gument faisant appel à « l’évidence géométrique ».
Pour effectuer sa démonstration, Bolzano utilise une
assertion qu’il énonce ainsi :
« Si une propriété M n’appartient pas à toutes les
v aleurs d’une grandeur variable x mais appartient à
toutes celles qui sont plus petites qu’un certain u : alors
il existe toujours une grandeur U qui est la plus grande
de celles dont on peut afﬁrmer que toutes les valeurs
inférieures x possèdent la propriété M.»
En termes simples, ceci exprime que toute partie
non vide majorée admet une borne supérieure, évidem-
ment unique. Ce résultat permet de démontrer très rapi-
dement le résultat connu sous le nom de théorème de
Bolzano-Weierstrass, suivant lequel toute partie bor-
née de nombres réels contient au moins une sous-suite
convergente.
Bolzano se lance dans une démonstration en
construisant des suites monotones bornées qu’il consi-
dère convergentes. Sa démonstration cependant ne
peut totalement nous satisfaire. Que manque-t-il au
philosophe pragois pour conclure rigoureusement ?
Tout simplement une déﬁnition précise de l’ensemble
des nombres réels. On n’en avait à l’époque qu’une
notion intuiti ve, et le fait que deux suites adjacentes
convergent vers une même limite résulte de la complé-
tude de l’ensemble des nombres réels, propriété qui
ne sera mise en lumière qu’avec une construction ou
une axiomatisation de cet ensemble qui se fera plus de
quarante ans plus tard.
Weierstrass entre en scène
Né en 1815, Weierstrass se passionne pour les
mathématiques, mais ce n’est qu’à plus de quarante
6 Quadrature n
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[image: ]ans qu’il obtient un poste à l’université de Berlin. Jus-
qu’alors, il enseigne dans un lycée à Bonn et déjà
il réﬂéchit à se défaire de « l’évidence géométrique »
en analyse, à rendre plus rigoureux les raisonnements.
Il rédige en 1842 un texte non publié sur la théo-
rie des fonctions, qui montre qu’il a vait déjà vu cer-
taines propriétés importantes dans ce domaine. En par-
ticulier, il avait compris l’importance de la notion de
convergence uniforme pour justiﬁer la continuité de
la somme d’une série de fonctions continues, alors
que les premières publications dans le domaine n’ap-
paraissent qu’en 1848 avec Seidel et Stokes.
Le théorème des bornes atteintes
Tournons-nous vers un autre résultat fondamental
qui n’a pas de nom ou plutôt une pléthore de noms :
théorème des valeurs extrêmes, théorème des bornes
atteintes ou tout simplement théorème de Weierstrass.
Il s’énonce ainsi : « Toute fonction continue sur un
segment est bornée et atteint ses bornes. » Ce résultat
fondamental était déjà pressenti par Bolzano dans un
texte intitulé Functionenlehre rédigé dans les années
1830 mais publié seulement en 1930 ; un théorème de
Bolzano-Weierstrass bis, en sorte, et qui se démontre
d’ailleurs à l’aide du premier.
En 1856, Weierstrass obtient un poste à l’univer-
sité de Berlin et, bientôt, il dispense un cours inti-
tulé Einleitung in die Theorie der analytischen Funk-
tionen (Introduction à la théorie des fonctions analy-
tiques) dans lequel il s’efforce de rendre les démons-
trations plus rigoureuses. C’est ainsi qu’il cherche à
bannir toute considération cinématique dans les rai-
sonnements, et éviter des phrases telles que « quand
x s’approche de a » ; il systématise alors l’utilisation
des démonstrations du type « pour tout epsilon positif,
il existe êta ... ». Ce cours, évolutif d’année en année,
n’est connu que par les références ou la retranscription
de certains de ses élèves, en particulier Georg Hettner
(1854-1914) et Johannes Knoblauch (1855-1915). On
y trouve énoncé le théorème qui nous intéresse sous le
nom de Hauptlehrsatz (théorème fondamental). Pour
le justiﬁer précisément, Weierstrass se rend compte,
sans doute dès 1859, de la nécessité d’opérer une
construction des nombres réels ; on disait à l’époque
de déﬁnir les irrationnels. Comme le remarque fort jus-
tement Georg Cantor qui a suivi le cours du maître à
Berlin, « la limite irrationnelle d’une suite n’existe que
si les irrationnels sont déﬁnis ». Cependant, comme à
l’accoutumé, Weierstrass ne publie rien sur le sujet.
La diffusion de la rigueur en analyse
En 1872, Eduard Heine (1821-1881) publie un
article dans lequel il explique la construction des irra-
tionnels par la méthode devenue classique des suites
de Cauchy qu’il nomme Zahlenreihe (voir [2]). Sa
construction est précise et complète et certainement
inspirée de celle de Weierstrass, et il ne cache pas être
redevable de celui-ci mais aussi de Georg Cantor. La
deuxième partie de cet article est consacrée aux fonc-
tions continues, et on y trouve énoncé et démontré le
théorème de la valeur intermédiaire (p. 185) mais aussi
celui attaché à son nom suivant lequel « toute fonction
continue sur un segment est uniformément continue »
(p. 188). Quant au théorème des bornes atteintes, il est
énoncé sous la forme suiv ante (p. 186) :
« Si une fonction f (x) est continue de x = a à x = b et
jamais négativ e, et si entre ces deux bornes elle devient
plus petite que toute grandeur donnée, alors elle atteint
aussi la valeur nulle. »
Cette vision plus rigoureuse de l’analyse, dévelop-
pée par Weierstrass et ses disciples, se diffuse alors
rapidement même en dehors du monde germanique,
puisqu’on la trouve dans le Mémoire sur les fonctions
discontinues de Gaston Darboux publié en 1875. C’est
cependant le mathématicien italien Ulisse Dini qui, le
premier, s’est rendu compte de l’importance de la nou-
velle approche instaurée par Weierstrass et ses élèves.
Il l’enseigne dès l’année scolaire 1871-72 et fait la pre-
mière présentation détaillée des propriétés des fonc-
tions continues vue sous cet angle nouveau dans son
ouvrage Fondamenti per la teorica delli funzioni di
variabili reali publié seulement en 1878 suite à des
problèmes de santé mais aussi à ses engagements poli-
tiques. Le mathématicien italien insiste sur l’impor-
tance de l’apport des mathématiciens allemands, en
particulier Schwarz et Heine, pour rendre l’analyse
plus rigoureuse ; remarquons qu’il ne cite pas Weiers-
trass et qu’il attrib ue à Georg Cantor et non à Eduard
Heine la paternité du théorème qui porte le nom du
second. Il est sûr que les idées s’échangeaient entre
les différents mathématiciens allemands aux alentours
de 1870 et il est difﬁcile de sa voir l’apport de chacun
des deux.
Théorème d’approximation
de Weierstrass
Cette appellation fait référence au résultat suivant
lequel toute fonction continue sur un segment peut
être approchée uniformément par des fonctions poly-
nomiales. Le mathématicien allemand a présenté ce
résultat lors de deux séances de l’Académie des
sciences de Prusse en juillet 1885 (v oir [3]). Il l’a
démontré à l’aide de la transformée de Weierstrass,
déﬁni par lissage d’une fonction par une gaussienne.
Plus précisément, pour une fonction f déﬁnie de R
Octobre-novembre-décembre 2026 7
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par
F(x)=
1
√
4
π

+∞
−∞
f (t)e
−
(x−t)
2
4
dt .
De nos jours, on préfère démontrer ce théorème
à l’aide des polynômes de Bernstein. Il sera généra-
lisé en 1937 par Marshall Stone (1903-1989) dans le
cadre de la topologie générale sous la forme suivante :
Soient X un espace topologique séparé et compact et
A une sous-algèbre de l’ensemble C(X,R) des fonc-
tions continues déﬁnies sur X et à v aleurs réelles, qui
contient une fonction non nulle. Alors A est dense dans
C(X, R) si et seulement s’il sépare les points c’est-à-
dire que si x,y ∈ X avec x = y, alors il existe f ∈ A
telle que f (x) = f (y).
Remarquons que, lors de la même année 1885,
le mathématicien allemand Carl Runge a énoncé et
démontré un théorème d’approximation d’une fonc-
tion holomorphe par des fonction rationnelles, c’est-
à-dire des fonctions déﬁnies par le quotient de deux
fonctions polynomiales (voir [4]). Ce résultat joue
dans le domaine complex e un rôle analogue au
théorème d’approximation de Weierstrass en analyse
réelle.
Références
[1] Bernard Bolzano, Rein analytischer Beweis . . .
T raduction en français par J. Sebestik, Démonstra-
tion pur ement analytique ..., Revue d’histoire des
sciences et de leurs applications, tome 17, n
o
2,
1964, pp. 136-164.
[2] Eduard Heine, Die Elemente der Functionenlehre,
Journal für die reine und angewandte Mathematik,
n
o
74, pp. 172-188, 1872.
[3] Karl Weierstrass, Über die analytische Dars-
tellbarkeit sogenannter willkürlicher Functionen
einer reellen Veränderlichen, Compte rendu des
séances de l’Académie royale des sciences de
Prusse, 1885, Vol. 2, pp. 633-639 et 789-805.
[4] Carl Runge, Zur Theorie der eindeutigen analy-
tischen Functionen, Acta mathematica, tome 6,
1885, pp. 229-244.
[5] Morris Kline, Mathematical Thought from
Ancient to Modern Times, tome 3, pp. 947-978.
[6] Pierre Dugac, Histoire de l’analyse, pp. 118-141
et 150-152, Vuibert, 2003 (posthume).
Textes en questions (suite de la page 5)
Dans la littérature scientiﬁque, on trouve de nom-
breuses traces de ce problème d’optimisation au cœur
des métiers de l’ingénierie, au
XIX
e
siècle.
Références
[1] Joseph-Louis Lagrange, Mechanique analitique,
Chez la veuve Desaint, Paris, 1788.
[2] J.P. Truc et N. Verdier, Maximiser avec les mul-
tiplicateurs de Lagrang e, Quadrature,n
o
131,
2024.
[3] J.P. Truc, Analyse vectorielle, Rue des écoles,
2025.
Contact :
Pour vos réponses, solutions et remarques, vous
pouvez joindre le rédacteur de la rubrique :
norbert.verdier@universite-paris-saclay.fr
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Sur une extension du théorème
d’Euler-Fermat
par Olivier BORDELLÈS
*
Résumé.
Cette courte note revisite le théorème d’Euler-Fermat et en donne une extension sous la
forme d’une congruence déjà connue de Gauss.
I Introduction
Le célèbre théorème d’Euler-Fermat, d’abord établi
par Fermat vers 1640 pour les modules premiers, puis
généralisé par Euler en 1761 pour tous les modules,
fait aujourd’hui partie des outils fondamentaux de
tout mathématicien qui se respecte, tant par ses nom-
breuses applications que par sa facilité d’utilisation.
Dans le tableau ci-dessous, nous rappelons les diffé-
rentes formes de ce résultat, puis, dans la section sui-
v ante, nous nous proposons de compléter la case vide :
pgcd(a,n)=1 Sans condition
Module premier a
p−1
≡ 1 (mod p) a
p
≡ a (mod p)
Module n ∈Z
1
a
ϕ
(n)
≡ 1 (modn)
Av ant de poursuivre, notons que la congruence
a
ϕ
(n)+1
≡ a (modn) n’a aucune raison d’être vraie
sans condition : elle est fausse pour n = 8et
a ∈{2,4,6} ou n = 9eta ∈{3,6}, par exemple. Une
condition nécessaire et sufﬁsante a toutefois été établie
dans [2], où les auteurs montrent que cette congruence
est vraie si et seulement si le module n est sans facteur
carré.
II Euler-Fermat revisité par Gauss
II.1 Le résultat
L’objectif de cette note est de fournir une démons-
tration rapide du résultat suivant.
*
borde43@wanadoo.fr
Proposition 1. Soient a ∈Z et n ∈Z
1
.Alors
∑
d|n
μ
(d)a
n/d
≡0 (modn).
II.2 Notations
Les notations qui suiv ent sont d’un usage constant
en théorie des nombres.
 a ∈ Z, n ∈Z
1
et p désigne toujours un nombre pre-
mier.
 Le pgcd des entiers a et b est noté (a,b).
 La notation p
α
n signiﬁe p
α
| n et p
α
+1
 n ; autre-
ment dit,
α
est la valuation p-adique de n.
 Un entier n  1 est dit sans facteur carré,ou2-libre,
si p | n =⇒ p
2
 n.
 La fonction de Möbius
μ
est déﬁnie par
μ
(1)=1et,
si n ∈ Z
2
, alors
μ
(n)=
(−1)
ω
(n)
, si n est sans facteur carré ;
0, sinon;
où
ω
(n) désigne le nombre de facteurs premiers dis-
tincts de n.
 La fonction
ϕ
est le totient d’Euler, dont on rappelle
la formule
ϕ
(n)=n
∏
p|n
1−
1
p
.
 Le noyau sans facteur carré
γ
(n) de n est déﬁni par
γ
(n)=
∏
p|n
p.
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[image: ]II.3 Démonstration de la proposition 1
Le lemme technique sui vant va s’avérer être indis-
pensable à la démonstration. Il possède son intérêt
propre.
Lemme 2. Soient n ∈Z
1
, p un diviseur premier de n,
e ∈{1,2} et f une fonction arithmétique quelconque.
Alors
∑
d|n
μ
(d)
e
f (d)=
∑
d|
γ
(n)
p
μ
(d)
e
f (d)+(−1)
e
f (dp) .
Démonstration. La présence de la fonction de Möbius
montre qu’il est sufﬁsant de considérer les diviseurs
sans facteur carré de n dans la somme du membre de
gauche. Or, un entier d  1 est un diviseur 2-libre de n
si et seulement si d |
γ
(n), ce qui équivaut à :
 ou bien d divise
γ
(n)
p
;
 ou bien d divise
γ
(n) et est multiple de p ;
de sorte que
∑
d|n
μ
(d) f (d)=
∑
d|
γ
(n)
p
μ
(d)
e
f (d)+
∑
d|
γ
(n)
p|d
μ
(d)
e
f (d)
=
∑
d|
γ
(n)
p
μ
(d)
e
f (d)+
∑
k|
γ
(n)
p
μ
(kp)
e
f (kp)
=
∑
d|
γ
(n)
p
μ
(d)
e
f (d)+(−1)
e
∑
k|
γ
(n)
p
μ
(k)
e
f (kp)
=
∑
d|
γ
(n)
p
μ
(d)
e
f (d)+(−1)
e
f (dp)
comme annoncé.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer
la proposition 1.
Démonstration. Le cas n = 1 est évident, ce qui per-
met de supposer n  2. Si n = p
α
1
1
···p
α
r
r
, alors le théo-
rème chinois montre qu’il est sufﬁsant d’établir
∑
d|n
μ
(d)a
n/d
≡ 0 (mod p
α
), (1)
où p
α
n. On écrit donc n = p
α
m avec p  m,etle
lemme 2 fournit
∑
d|n
μ
(d)a
n/d
=
∑
d|
γ
(n)
p
μ
(d) a
n
d
−a
n
dp
=
∑
d|
γ
(m)
μ
(d)a
p
α
−1
m
d
a
p
α
−1
m
d
(1−
1
p
)
−1
=
∑
d|
γ
(m)
μ
(d)a
p
α
−1
m
d
(a
m/d
)
φ
(p
α
)
−1 .
 Si p  a, alors

a
m/d
, p
α

= 1, et le théorème d’Euler-
Fermat implique que
(a
m/d
)
φ
(p
α
)
≡ 1 (mod p
α
).
 Si p |a, l’inégalité
α
 p
α
−1
, valide pour tout p  2
et tout
α
∈ Z
1
, entraîne que
γ
(m)  m 
p
α
−1
m
α
,
et donc que
α

p
α
−1
m
d
pour tout d 
γ
(m), ce qui
entraîne que a
p
α
−1
m/d
≡ 0 (mod p
α
).
Dans tous les cas, (1) est établie, ce qui démontre la
proposition 1.
Remarque 3. Dans un article posthume de 1863,
Gauss a démontré la proposition 1 lorsque a est un
nombr e premier. Le cas général a par la suite été éta-
bli par plusieurs auteurs, notamment par Weyr (1882),
Lucas (1883) et Thue (1910).
Remarque 4. Depuis quelques années, la littérature
regorg e de démonstrations de la proposition 1, beau-
coup d’entre elles reposant sur des outils d’algèbre, en
particulier la formule de Burnside. Voir par e xemple
[1, Exercice 4.11], [4] ou [5], dans lequel l’auteur
cite, entr e autres, la relation plus forte démontrée par
Jänichen en 1921
∑
d|n
μ
(d)S
n/d
≡ 0 (modn)
où S
k
désigne la somme des puissances k
èmes
des
racines d’un polynôme unitaire à coefﬁcients entiers.
Remarque 5. Lorsque a  1, une interprétation com-
binatoire du quotient est la suivante : le nombre
1
n
∑
d|n
μ
(d)a
n/d
est égal au nombre de mots de L yndon de longueur n
sur un alphabet de taille a. Voir [3, § 6.1 p. 163].
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1. Au point de vue de la forme, on cherche lei
rapport qu'il convient d'établir entre la hauteur et
le rayon de la base pour que, avec une capacité
donnée, le vase emploie le moins de matiére pos-
sible, c'est-A-dire pour que sa surface totale soit
un minimum. 1! faut ici distinguer deux cas, sui-
vant que le vase doit rester ouvert & la partie su-
péricure, ou qu'il doit etre complétement fermé.

Dans le premier cas, soit V le volume intérieur
donné, z le rayon de la base, y la bauteur et S la
surface; on aura

V= nxly
el
§ = =2’ 4 2=xy.
La quantité & rendre minimum est
u=2z 4 2zy.
On pose
s'y=¢ls=!.
d'od =
at
Y=g
et par suite
u=g'4 .
z
eclh:‘ 4 zéro la dérivée de u par rapport A 2, on
2a?
d'od
ot par suite —
o’
y=5=a.

Ainsi la bauteur doit étre égale au rayon de la

base, et l'on a
:='—VE
‘l

Ces valeurs correspondent bien au minimum de S,
car la dérivée seconde de u est
3
243,
quantité positive. ’
Dans le second cas, on a
V==zly
et
S=12xs2? 4 2xzy.
La quantité & rendre minimura est alors
u=2+ zy,
et, e opérant comme dans le premier cas, on
trouve que le minimum répond 3

2 =a',
1l en résulte
2y =122,
dod y »
N y=12z,
c'est-A-dire que Ja hauteur doit étre alors égale au
diamdtre de la base, et l'ona
s o
L
s= v,—'.
avec
y=2z.

10
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