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Avant-propos

L’ouvrage que vous tenez entre les mains s’adresse aux éleves de deuxieme année de BCPST. 1
couvre l'intégralité du programme 2021 de mathématiques. Bien que le programme d’informatique
ne soit pas traité dans son ensemble, les principaux algorithmes classiques sont rappelés en annexe.
De plus, lorsque cela s’y prétait, des éléments d’informatique ont été intégrés aux cours et aux
exercices de mathématiques.

Ce livre n’a pas vocation a remplacer les notes que vous prendrez en cours ou les documents
pédagogiques qui vous auront été distribués, ni a se substituer aux interactions avec un professeur.
Il doit étre considéré comme un complément, apportant un regard supplémentaire pour enrichir
votre compréhension des concepts abordés.

Il est structuré en trois grandes parties et une annexe qui recouvrent 1’essentiel du programme :
analyse, algebre, probabilités, ainsi qu'une section d’annexes comprenant un rappel des algorithmes
usuels et un formulaire.

Chaque chapitre se compose de cing sections :
e Le cours, avec les démonstrations essentielles permettant d’éclairer la compréhension des
concepts et d’expliciter les hypotheses des théoréemes et propositions.
e Les méthodes a maitriser illustrées par des exemples détaillés représentatifs des situa-
tions rencontrées dans les exercices.
e Une interro de cours congue pour vérifier votre capacité a mobiliser ’essentiel des connais-
sances et a répondre a des questions courtes.
e Une large sélection d’exercices, classés par difficulté croissante. Cette section est divisée
en deux parties :
— Pour s’entrainer : des exercices permettant d’acquérir et de consolider les méthodes
classiques.
— Pour aller plus loin : des exercices plus ambitieux, proches de ceux rencontrés en
concours.
De nombreux exercices utilisent des notions vues en premiere année et sont 1'occasion de
faire un point sur vos acquis.
e La correction détaillée des exercices.

Tout au long de 'ouvrage, les symboles suivants sont utilisés :
~, H 4
'Q~ signale un éclairage particulier ou complémentaire sur le point évoqué;
-

met en garde contre un piége fréquent a éviter ou insiste sur un point clé dont la
compréhension est parfois ardue.
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CHAPITRE

Séries réelles 1

Le cours

B 1 Définitions et convergence

Soient ng € N et (uy,)n>n, une suite définie a partir de ny.
On appelle série de terme général w,, la suite (Sy)nN>n, définie par, pour N > ng,

N
Sy = Z Up = Ung + Ung+1 + -+ UN.

n=no

On dit que u, est le terme d’indice n de la série, on parle de terme général, et Sy sa somme

partielle d’ordre N. On note Z U, ou plus simplement Z Uy, la série de terme général wu,,.

n>ng
On dit que la série g up, converge si la suite (Sy)n>n, des sommes partielles converge. La
limite de cette suite est appelée somme de la série et est notée
—+o0
E Uy -
n=ngo

Si la série ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.
Déterminer la nature de la série consiste a déterminer si elle est convergente ou divergente.

Remarquons que, pour tous N1 = ng et N > Ny, on a
N

:o: Z un:SN—Slel.

n:N1
Ainsi, peu importe a partir de quel rang la somme commence, la nature de la série sera
la méme. Cependant, la valeur de la somme de la série sera évidemment différente.

Proposition

Si la série de terme général u,, converge, alors la suite (U )n>n, converge vers 0.

0
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DEMONSTRATION. Soit N € N, N > ng + 1. Il suffit de remarquer que Sy — Sy—1 = un.
Si la série de terme général u, converge vers une limite S, alors on a lim Sy = S et aussi

N—+oc0
lim SN—l =S.
n—+oo
On adonc lim Sy — Sy_1 =0, autrement dit lim wuy =0. O
N —4o00 N —+o0

Attention a lire correctement la proposition précédente : il s’agit d’une implication
et surtout pas d’une équivalence. On trouvera un contre-exemple incontournable
un peu plus tard.

L’expression contraposée de cette proposition est peut-étre plus utile.

Corollaire

Si (Un)n>n, ne converge pas vers 0, alors la série de terme général u,, est divergente.

) 4
«Q~ Dans ce cas, on dit que la série de terme général u,, diverge grossiérement.
-

Proposition N

Soient ng € N et (up)n>no, (Vn)n>n, deux suites réelles et A, u deux réels.

=10 =Zno 9
Si les séries de terme général respectif u, et v, sont convergentes, alors la série de terme
général Au,, + pv, est convergente et on a

+oo +oo “+o0
Z()\un—i—,uvn):/\ Z Up + 1 Z Uy,
n=ng n=ng n=ng

DEMONSTRATION. Considérons, pour N € N

N N N
Z Aup, + poy) = A Z Up + Z Uy,
n=0

n=ng n=ngp

Si les deux sommes du terme de droite de ’égalité convergent lorsque N — 400, alors le terme de
gauche de I’égalité converge aussi et en passant a la limite, on obtient bien

+o00 +oo +o00
Z )\un—i—uvn:)\Zun—i—qun.

n=ng n=ng n=ng

O

Les deux théoremes suivants ont une hypothese soit d’inégalité, soit d’équivalence,

’O’ mais ne concernent que la nature d’une série. Ainsi, méme si ces hypothéses ne sont

s pas vraies pour tous les termes mais seulement a partir d’un certain rang, la conclusion
reste vraie.
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Théoréme de comparaison pour deux séries a termes positifs N

Soient ng € N, (tn)n>n, €6 (Vn)n>n, deux suites réelles telles qu'il existe ny € N, ny > ng, tel
que Yn = nqy, 0 < up < vy

(1) Si la série de terme général v, est convergente, alors la série de terme général u,, est
convergente.

(2) Si la série de terme général u,, est divergente, alors la série de terme général v,, est diver-
gente.

N N
DEMONSTRATION. Notons, pour tout N > ny, Sy = >, upet Tn = > vy,
n=ni n=ni
Remarquons que, pour tout N > ni, Sy+1—Sy = unt1 = 0et Tnvy1—Tn = vny1 = 0. Autrement
dit, les suites (Sn)n>n, €t (TN)Nzn, sont croissantes.
On a, pour tout n € [ny, N, u, < v,. Ainsi, en ajoutant toutes ces inégalités, on obtient

N N
E Up < E Un,y

n=ni n=mni
autrement dit Sy < Tn.

(1) Si la série de terme général v, est convergente, alors (T)n>n, est convergente, et on a,

“+oo
pour tout N > ny, Ty < Z Ve

n=mni

—+oo
Ainsi, on a, pour tout N > nj; € N, Sy < Z Up.

n=ni
Ainsi, la suite (Sy)nN>n, est majorée. Comme elle est aussi croissante, d’apres le théoréme de
convergence des suites monotones, elle est convergente. Autrement dit la série de terme général
up est convergente.
(2) Si la série de terme général u,, est divergente, alors (Sy)n>n, €st une suite croissante diver-

gente, donc, d’apres le théoreme de convergence des suites monotones, on a Nlim Sy = +00.
—+o0

Or on a, pour tout N € N, Sy < Ty

Par minoration, on a Nlim TN = 400. La série de terme général v,, est divergente.
—+o0

Notons enfin que, bien entendu, si on a la nature de la série de terme général u,,, il suffit d’échanger

les roles de u,, et v,. O
*O' Remarquons que, au passage, nous avons montré que la suite des sommes partielles
L ~
] d’une série a termes positifs est croissante.

Théoréme de convergence pour deux séries a termes positifs équivalents

Soient (Un)n>ne €6 (Un)n>n, deux suites réelles positives.

Sion a u, ~ vy, alors les séries Y u, et Y v, sont de méme nature.
+o0
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DEMONSTRATION. Comme les suites (t,)nen et (Un)nen sont équivalentes, il existe ny; € N et

une suite (@ )n>n, avec lir_sr_l a, = 1 tels que Vn > nq, u, = apv,.
n——+0oo

1
Comme lim «, = 1, en prenant ¢ = 5 dans la définition de limite, il existe ne > ny tel que

n—-+oo
Vn > no, |an_1|<1<:>1<0[n<§.
2 2 2
En multipliant le tout par v, > 0 on a donc %vn < apvy < gvn.
N 1 3
Ainsi, pour tout n > no, §vn < Uy < §vn.

Si la série de terme général v, est convergente, alors celle de terme général oUn aussi et par le
théoreéme précédent, celle de terme général u,, est convergente.

1
Si la série de terme général v, est divergente, alors celle de terme général JUn aussi et par le

théoreme précédent, celle de terme général u,, est divergente.

Les séries sont donc de méme nature. (I
. 1 3
Notons que si, pour tout n > ns, v, = 0, comme pour tout n = no, ivn < Uup < §Un’
‘O: on a pour tout n = ng, u, = 0.

Ainsi, on a en réalité besoin du signe d’une seule de ces séries.
Enfin, notons que s’il s’agit de séries a termes négatifs, il suffit de considérer les séries
de terme général —u,, et —v, (qui sont positives) avant d’appliquer le résultat.

On considere une série de terme général u,,. On dit que la série est absolument convergente
si et seulement si la série de terme général |u,| est convergente.

Dans ce cas, on dit aussi que la série E U, est absolument convergente.

Proposition

Considérons une série de terme général u,,.
Si la série est absolument convergente, alors elle est aussi convergente.

DEMONSTRATION. Considérons une suite (4 )n>n, 00 ng € N.
Notons, pour tout n > ng, u,) = max(u,,0) et u;, = max(—u,,0).
Remarquons ainsi, que pour tout n > ng, vt >0, u;, >0, uf —u, =y, et ub +u, = |uyl.
On a donc ;) < |uy| et u;, < |uy,|. Sila série de terme général u,, converge absolument, alors
> |un| converge et d’aprés le théoréme de comparaison & termes positifs, il en est de méme pour
Sut et Su.

Par somme de séries convergentes, la série Y (u;f —u,, ), c’est-a-dire > uy, est aussi convergente. [J
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Notons > u, une série absolument convergente. Nous admettrons alors que la valeur

+oo
de la somme de la série Z u, ne dépend pas de 'ordre de sommation de ses termes.
L n=ng
'Q~ Autrement dit, si besoin, pour une suite (u, )nen telle que > u, est absolument conver-
e +oo —+oo —+oo
gente, on peut par exemple dire que Z Uy = Z Ugk + Z ugk+1 (on ajoute d’abord
n=0 k=0 k=0

les termes pairs, puis les termes impairs).

B 2 Les séries de référence

Proposition
1 N
La série Z — est une série divergente et  lim Z — = 4o00.
n N—+o00 n
n>=1 n=1
2N
DEMONSTRATION. Soit NV € N, N > 1. On a alors Sony — Sy = Z —. Cependant, pour
n=N+1 n
1 1
tout n € [N + 1,2N], on a, puisque la fonction inverse est décroissante sur R, IN < -
n
2N 2N
En ajoutant toutes ces inégalités, on a — < —.
j 2 > WS X ;
n=N+1 n=N+1
2N
1 N 1 1
Or —— = —— = —. On a ainsi, pour tout N > 1, Sony — Sy > —=.
Z ON 9N _ 2 ) P y 2N NZ35
n=N+1
Si la série Z — était convergente, alors on aurait lim Sy;y = lim Sy.
n>1 n N—+o00 N—+o00

DO =

Cela implique Nlim Son — Sy =0, ce qui est impossible étant donné que Soy — Sy >
—+00

1
La série Z — est donc divergente.

n>=1
1
Par ailleurs, on a, pour tout N > 1, Syq11 — Sy = Vi1 > 0. Ainsi, la suite (Sy)nen+ est
N
croissante. D’apres le théoreme de convergence des suites monotones, ona lim Z —=4o00. O

N —+oco

:O: C’est 'exemple classique de suite divergente dont le terme général tend vers 0 en +o0.
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Proposition

1
La série E — est convergente.
n

n>=1
) 1 1 -
DEMONSTRATION. Commengons par remarquer que » —1 n est une série conver-
n—
gente.
R AR N
En effet, on a, pour tout N > 2, —— | = — —
ona.p ) e R S ED D
n=2 n=2 n=2
N-1 N 1
En posant £ = n — 1 dans la premiere somme, on obtient - — —=1-—.
p p : DD Dbt S
k=1 n=2
N
1 1 1 1 1
Ainsi, lim Z — — ) = 1. La série de terme général — — = ——— est conver-
Notoo i~ \n—1 n n—1 n nn-1)
gente.
Ensuite, remarquons que, pour tout n > 2, on a n2 > n? —n = n(n — 1) > 0. En appliquant la
1 1
fonction inverse strictement décroissante sur R% ; on a 0 < — <

n?2 " nmn-—1)

1
n(n—1)
1
théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général — est convergente.
n
O

Nous venons de montrer que la série de terme général est convergente, donc d’apres le

Les séries de la forme > (a, — a, 1) comme celle que vous avez croisée dans la preuve

*O' sont dites télescopiques. Dans la preuve employée, on montre que la série Y (an — pi1)

s est de méme nature que la suite (o). On pourra consulter 'exercice 1.4 pour un
résultat similaire généralisé.

Séries géométriques et dérivées N

Soit ¢ € R. La série de terme général ¢™ converge si et seulement si —1 < ¢ < 1 et

+oo
1
(1) La série de terme général ¢q" est convergente et on a Z q" = T
—q
n=0
est convergente et on a

+oo
(1—q)?

n=1

(2) La série de terme général ng™ !

(3) La série de terme général n(n — 1)g"~2 est convergente et on a

+oo 2

Z n(n —1)¢" % = R

n=2
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N
DEMONSTRATION. Notons, pour tous NV € Net ¢ € R\ {1}, Sy(q) = Z q".
n=0
1— qN+1
(1) On a alors, VN > 0, Sy(q) = I Si ¢ €] — 1,1, il suffit alors de faire tendre N vers
—q

1
infini pour obtenir lim ¢! =0, donc lim Sy(¢) = —.
N—+o00 N—+o00 1-— q

Si g ¢] —1,1], le terme général de la série ne tend pas vers 0 donc la série est divergente.
(2) Remarquons que, VN > 1, Sy(q) est un polynome en ¢, donc en dérivant par rapport a g,

N
on a Sy(q) = g ng" "', en notant que 'on peut commencer la somme en n = 1 car le terme
n=1

en n =0 est nul_.

Par ailleurs, 'autre expression est aussi dérivable sur R \ {1} (quotient de fonctions dérivables
dont le dénominateur ne s’annule pas). On a, Vg € R\ {1},

N+ 1D)VA -+ 1=V 1= (N4 1)gN + (N +1)gN T — gVt

!
= = -0
1 N N N N N+1
Ainsi, Sy (q) = -2 @ _C]q)2 “a _qq)z —l—N(lq_ mER Or Nl_igloo ¢V = 0 et, par croissances
1
comparées, Nlim N¢Y¥ = 0, donc Nlim Sh(q) = ﬁ, ce qui nous donne le résultat
—+0o0 —+o0 —q

attendu.

Enfin si ¢ ¢] — 1,1], le terme général ne tend pas vers 0 donc la série est divergente.

(3) C’est la méme technique que le deuxiéme point : il suffit de dériver une nouvelle fois S},
puis d’obtenir la NEIEOO S%:(q) par croissances comparées pour g €] — 1, 1[. Et, pour ¢ ¢] —1,1],

le terme général ne tend pas vers 0 donc la série est divergente. L’expression est encombrante
mais ne présente aucune difficulté.

O

Le résultat suivant est admis.

Série exponentielle N

n
Pour tout x réel, la série de terme général — est convergente et on a
n!

+oo
T E z"
e = et
n!
n=0

Lorsqu’on a une série dont le terme général est de la forme n2¢™ ou n2—', il est souvent
n

:o: pertinent de remarquer que n? = n(n— 1) +n pour faire apparaitre les termes généraux
s de séries géométriques dérivées ou de simplifier n(n — 1) avec n!. Vous trouverez des
exemples dans certains exercices (voir par exemple 'exercice 1.1) et dans le chapitre

sur les variables aléatoires.
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Les méthodes a maitriser

(—(Méthode 1.1 : Déterminer la nature et calculer la somme d’une série)—\

Dans le cas ot on souhaite montrer la convergence et calculer la somme d’une série, il faut se
ramener a une série connue ou déterminer s’il y a un télescopage, c’est-a-dire une simplification
de la somme lorsqu’on développe les termes. On peut suivre les indications suivantes :

e Si le terme général contient une factorielle au dénominateur, on peut essayer de se
ramener a une série exponentielle.

e Sinon, si le terme général contient des éléments de la forme ¢, se ramener a une série
géométrique en factorisant par le premier terme. S’il y a des termes en ng™, penser a
une série géométrique dérivée, n?q™ a une série géométrique dérivée seconde.

e Sinon, il faut penser a faire apparaitre un télescopage.

Nous noterons qu’il est souvent prudent de travailler sur la somme partielle avant de passer a
la limite pour éviter de manipuler des termes mal définis.

Exemple d’application

Déterminer la nature et calculer la somme des séries suivantes :

+oo 2n o0 22')’L —+o0 1 1
N e Y R Chbe=1

n=0 n=1

1. Il s’agit certainement de se ramener a une série exponentielle étant donné sa forme. Posons,

N
27l
pour tout N € N, S} v = T;) n+ 1)
N+1 2k—1 1 N+1 2k
Posons le changement d’indice £ =n + 1, on alors S;, v = B2 2k
k=1 k=1 "

Ainsi, en ajoutant et retranchant le premier terme qui manque, on a

g 1 2 e?—1
LN T k! Notos 2

k=0
. . e?—1
Ainsi, S; est une série convergente et on a Sy = 5
N 22n
2. Posons, pour tout N € N, Sy y = Zn5n+1'
n=0

Commengons par mettre de c¢6té le terme nul en n = 0 puis factorisons par le premier terme
pour faire apparaitre une série géométrique dérivée (cette technique marche souvent pour ce
genre de série). On a ainsi

N N
22n 22 2277,—2
SoN =D MpmT =53 ) T

n=1 n=1
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N
1
On a alors, comme Z ng" = e pour g €] — 1, 1],
n=1
22 X ro2\"! 41 4
So v = — - — = —25=4.
2N = 5 n_1"<5> Nt 25(1_4)F 2

Ainsi, Sy est une série convergente et on a Sy = 4.
3. Cette série ne ressemble a aucune série de référence, essayons de faire apparaitre un

N
1 1
télescopage. Notons pour N € N, N > 1, S5 y = Z ( — ) . Ainsi, on a

n n+2

n=1

SRS A |
S -
N N4z,
Z - — Z z en posant k = n + 2 dans la deuxieme somme
s
N N
1 1 1 1 1
1+ 3 7; o= (,;) T + N1 + N+2> en isolant les termes de bord
- 1 1 1
2 N+1 N+2
. 3
Ainsi, lim S3n = 5
La série est donc convergente et S3 = ok
a Voir exercices 1.1 et 1.4.
/—[Méthode 1.2 : Déterminer la nature d’une série a termes positifs] N

Dans le cas ot on souhaite montrer la convergence sans calculer la somme d’une série a termes
positifs, il faut étudier le terme général et utiliser
e Le théoreme de comparaison pour deux séries a termes positifs en majorant le terme
général par celui d’une série convergente (pour montrer qu’elle converge) ou en le
minorant par celui d’une série divergente (pour montrer qu’elle diverge).
e Le théoreme de convergence pour deux séries a termes positifs équivalents, auquel cas,
on détermine un équivalent du terme général et la nature de la série correspondante.

J

Exemple d’application
Etudier la convergence des séries de terme général

1 3 _n—l-\/ﬁ

loupy=— 2.v,=—— Wy, = .
(n+2)! 57 + n?

v
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1 1 . -
1. On a, pour tout n € N*, u,, > —. Or u,, comme — sont des termes positifs et comme la série
n n

1
— Y

de terme général — est divergente, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes
n

positifs, la série de terme général u,, est elle aussi divergente.

1
2. On a, pour tout n € N*| v, < - Or v, comme — sont des termes positifs et comme la
n! n!

série de terme général — est convergente (c’est le terme général d’une série exponentielle
n

avec x = 1), d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme
général u,, est elle aussi convergente.

n(1+ %) n?
3. On a, pour tout n € N*, w,, = ————%. Par croissances comparées, on a lim — =0,
(1 %) e 57
) + ﬁ . n """ .
donc lim ———F = 1. Ainsi, w, ~— ~bn | = qui est de la forme 5ng™ ™" ou
n—+oo ] 4 % 5n 5
_1 €] -1,1]
q= 5 y L]

1 n—1 1 n—1
Or w, et 5n (5> sont des termes positifs et la série de terme général 5n <5> est

-1
1 n
convergente car n (5 est le terme général d’une série géométrique dérivée. Ainsi, d’apres

le théoreme de convergence pour des séries équivalentes & termes positifs, la série de terme
général v, est elle aussi convergente.

Q Voir exercices 1.3, 1.6, 1.7, 1.11 et 1.13.

Méthode 1.3 : Déterminer la nature d’une série a termes quelconques

Dans le cas ou on souhaite montrer la convergence sans calculer la somme d’une série, on
peut montrer la convergence absolue.

En cas d’échec, §’il y a alternance du signe des termes de la série, on peut penser a utiliser le
théoreme de convergence des suites adjacentes appliqué aux suites (Sap)nen €t (S2nt1)nen

Exemple d’application
Etudier la convergence des séries de terme général

sin(n) (=n~
1. u, = on 2. v, = o
i 1
1. On a, pour tout n € N, |u,| = w < o

Or, in est le terme positif général d’une série géométrique convergente puisque 1 €] -1,1],
donc d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général
|un| est convergente. Ainsi, la série de terme général w, est absolument convergente donc
convergente.



Les méthodes a maitriser 11

1
2. L’absolue convergence ne s’applique pas puisque |u,| = — qui est le terme général d’une
n

série divergente.

N
1"
On pose alors, pour tout N € N* Sy = Z (=1) .
n=1 n
L, (_1)2N+2 (_1)2N+1 1 1 o
Considérons Sy(ni1) — Son = IN 12 + N 1 = SN+T2  aN 1 < 0, ainsi
(Son)nNen+ est décroissante.
(_1)2N+3 (_1)2N+2 1 1 o
De plus, S - S = = — > 0,
€ plus, Oo(N+1)+1 2N+1 9N 1 3 + ON 12 2N—|—3+2N+2 ainsi

(S2n+1)Nen est croissante.
1

—— 0

2N +1 N—+oo
Les suites (Son)nen+ et (San+1)nven sont adjacentes donc convergent vers la méme limite
finie. Ainsi, comme la suite des termes pairs et celle des termes impairs convergent vers la

méme limite, la suite (Sy)nyen est convergente.
_1)"

Enfin Soni1 — Son =

Autrement dit la série de terme général est convergente mais pas absolument conver-

gente.

Q Voir exercices 1.2, 1.3, 1.5, 1.8, 1.9, 1.10 et 1.12.
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Interro de cours

1. Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes ? Vous justifierez vos réponses.

(a) La série de terme général T 1)

n

(b) La série de terme général

(c) La série de terme général

Vn+1
(-

(d) La série de terme général

n2
—n
(e) La série de terme général .
n+2
; ; nd—4
(f) La série de terme général ———.
(n+1)!
1
2. Déterminer la nature et calculer la somme de la série de terme général, pour n > 1, ﬁ
n(n
2n+1
3. Déterminer la nature et calculer la somme de la série de terme général, pour n > 0, m
n !

(="
Vn
5. Est-ce que les propositions suivantes sont vraies ou fausses ? Si elles sont vraies, vous les justi-

fierez, dans le cas contraire, vous exhiberez un contre-exemple.

4. La série de terme général, pour n > 1, est-elle absolument convergente ? convergente ?

(a) Une série convergente est absolument convergente.
(b) Une série positive dont la suite des sommes partielles est majorée est convergente.
(c) Une série dont la suite des sommes partielles est minorée est divergente.

1
(d) Une série dont le terme général est équivalent a —— est convergente.
n

(e) Une série dont le terme général est u, +v,, ol u, est le terme général d’une série convergente
et v, celui d’une série divergente est une série divergente.

(f) Une série dont le terme général est u,, + v, ol u,, et v, sont chacun le terme général d’une
série divergente est une série divergente.
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Exercices

Applications directes du cours

[Exercice 1. 1]

1. Montrer la convergence des séries suivantes et calculer leur somme :

“+oo

g — n+1 b S_Jroonz. S_Jroo 1 )
(a) 51 —”EZO T (b) S 73:0%7 (c) S3= 7;7(”4_2)!,
+oo +o0o o 190 Hn+1
1 n°—n 2
(d) s4:§2i3m (e) Ss:ZO s @ 56:20W.

(n—|—1)(n—|—2)>

2. Etudier la convergence et la valeur de la somme de la série de terme général In ( (n+3)
n(n

pourn € N,n > 1.

-3 b
3. Déterminer a, b, ¢ trois réels tels que Vn € N, n > 2, " — +—+ ¢ . En déduire
nn2—-1 n—-1 n n+1
X n-3
la convergence et la valeur de 7;2 W= 1)
[Exercice 1.2]
+oo 1.277, 400 x2n+1
SOlt T € R. OH note S(.’L’) = ;W et T(ZC) = gm

1. Montrer que les séries S(z) et T'(x) sont convergentes.
2. Déterminer les valeurs explicites de S(z) et de T'(z). On pourra s’intéresser a S(z) + T'(x) et
S(x) — T(x).

[Exercice 1.3]

Etudier la convergence des séries suivantes (on ne s’intéressera pas a calculer la somme des séries
considérées) :

(@) $i=) o () S=3 "2

® 5= "0 ) si=Yari-vas 6 ngZsin@).

n2

)!
i

n+1
(c) 5312771!4_2;
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[Exercice 1 .4]

On note (un)neny une suite réelle. Montrer que la série E (Un+1 — uy,) est convergente si et

neN
seulement si la suite (up)nen est convergente. Dans ce cas, donner la valeur de la somme de la
série.

(Exercice 1.5]

Soient ng € N et (uy,)n>n, une suite réelle.

1. Montrer que, si la suite (n?u,)n,en est convergente, alors la série de terme général u, est
convergente.

2. Montrer que, si  lim nu, = £ avec £ € R* U {400, —oc0}, alors la série de terme général u,, est

n—-+oo
divergente.
3. Application : Quelle est la nature des séries de terme général :
1 n® 1
un_ln(n)’ Un = o wnzm.

[Exercice 1 .6]

U
Soient ng € N et (un)n>n, une suite réelle de termes strictement positifs telle que lirf oty
n—+oo Uy,

ou ¢ est un réel positif.

1. Montrer que si £ < 1, alors la série de terme général u,, est convergente.
2. Montrer que si £ > 1, alors la série de terme général u,, est divergente.
3. Est-il possible de conclure si £ =17

[Exercice 1.7 ]

Soit a € R. On s’intéresse a la nature de la série S, = Z ia
n>1

1. Montrer que, si a > 2, la série est convergente.

2. Montrer que, si a < 1, la série est divergente.

N N
1 1
3. Soit a €]1,2[. Soit N € N, avec N > 1. Montrer que E —— < / —dt.
= (n+1)° 1t

N+1
On découpera lintégrale de / prs dt selon les intervalles de la forme [n,n+ 1] oi n € N*.
1

4. En déduire que la série S, est convergente si et seulement si o > 1.
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(Exercice 1.8]

Soient (uy)nen une suite décroissante convergeant vers 0 et (Sy,)nen la suite définie par, pour tout
n

neN, S, = Z(fl)kuk.
k=0
1. Montrer que les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen sont adjacentes.
2. En déduire que la suite (S, )nen converge et que sa limite ¢ vérifie

Vn €N, |S, — 4] < Upt1.

(=D

7 On note S la somme de

3. Une premiere application : Quelle est la nature de la série Z

= In(n)
tte série. D jorant de |S zn:(_l)k
cette série. Donner un majorant de |S — .
! "~ Tn(k)
+oo (_ )k
4. Une deuxieme application : On pose, pour tout n € N, v,, = Z 5—- Montrer que v, est
k=n+1

bien défini et déterminer la nature de la série de terme général v,.

Pour aller plus loin

(Exercice 1.9]

N n+1
On note, pour tout = € [0,1] et pour tout N € N, Sy(z) = Z(—l)" 1 Lorsque la série de
n
n=0
too l,n—i—l
t énéral est te, te S(z) =Y (=1)" .
erme général est convergente, on note S(z) ,;)( ) ——
1. Mont fout & € [0, 1], Sy (x) — — (1"
. Montrer que, pour tout x x) — =
e p N 1+ 1+t

2. En déduire que |Sy(1) — In(2)] < N1z

3. Quelle est la nature de la série de terme général

+oo _1)»
>

n=0

(=1)"
n+1

et, si elle est convergente, que vaut

[Exercice 1. 10]

N 2n+1
On note, pour tout z € [—1,1] et pour tout N € N, Sy(z) = Z(fl)” v . Lorsque la série de
= 2n+1
oo 22+l
terme général est convergente, on note S(x) = -1 .
rme génér nvergente, on n (x) Z( )2n—|—1

n=0
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1
1. Montrer que, pour tout x € [—1,1], Toa2 S;V(a:)’ < 22N+2,
2. En déduire que |arctan(z) — Sy ()] < INT3 Quelle est la valeur de S(z)?
N
(=n" 4
3. Mont —4 < .
ontrer que | 7;)271_’_1 SN 13

4. Ecrire une fonction en Python qui donne une valeur approchée a ¢ pres de m ou € est donné en
argument.

[Exercice 1.11]

21
Pour tout n € N, on note u,, = Z w2
k=n+1
1. Justifier que la suite (uy,)nen est bien définie.
2. On note f : ]0,400f — R . En encadrant f sur tout intervalle de la forme [k, k + 1],
1

X ’—>7
xT

montrer que, pour tout n > 2,

) 1 .
3. En déduire que, en +o00, u,, ~ — puis la nature de la série E Uy -
n
neN

[Exercice 1. 12]

Soit x € R avec = ¢ {2kn/k € Z}.

n
1. On note, pour n € N, S, (z) = Zcos(kx). Montrer que (S, (z))nen est une suite bornée.

k=0

A 1 . . - .. cos(nz)

2. A Taide de la question précédente, montrer que la série de terme général ———= est conver-
n

gente.

3. Est-elle absolument convergente ?

(Exercice 1.13]

1

Soient a, 8 deux réels. On note S, g la série _
“ %; nIn(n)?

1. Montrer que, si a@ > 1, la série S, g est convergente. On pourra montrer que, a partir d'un
1

—— <
neIn(n)? =
2. En s’inspirant de la technique précédente, montrer que, si « < 1, la série est divergente.

. , a+1 e , , .
certain rang, — avec o = et utiliser le résultat de ’exercice 1.7.
n
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. Dans la suite de l'exercice, on s’intéresse au cas o = 1. On pose fg: [3,4+00[ — R
r .
zIn(x)?
Montrer que fz est décroissante sur [3, +oo].

. En déduire que, pour tout N € N, N > 3,

N+1 N 1 N 1
/3 fﬁ(t)dtgginm(n)ﬁ g/g fﬁ(t)dt+731n(3)ﬁ.

N+1
Pour ce faire on découpera / f3(t) sur les intervalles de la forme [n,n + 1].
3

. En utilisant le changement de variable v = In(t) calculer / fa(t) dt avec a > 3. On distinguera
3
lescas B #1et g =1.

. En déduire la nature de la série g
n=3

W en fonction de f.

. Conclure en résumant les cas.
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Corrections

(Interro de cours)

1 1
1. (a) Elle est convergente : On a, pour tout n € N* 0 < < - Or la série de

ni2n+1) " n

1
terme général — est convergente donc, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes
n

positifs, la série de terme général est convergente.

1
nn+1)

(b) Elle est divergente : On a, par croissances comparées, lim
n—+ocom + 1

n

= 400, donc la série

n

de terme général 1 ne peut pas étre convergente.

n

1 1 1 < 1 ¢ 1o séri
y—— iy — X —= €U la serie
Vn+ 1+004/n n N

1
de terme général — est divergente. Ainsi, d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes
n

(c) Elle est divergente : On a et pour tout n € N*, 0 <

1
positifs, la série de terme général — est divergente puis par équivalence la série de terme général

n

1
est aussi divergente.
vn+1 &

(d) Elle est convergente : On a, pour tout n € N,

(-1

= —. Or la série de terme
n

n2
1 _1\n
général 3 est convergente, donc la série de terme général — est absolument convergente donc
convergente.
5" n\"
(e) Elle est convergente : On a, pour tout n € N, 0 < s < <5) . Or la série de

1 n
terme général (5 est convergente, donc d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes

—-n

positifs, la série de terme général 3 est convergente.
n

3
n° —4 1
f) Elle est convergente : On a, pour tout n € N avec n > 2, ~ —L . Or
(f) g p z (n+ 1)!+Oo(n—2)! (n—2)!
est, au décalage d’indice pres, le terme général de la série exponentielle en 1, donc convergente.
3
n® —4
D’apres le théoreme des séries a termes positifs équivalents, la série de terme général m est
n !
convergente.
1 n+l-—n 1 1
2. Remarquons que, pour tout n € N, on a = = - —.
d e, p nn+1) nn+1) n n+1l
AR
Ainsi, quel que soit N > 1, posons Sy =
quel g >1,p N ;::1 D)
N N N
1 1 1 1
0] insi Sy = - = = — = .
n & ainsi Sy Z(n n+1) Yooy
n=1 n=1 n=1
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Notons que cette derniere inégalité provient de la linéarité de la somme finie, qui ne peut pas étre
appliquée pour les sommes de séries puisque les séries qui apparaissent sont divergentes.
N N+1
R - 1 1
Apres le changement d’indice ¥ = n + 1 dans la seconde, on a Sy = E - — T
n
n=1 k=2

1
Ainsi, Sy =1— ——.0r lim 1-—

——— =1, donc la série est convergente et on a
N+l o Node N1 vers

+o00 1
Yo =1
n=1 TL(TL + )
N 2n+1 N+1 2k:
3. Soit N e N. On a Z m = Z o en posant le changement d’indice k = n + 1.
n ! !
kjf

n=0 =1
On fait apparaitre la somme partielle d’une série exponentielle car

N+1 k N+1 2k

2
Y =) —l—— L
k! k! N—+o00
k=1 k=0

too on+1 5
Ainsi, on a — =" — 1.
Z (n+1)!
n=0
4. La série n’est pas absolument convergente : on a, pour tout n € N, n > 1,
- 1 1
(1) y

==

=
\/’771 n
Or, comme la série de terme général — diverge, par comparaison de séries positives, la série de
n

1
terme général — diverge.

vn

N
—_1)"
On pose alors, pour tout N € N* Sy = E (\F) .
n

n=1
(_1)2N+2 (_1)2N+1 1 1

Considérons S —Son = + = — < 0, ainsi (S x
AN TN T AN T2 V2N 11 V2N 12 V2N 11 (San)wen

est décroissante.
(_1)2N+3 (_1)2N+2 1 1 o
De plus, S - S = + = - + > 0, ainsi

PHIS, SN +1 7 2N+ = O a S T AN 1 2 VAN 3 V2N 12

(Son+1)NeN est croissante.
1

VAN T Noreo

Les suites (San)nven+ et (Sant1)nven sont adjacentes donc convergent vers la méme limite. Ainsi,
comme la suite des termes pairs et celle de termes impairs convergent la méme limite, la suite
(SN)Nen est convergente.

Enfin Song1 — Son = —

n

-1)
vn
5. (a) Faux : Voir le deuxi¢me exemple de la méthode 1.3 ou la question précédente pour un
contre-exemple.

Autrement dit la série de terme général

est convergente mais pas absolument convergente.
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N
(b) Vrai : Notons (Sy)nen la suite des sommes partielles, c’est-a-dire Sy = Z Uy, avec U, = 0

n=1
le terme général de cette série. On a Sy11 — Sy = uny41 = 0, donc la suite des sommes partielles

est croissante. Comme elle est en plus majorée, d’apres le théoréeme de convergence des suites

monotones, la suite (S N) Nen est une suite convergente, autrement dit, la série est convergente.
“+o0

(c) Faux : Considérons par exemple Z on qui converge vers 2 et dont la suite des sommes
n=0

partielles est minorée par 0.

(d) Vrai : Son terme général est, en valeur absolue, équivalent & % qui est le terme général

d’une série convergente. Ainsi, d’apres le théoréme de convergence pour deux séries a termes positifs
équivalents, la série est absolument convergente, donc convergente.

(e) Vrai : Si la série de terme général w, + v, était convergente, alors celle de terme général
(upn, + vp) — u, = v, aussi, ce qui est exclu.

1 1
(f) Faux : Un exemple non trivial est de prendre u,, = — et v, = oI deux séries divergentes,
n n

alors que u,, + v, = est le terme général d’une série convergente d’apres la deuxieme

1
n(n+1)
question. Plus trivialement, il suffirait de prendre v, = —u, avec u, terme général d’une série

divergente.

[Exercice 1.1]

N
1
1. (a) Posons, pour N € N, SLN:ZTH_ . On a alors
n=0
Yn 1
Sin = ZE—FZE
n=0 n=0
N Al
= Xt
n=1 n=0
S MTR D S
B (n—1)! n!
n=1 n=0

N N
1 1
= E W + g — en posant k =n — 1 dans la premiére somme
n—1)! n!
n=0

n=1
N-1 N

= Zg*Za—w ete
k=0 n=0

Ainsi, la série converge et S = 2e.

Notons qu’il aurait été possible de dire que la série était égale a la combinaison linéaire des séries de

terme général —et—a condition d’avoir auparavant montré qu’il s’agissait de séries convergentes.
nl

n!
N 2

(b) Posons, pour N € N, Sy y = Z 7217” On a alors

n=0
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N
nn—1)+n
Son = 7;) on
N N
1 -1 1
= 1 nzz:z % + 3 7; 2:_1 en enlevant les termes nuls.

On reconnait alors les sommes partielles de séries géométriques dérivée, car o1 est de la forme

_ 1
ng™ 1, et dérivée seconde car "52,21) est de la forme n(n — 1)¢"~2 avec ¢ = 3
1 2 1 1
Ainsi, Sy N n + - )
’ s 1\3 1\2
Nodoe d(1-3)"  2(1-3)
Ainsi, la série converge et So =4+ 2 = 6.
N 1 Nt2
c) Posons, pour N € N, S5 v = ————. On a ainsi, en posant kK =n + 2, S3y = —.
(c) P 3N Z(n+2)! P T2 SN =D g
n=0 k=2
N+2
En ajoutant les termes manquants pour commencer a k = 0, on a S3 y = i 1-1.
k=0

On retrouve une série exponentielle de référence convergente, on a S3 y —— e — 2. Ainsi,
N—+oo

S3 =e— 2.
S I R
(d) Posons, pour Ne N, N >2, 5, y = ZW = —4Zm
n=2 3 3 n=2 (3 )
N-2
1 1 1 1 1
En posant k =n—2,ona Sy n = 3 Z 3 "o T =g
k=0 32
1
Ainsi, la série converge et Sy = T
(e) Ona
+oo
n(n —1)
% = 2_;) n!
+oo
= Z W en enlevant les termes nuls
n—2)!
n=2
+oo
= ZE en posant k =n — 2
k=0 "
Ainsi la série converge et S5 = e.
N gn+1 N \" 1
(f) Posons, pour N e N, N > 2, S5 y = Z ST = (jz (9) -
n=0 n=0

On a alors Sg v —— 6€2/°.
N ——+oco

Ainsi, la série converge et Sg = 6e%/9.
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1)(n+2)
2. P tout N > 1, Sy = In{————=].0
osons, pour tou N Z ( +3) ) na

N

Sy = Z( In(n) + In(n + 1) + In(n + 2) — In(n + 3))

= N N N

= —Zln +Zln(n+1)+Zln(n+2)—21n(n+3)
n=1 n=1 n=1

Posons k£ = n + 1 dans la deux1eme, k = n + 2 dans la troisiéme et £k = n + 3 dans la quatrieme
somme.

N N+1 N+2 N+3
Sy o= =Y () + Y (k) + Y In(k) - Z In(k)
n=1 k=2 k=3
N
= —1n(2)—1n(3)—21( ) +1n(2) + In(3 —l—Zln +In(N + 1) +1n(3)

N

+ Zln )+ In(N+1)+In(N +2) - Zln(k) —In(N+1)—In(N +2) —In(N + 3)
k=3

In(3) +1n (xi;) :

N+1 N+1
Or Nl_ig}oo Niii% =1, donc par composition, Nl_i)rfoo In (Ni?;) =0.

+oo
1 2
Ainsi, lim Sy =1In(3). La série est donc convergente et on a E In (WWH) = In(3).
N—+o00

o n(n+3)
L, n—3 a b c
3. Cherchons a,b,c trois réels tels que Vn € N, n > 2, = + — 4+ . En
n(n? —1) n—1 n n+1
multipliant cette égalité par n(n? — 1), onan —3 =an(n + 1) +b(n% — 1) + cn(n — 1).
Cherchons des valeurs acceptables de ces trois réels pour les valeurs de n égales a —1,0 et 1.
En prenant n = —1, on obtient —4 = 2¢, donc ¢ = —2. En prenant n = 0, on a —3 = —b donc
b = 3 et enfin, en prenant n = 1, on obtient —2 = 2a, donc a = —1.
Vérifions que les valeurs trouvées conviennent pour tout n > 2. On a
-1 +3 -2  —nn+1)+30n*-1)—-2n(n—-1)  n-—3
n—1 n n+1 n(n? —1) - n(n2-1)
N N
. n—3 -1 3 —2
Posons maintenant Sy = ;m = 7;2 (n — + -~ + n+1> .Ona
N
Sy = ——
N T; 7N+ 1
N-1 N N+1
1 1 1
= - —+3 - =2 -
>t Z ; 7
k=1 n=2 (=3

En posant dans la premiére somme k =n — 1 et £ =n + 1 dans la troisieme. Ainsi
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1 =13 1 3 12 2
Svo= —lmge Z% 2P TN T2l TN N

S —
N N+1 N—>+oco

+oo
n—3
Ainsi, la série est bien convergente et on a E — = 0.
— n(n?—1)

(Exercice 1.2]

2n 2\n 2\n
("; I = (g' ))' < (21 ') . Or ce dernier terme est le terme général d’une

série de référence convergente (série exponentielle en |z|”), donc, d’aprés le théoréme de comparai-
2n

(2n)!
2\n
o )
(2n+1)! n!
x2n+1
(2n+1)!

N o on N oot
2. Pour N € N, posons Sy(z) = nz::ow et Ty(z) = ;m
Comme Sy (x) contient les termes pairs et Ty (x) les termes impairs, on a

1. Remarquons que

son de séries a termes positifs, la série de terme général converge absolument donc converge.

2n+1

De la méme fagon, | —
¢ 2n+1)!

, et en utilisant la méme technique, on

montre la convergence de la série de terme général

aN41
Sn(@) +In(e Z W Nore o O

Ainsi, S(z) +T(x) = €”.
Et de la méme facon,

Ainsi, S(z) — T(x) = e~ 7.
e +e’ "
2
e’ —e™®

2

En faisant la somme de ces deux égalités et en divisant par 2, on obtient S(x) =

En faisant la différence de ces deux égalités et en divisant par 2, on obtient T'(x) =

[Exercice 1.3]

1
n?+1
convergente, donc d’aprés le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série de

1 1
(a) On a, pour tout n € N, n > 1, 0 < < —- Or la série de terme général — est
n n

terme général ——— est convergente.
n?+1
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2)! 1 1 1
(b) On a, pour tout n € N, (n+2) = ~ —. Or la série de terme général — est divergente,
(n+3)! n+3+on n

donc d’apres le théoréme sur séries a termes positifs équivalents, la série de terme général (—&—3))'
n !
est divergente.

n+1 1 1

n! 4+ 2+oc0(n —1)! (n—1)!
(au changement d’indice k = n — 1 prés, c’est la série égale & e!), donc d’apres le théoréme sur

(c) Ona, pour tout n € N, . Or la série de terme général est convergente

TR e o - , o, oon+l
séries a termes positifs équivalents, la série de terme général 3
n

(d) Une étude rapide de fonction f : z — x — In(1 + x) montre que cette fonction est toujours
positive sur | — 1, +o0], ce qui implique In(z + 1) < z, donc en particulier In(n) < n—1 < n.
In(n) n 1

On a ainsi, pour tout n € N, n > 1, In(n) < n puis 0 < —5= < — = —;. Or la série de terme
n n n

est convergente.

général — est convergente, donc d’apres le théoreme de comparaison des séries & termes positifs,
n

(n)

In
la série de terme général est convergente.

n3
(=2)" < —. Comme — est le terme général d’une série exponentielle
(2n)! n! n!

convergente, d’apres le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme

2n 2"
(e) Ona, pour toutn > 0,

général est convergente. Ainsi, S5 est absolument convergente donc convergente.

3" 3 n—+o0o
vers 0, la série Sg ne peut pas étre convergente donc diverge grossierement.

5" — 27 5\"
(f) On a, pour tout n > 0, 3 <> —— 400. Comme le terme général ne tend pas
oo

sin(n)

(g) Onapourtoutn € N;n > 1, |sin(n)| < 1 puis 0 < 5
n

1 - L
< ok Or la série de terme général

— est convergente, donc d’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série

sin(n)

n2

de terme général ‘ est convergente. S7 est donc absolument convergente donc convergente.

(h) On a pour tout n € N, n > 1, en utilisant la quantlte conjuguée

1 1
vn+1 > Z —
" —Vn= \/n+1+\/ﬁ 2y/n " 2n

1 1
Or la série de terme général — est divergente donc celle de terme général o aussi. Ainsi, d’apres
n n

le théoréme de comparaison des séries a termes positifs, la série Sg est divergente.
On aurait aussi pu regarder les sommes partielles et faire apparaitre un télescopage.

1 1 1
(i) Ona lim — =0 et comme sin(z)~x, on a par substitution, sin . Comme, pour
n—-+oo n2 0 2 +<>o

1 1
tout n € Nyn>1,0< — <1, et que Vz € [0,1],sin(z) > 0, on a sin (2> > 0, on peut donc
n? n
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utiliser le théoréme de convergence de séries a termes positifs équivalents, ainsi Sg est de méme

1
nature que la série de terme général —, donc convergente.
n

[Exercice 1.4]

Notons, pour N € N, Sy la somme partielle associée a la série de terme général (up+1 — uy),

N
autrement dit Sy = E (Up+1 — up). On a alors
n=0
N N
SN == § Up+1 — § Up,
n=0 n=0
N+1 N
= E up — g u, en posant k = n + 1 dans la premiére somme
k=1 n=0
N N
= E uk+UN+1_UO_E Up
k=1 n=1
= UN41 — U0

Ainsi, si la suite (u,)en converge vers £ € R, la suite des sommes partielles converge vers ¢ — uy.
Ainsi, la série de terme général (u,41 — uy) converge et la somme de sa série vaut £ — uy.

Mais si la suite (uy,)en diverge, la suite des sommes partielles diverge aussi donc la série de terme
général (up41 — uy,) diverge.

[Exercice 1.5]

1. Si la suite (n?u,)nen est convergente, alors elle est bornée. Ainsi, il existe M € R tel que

Vn = ny, |n2Un| < M, done, Yn = ng, |u,| < ok

M . , - 1 L ; s

Comme — est le terme général d’une série convergente (car — est le terme général d’une série
n n

convergente), d’apres le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, la série de terme

général |u,| est convergente, donc la série de terme général u,, est absolument convergente, donc

convergente.

2. Commengons par le cas ou liIJIrl nu, = ¢ € RY. D’apres la définition de limite appliquée
n—-+oo

4 14
pour ¢ = —, il existe un rang n; > ng tel que, pour tout n > nq, |nu, — £| < ok ce qui implique

. ¢ o L - R
NUp = — SOit U, = o Comme — est le terme général d’une série divergente, d’aprées le théoreme
n

n
de comparaison des séries a termes positifs, la série de terme général u,, est divergente.

Le

S

Si lirf nu, = +o0o, alors il existe ni; > ng tel que, pour tout n > ny, nu, > 1, donc u,, >
n——+00o

méme théoréeme permet de conclure.

Enfin, pour le cas ot £ < 0 ou £ = —o0, il suffit d’appliquer le résultat précédent a la suite (vy)n>n,
définie par, pour tout n > ng, v, = —u, ce qui donnera la divergence de la série de terme général
v, donc celle de terme général u,,.



