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AVANT-PROPOS

Le calcul de structures par éléments finis est une discipline née il y a environ 50
ans, ol se mélent étroitement les mathématiques, la mécanique et I’analyse
numérique, d’ou sa complexité et les différentes approches que I’on peut en
avoir. Les progres réalisés en informatique, tant par la puissance de calcul que
par une interactivité toujours plus grande et des interfaces homme/machine sans
cesse améliorées, ont contribué a une large diffusion de la Conception Assistée
par Ordinateur (CAO) dans les bureaux d’études, puis, naturellement, une
utilisation sans cesse croissante des programmes de calcul par éléments finis par
des personnels familiers de la CAO. Les analyses, qui étaient principalement
statiques linéaires il y a encore 10 ans, sont pour une bonne part d’entre elles
devenues statiques non linéaires voire dynamiques non linéaires. La raison en
est relativement simple : a vouloir toujours tout optimiser, on met moins de
matiere qu’avant. En conséquence, les structures sont plus souples et les
hypotheéses de mécanique linéaire en arrivent a ne plus étre valables : le non
linéaire a envahi les bureaux d’études et lors du dimensionnement, on peut étre
confronté a de grands déplacements, du flambage, de la plasticité, du contact...

La formation a la mécanique non linéaire, généralement trés théorique, est
dispensée a la fin du second cycle de I’enseignement supérieur. Les outils de
calcul employés pour illustrer ces cours sont souvent utilisés « en boite noire ».
Les étudiants ont du mal a faire la part des choses entre la modélisation, les
éléments finis, la mécanique non linéaire, I’analyse numérique..., ce qui est tout
a fait normal eu égard a la masse de connaissance et a la complexité que tout
cela représente.

Nous avions depuis longtemps des documents plus ou moins mis en forme.
C’est lors du congres de Giens en mai 2009 que Roger Ohayon nous a demandé
ou en était le projet dont nous avions vaguement parlé deux ans plus tot et nous
a incités a le faire aboutir. C’est chose faite, et nous le remercions. Cet ouvrage
n’est ni un cours sur la méthode des éléments finis, ni un ouvrage théorique sur
la mécanique non linéaire, ni un guide d’utilisation d’un logiciel particulier. Il
constitue une aide pour 'utilisateur de code éléments finis qui y trouvera des
éléments théoriques puis pratiques dans les exercices développés en seconde



partie. Toutes les simulations numériques ont été faites avec le code de calcul
par éléments finis SAMCEF®, développé par la société SAMTECH.

Nous remercions Eric Carnoy, directeur général de SAMTECH et Alain Le
Méhauté, directeur général de ’'ISMANS, pour leur confiance et leur soutien
quant a la pédagogie que nous développons. Nos remerciements vont également
a Philippe Pasquet et Michael Bryuneel de SAMTECH pour leur relecture
attentive et leurs remarques. Nous ne saurions terminer cet avant-propos sans
une petite pensée pour les éleves de I’option MCOP (Modélisation, Calcul et
OPtimisation) de I'ISMANS qui servent depuis des années de « cobayes
pédagogiques », cet ouvrage constituant une partie de leur enseignement de
troisieme année.

Pour finir, nous adressons un grand merci a nos femmes et enfants pour leur
patience et leurs encouragements.

Coulaines et Liege, juin 2010



Chapitre 1

Contraintes

1.1. INTRODUCTION

On ne s’intéresse qu’aux milieux continus qui sont des domaines de ’espace a
trois dimensions. Ce sont des corps purement fictifs ou la matiére est
uniformément distribuée dans le volume, de sorte que tout élément infinitésimal
a les mémes propriétés que le corps lui-mé€me. On suppose de plus qu’au
voisinage d’un point quelconque du milieu, ces propriétés sont des fonctions
continues et différenciables par rapport a toutes les variables définissant le point
(coordonnées, temps...). Par exemple, la masse volumique et la température
sont des fonctions des coordonnées et du temps.

Ces milieux continus ne subissent que des transformations continues. En
particulier, deux points initialement voisins le restent a tout instant, tout en
ayant des déplacements de petite ou grande amplitude. On en déduit qu’un
ensemble continu (ligne, surface, volume) se transforme en un ensemble continu
de méme nature. On se place pour ce chapitre dans le domaine linéaire, ¢’est-a-
dire dans I’hypothése des petits déplacements. La cavitation (formation de
trous), les failles et glissements de terrain sont des phénoménes qui ne
respectent pas la continuité requise pour étre abordés dans un cours de
mécanique des milieux continus mais relévent par exemple de la mécanique du
contact ou de la tribologie.

Les forces susceptibles d’agir sur un corps sont de deux types différents :
* les forces de surface
* les forces de volume

Les forces de surface sont réparties sur la surface (ou portion de surface)
extérieure du corps. Elles ont la dimension d’une pression en N/m” dans le
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systéme international (SI). Les forces de volume s’exercent dans tout ou partie
du volume du corps. Elles ont pour dimension le N/m® dans le systéme SI. Les
forces de gravitation, les forces centrifuges, les forces d’inertie en sont des
exemples. On congoit bien qu’un corps soumis a 1’action d’un ensemble de
forces extérieures doit étre capable d’« encaisser » les efforts. La contribution a
I’effort ne sera pas la méme en tout point intérieur au corps : des zones seront
plus sollicitées que d’autres, les efforts internes sont variables en direction et en
intensité d’un point a un autre. Il est donc trés important de décrire précisément
la répartition des contributions de la maticre. Tous les principes de la mécanique
font appel a la notion d’action extérieure (cf. cours de RDM [1], [2]), que sont
les efforts et moments appliqués par I’opérateur et toutes les forces et moments
de liaisons mécaniques appliqués par le reste du monde sur le corps étudié. Pour
étudier la répartition des efforts et moments en un point M situé a I’intérieur de
la matiére, il faut effectuer une coupe fictive par un plan contenant ce point.

1.2. VECTEUR DES CONTRAINTES

De maniére a simplifier grandement les €quations, on supposera que le repere
de référence, noté arbitrairement (Ox, Oy, Oz), est un repere orthonormé
direct. Le domaine matériel D est coupé en deux parties (1) et (2) par un plan
noté¢ Il. Soient F; et F, les deux systémes partiels de forces extérieures
respectivement appliqués aux parties (1) et (2).

On isole la partie (1). Il convient de remplacer la matiére enlevée par les efforts
qu’elle exercait sur la partie restante afin que celle-ci conserve ses
caractéristiques. Par la coupe, il y a eu extériorisation des efforts internes dont
la répartition est supposée continue. La partie (1) est maintenant soumise a des
efforts extérieurs qui sont F; et tous les efforts de liaison entre les deux parties.

On appelle facette un élément infinitésimal de surface dS appartenant au plan
de coupe de normale 7 . Cette facette est définie en un point par la direction et
le sens de sa normale extérieure. Les efforts internes qui s’exercent autour

d’un point M de la facette se réduisent a une résultante AF et 4 un couple. On
admet que le couple peut étre négligé en choisissant un élément de surface aussi
petit que nécessaire, ce qui est toujours possible car le milieu est supposé

continu (figure 1.1). AF est la force interne qui représente 1’action exercée en M
par la partie (2) sur la partie (1). On appelle vecteur contrainte en M suivant la
normale 7 le vecteur défini par :
.\
T(M,n)=lim —
ds—0 (S
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Figure 1.1 : Forces internes et contraintes

La notion de contrainte et sa formalisation sont dues au mathématicien frangais
Cauchy. Une contrainte est homogeéne a une pression, c’est-a-dire a une force
par unité de surface. Elle s’exprime dans le systéme international en Pascal
(1 Pa =1 N/m?) mais on utilise souvent comme unité le Mega-Pascal (1 MPa
=10° N/m” = 1 N/mm®). Ce vecteur contrainte peut étre projeté sur la normale
n et selon deux directions orthogonales qui lui sont orthogonales et sont
contenues dans le plan de la facette. Les intensités « moyennes » de la force
projetée sur les trois axes du triédre en M (normale sortante et deux axes du
plan de la facette), ou composantes du vecteur contrainte, sont :

AF, AF, AF,,
, et
as ds Ay
Ces rapports ont une limite finie lorsque dS tend vers 0. Par abus de langage, on
parle de contrainte au point M (figure 1.2). En fait, il s’agit des trois

composantes du vecteur contrainte au point M, dans le plan de coupe dont la
normale est orientée selon 7 .

. _AF
hmd—S" est une contrainte normale car c’est la composante du vecteur
dS—0

contrainte au point M orthogonale au plan de coupe. On la note
traditionnellement ¢,,. C’est une traction si elle est dirigée dans le sens de la
normale sortante, auquel cas elle a une valeur positive. C’est une compression si
elle est dirigée dans le sens de la normale rentrante, auquel cas, elle a une valeur

F
Lot lim —2
dS dS—0 dS

négative. lim sont les contraintes tangentielles ou
dS—0

contraintes de cisaillement et elles sont notées respectivement o;,; et 7, ou



4 Chapitre 1

T €t T,o. On utilise plutdt la notation o pour les contraintes normales et z pour
les contraintes tangentielles. Le vecteur contrainte sur une facette s’écrit :

T(M i) = Gii + 7 = Ol +T,\1, + T, 1,

Tn2

Figure 1.2 : Composantes du vecteur contrainte

On peut aussi écrire :

Dans la notation o;; ou 7, le premier indice indique que la normale au point
considéré est portée par I’axe dont le vecteur directeur est i. Le second indice
indique quelle est la composante du vecteur contrainte qui est considérée.
Généralement, les contraintes maximales apparaissent a la surface des
structures. Sur tout élément de mati¢re d’une surface libre, la contrainte normale
est nulle. On accede par les jauges de contrainte ou d’autres techniques comme
la photoélasticimétrie aux autres composantes du vecteur contrainte en ce point
du bord libre. On peut donc connaitre par la mesure les composantes du vecteur
contrainte sur un bord libre. Bien que la notion de contrainte soit trés largement
utilisée en mécanique, ¢’est une notion purement mathématique. Une contrainte
ne se mesure pas. On a accés, sur la surface externe des solides, a des
déformations par l’intermédiaire des jauges de déformations, que les
francophones appellent souvent jauges de contraintes et les anglophones
« strain jauges ».

1.3. MATRICE DES CONTRAINTES

En faisant varier ’orientation de la facette dS autour du point M, on y définit
une infinité de vecteurs contraintes qui forment le faisceau des contraintes en
M, I'extrémité du vecteur contrainte en M décrivant dans I’espace une surface.
La contrainte normale et les contraintes tangentielles changent avec
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I’orientation de la normale sortante. La connaissance au point M d’une matrice
3x3 appelée matrice des contraintes est néanmoins suffisante pour déterminer
I’¢état de contrainte en ce point pour une orientation quelconque de la facette. 11
y a en un point d’une structure un état de contrainte mais une infinité de facettes
qui passent par ce point, donc une infinité de vecteurs a trois composantes qui
caractérisent cet ¢tat de contrainte. Si on retourne la facette pour observer
I’action de (1) sur (2) plutdt que celle de (2) sur (1), les vecteurs contraintes sont
opposés, les normales aussi donc les contraintes sont égales car le principe
fondamental de 1’équilibre (ici action-réaction) permet d’écrire :

T(M,i)+T(M,-i)=0 =  T(M,~i)=-T(M,#)

La contrainte en M dans le plan de la facette caractérise intrinséquement ce qui
s’y passe et ne dépend pas du fait que I’on examine les « contraintes »
appliquées par (2) sur (1) ou par (1) sur (2). Prenons maintenant trois axes de
référence absolus, par exemple les axes Ox, Oy et Oz. On suppose connus les
vecteurs contraintes en M suivant les directions de ces trois axes.

o-xx Tyx sz
T(M,%)=| 7, T(M,y)=| 0o, T(M,7)=| 7,
sz Tyz O-zz

Soit un tétraedre infinitésimal d’origine M dont trois arétes sont paralléles aux
axes, en équilibre (figure 1.3). La facette A;A,A; de surface dS est orientée par
la normale 7 dont les cosinus directeurs sont notés n; (ce sont les trois
composantes du vecteur unitaire dans le repére de référence). La facette MA A,
de surface dS; est orientée par —Zz. La facette MA;A; de surface dS, est
orientée par — y, la facette MA,A; de surface dS; par — X . Par définition des

cosinus directeurs, on a les relations : dS; = n;dS.

Ce tétracdre étant en équilibre, la somme vectorielle des efforts qui y sont
appliqués est nulle.

T(M ,-%)dS, + T(M ,—)dS, + T(M ,-Z)dS, + T(M ,i)dS = 0

On projette sur les trois axes de coordonnées et on met en place la matrice des
contraintes au point M, notée [G]. On vient de montrer que si on connait les
vecteurs contraintes sur trois facettes deux a deux perpendiculaires, on peut
calculer le vecteur contrainte sur une facette d’orientation quelconque [3].
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O-xxnx + Tyxny + sznz O-xx X X nx
TM,n)=qt n +0,n +7,n =7, 0, T, 6 ", ¢= [o)i
sznx + Tyzny + o-zznz sz Tyz zz nz

Figure 1.3 : Equilibre du tétraédre

1.4. EQUATIONS D’EQUILIBRE

Pour simplifier I’exposé, on montre comment obtenir les équations d’équilibre
dans le cas 2D. Ces équations se généralisent directement en 3D. Isolons autour
du point M un petit « volume » ¢lémentaire de cotés dx et dy, et intéressons-
nous aux contraintes qui agissent sur les faces de ce volume. Le volume
¢lémentaire étant arbitraire et infinitésimal, il est toujours possible de choisir
des dimensions arbitraires telles que les contraintes évoluent peu entre deux
faces paralléles, auquel cas un développement limité au premier ordre s’avére
suffisant pour donner 1’évolution des contraintes. On suppose que les forces de
volume éventuelles, de projection F, et F,, ont une résultante qui passe par le
centre de gravité du volume, a savoir le point M. Les lignes d’action de ces
efforts passant par le point M, leur moment par rapport au point M est nul. On
suppose, au vu des dimensions arbitraires des cotés du volume, qu’il en est de
méme pour les contraintes normales (c’est d’ailleurs une des hypothéses
introduites lors de la définition des contraintes) : elles n’engendrent aucun
moment. C’est la raison pour laquelle les contraintes normales ne sont pas
représentées sur la figure 1.4. La convention est que, ayant choisi une facette de
référence, le cisaillement y soit représenté dans le sens trigonométrique ; sur la
facette suivante, le cisaillement est représenté dans le sens opposé. Le volume
¢élémentaire étant en équilibre dans la structure, la somme des moments autour
de M dans le plan xOy est nulle. Lorsqu’un effort fait basculer la structure de x
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vers y dans le sens trigonométrique, le moment associé est compté positivement.
Il est négatif dans le cas contraire.

(2

Le moment au point M généré par la contrainte 7,, + dx est le produit de

la contrainte par la surface sur laquelle elle agit, puis par le bras de levier :

Jr
T, +—=dx afyafzﬁ
T ok 2

Du fait de I’équilibre en rotation, la somme des quatre moments dus aux
contraintes tangentielles appliquées sur le volume élémentaire autour de 1’axe
Oz estnulle :

Xy d( @}

L’équation ci-dessus est vraie quel soit le petit élément de volume donc :

% or
(z’ , + —xyde%dydz - (z'yx + iany%afxdz ~7, d—;dxdz +7,, %dydz =0

or,, or,,
_2Tyx_7dy+2rxy+ EY dx=0
(o + 95 g
T Ixdz
yx ay y -
— Tx dde aTxy
2 (z, + > dx)dydz

A

— 7, dxdz

Figure 1.4 : Equilibre en rotation (cisaillements)

Les longueurs dx et dy étant arbitraires et infinitésimales, il est légitime de
supposer que les variations des contraintes sur dx et dy sont négligeables par
rapport aux contraintes elles-mémes. Il reste apres simplification 1’égalité entre
les deux contraintes de cisaillement agissant sur deux facettes perpendiculaires :

T, =T,
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Par un raisonnement similaire sur les autres faces du volume élémentaire, on
montre que le tenseur des contraintes est symétrique : c’est le théoréme de
réciprocité des contraintes tangentielles.

;=0 ou Ty =T

Ceci implique qu’avec la convention de signe utilisée, les contraintes de
cisaillement agissant sur deux faces adjacentes sont toutes les deux orientées
vers I’aréte commune ou en sens inverse, sinon il n’y aurait pas équilibre en
rotation. Il en résulte que la matrice des contraintes est entiérement déterminée
par la connaissance de six de ses neuf termes : les trois contraintes normales et
trois des six contraintes de cisaillement. La matrice des contraintes, qui
représente un tenseur symétrique, est une matrice symétrique donc égale a sa
transposée. Apres [’équilibre en rotation, on peut écrire 1’équilibre en
translation. Sur chaque facette d’un élément de cube, la force interne a trois
composantes : une composante normale a la facette et une projection sur chacun
des deux axes définissant le plan de la facette. La somme de toutes les forces
dans chaque direction est nulle pour chaque volume élémentaire d’une structure
elle-méme en équilibre et aprés simplification, il reste :

J
90, $ Ly U +/.=0
&k & &

Par un raisonnement analogue, la somme des forces appliquées sur [’axe y est
nulle ainsi que celle sur I’axe z. On obtient des formules équivalentes a la
précédente en permutant les indices, qui se regroupent en une seule en adoptant
les conventions classiques pour les indices muets et les dérivées partielles :

o, t f]. =0 ou Oy +f=0

Elle est vraie en tout point du solide et est considérée comme 1’équation de base
de la mécanique des milieux continus, ¢’est I’équation d’équilibre en volume.
L’équation d’équilibre en surface est :

[o]-7i= 7,
175 est la force de surface (3 composantes dans le repere structural), [O'] est le

tenseur des contraintes exprimé dans ce méme repére, et 7 est le vecteur
normal unitaire orienté perpendiculaire a la surface externe du volume au point

considéré. Sur une surface libre, f, est nulle. Sur une surface fixée, f,

représente la réaction par unité de surface.



