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Avant-proposCecoursfaitsuiteàceluidestinéauxcandidatsàl’agrégationinterneetexternedemathématiques,àsavoir[36],quiestbasésurquelquespartiescommunesdesprogrammesd’analysedecesconcours.Aveccedeuxièmevolume,ondéveloppequelquescomplémentsà[36]etdespartiesduprogrammedel’agrégationexternenonexigiblespourl’agrégationinterne,enparticulierlesnotionsrelativesàlathéoriedelamesureetàl’intégraledeLebesgue,auxfonctionsholomorphesetauxespacesdeHilbert.Leniveaudeconnaissancesuﬃsantpourlalecturedecetouvrageestceluid’unelicencedemathématiques.Lesnotionsdebasesurlesespacesnormés,lesespacesmétriques,lessuiteetsériesàvaleursdansunespacenormés,lessuitesetsériesdefonctions,lessériesentièresetdeFouriersontsupposéesacquises.Lathéoriedel’intégrationausensdeRiemannsurunsegmentousurunintervalleaveclanotiond’intégraleimpropreestégalementsupposéeconnue.Onpourrasereporterà[36]pourcesnotions.Cecoursestl’occasionderevoirlespointsimportantsprécédemmentcitésduprogrammed’analysedel’agrégationexterneetlesquelques200exercicesproposés,touscorrigéendétail,peuventconstituerunbonentraînementpourlesépreuvesécritesetcertainsd’entreeuxpeuventêtreutiliséspourdesdéveloppementsdanslesleçonsd’oral.Avecles4premierschapitresdecelivre,onexposelesnotionsdebasesurlathéoriedelamesureetdel’intégrationausensdeLebesgue.Lechapitre5estconsacréàuneintroductionauxespacesdeHilbertréelsoucomplexes.Aveclechapitrequisuit,ons’intéresseàtitred’applicationauxfonctionspresquepériodiquesdeBohr.LestroischapitresquisuiventsontconsacrésaucalculdiﬀérentielsurunespacedeBanach.Vientensuitel’étudedesfonctionsholomorphesetméromorphesaveclethéo-rèmedesrésidus.Lesdernierschapitressontconsacrésàquelquesapplicationsdesnotionspré-cédentes.Ons’yintéresseàlatransformationdeLaplace,àl’étudedequelquesfonctionsusuellescommelesfonctionsexponentielleetlogarithmesurR,CousurunealgèbredeBanach,auxfonctionseulériennesgammaetbêtaainsiqu’àlafonctionzêtadeRiemann.L’étudedelathéoriedesprobabilitésquiestunesuitenaturelledeschapitresconsacrésàlathéoriedelamesureestfaiteparWalterAppeldans[1].CommedanslelivredeWalterAppelconsacréauxprobabilitéspourl’agré-gationexternepubliédanslamêmecollectionparDeboeckSupérieur,onpourraexploiterdanscetouvrageunevingtainede«Thèmes».Ilnes’agitpasdedéve-loppementsprêtsàl’emploi,maisplutôtdesuggestionsqu’ilestpossibled’intégreràcertainesleçonsd’oral.Lalistedecesthèmesﬁgureàlapagesuivante.Pourconclure,jetiensàremercierleséditionsDeboecketenparticulierAlainLuguetpourlaconﬁancequ’ilsm’accordentenpubliantcetravail.UngrandmerciàWalterAppelquiacorrigédenombreusescoquillesetréaliséquelquesﬁguresd’illustrations.
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viiiAvant-proposListedequelquesthèmes1.L’équationfonctionnelledeCauchyf(x+y)=f(x)+f(y)pourfmesurablesurR(exercice2.10,page106).2.Densitédel’ensembledesfonctionscontinuesàsupportcompactdeRndansCdansl’espacenorméLp,·p(théorème4.9,page164).3.Approximationsdel’unitédansLppourp∈[1,+∞[etdensitédel’ensembleD(Rn)desfonctionsC∞àsupportcompactdeRndansCdansLp(théorème4.19,page176etcorollaire4.3,page179).4.Constructiondefonctionsplateau:siKuncompactnonvidedeRnetOunouvertdeRnquicontientK,ilexistealorsφ∈C∞(Rn,[0,1])àsupportcompacttelleφ(x)=1pourtoutx∈Ketφ(x)=0pourtoutx∈Rn\O(théorème4.21,page182).5.Formuled’inversiondeFourier:sif∈L1esttellequef∈L1,onaalorsf(t)=1(2π)nf(−t)pourpresquetoutt∈Rn(théorème4.24,page191).6.FormulessommatoiresdePoissonthéorème4.27,page197etthéorème4.28,page198desquellesondéduituneformuled’inversiondeFourierdansuncasparticulier(théorème4.29,page199etexercice4.17,page220)ainsiqu’uneéquationfonctionnellepourlafonctionθdeJacobi(corollaire16.1,page638).7.InégalitédeHardy:pourtoutréelp∈]1,∞[ettoutefonctionf∈Lp,ona:R∗+1xpx0f(t)dtpdx⩽qpR∗+|f(x)|pdx(exercice4.7,page205).8.ExistencedebasehilbertiennedeL2(]a,b[,π)oùπ:]a,b[→R∗+estunefonctionpoidspourlaquelleilexisteunréelα>0telquebaeα|t|π(t)dt<+∞(théorème5.18,page248).9.ApplicationsduthéorèmedereprésentationdeRiesz(théorème5.19,page250):lethéorèmedeHahn-BanachsurunespacedeHilbert(théorème5.20,page252),deStampachia(théorème5.21,page254)etdeLax-Milgram(théorème5.6,page255).10.OpérateursdeHilbert-Schmidt(paragraphe5.7,page258).11.Caractérisationdesnormessurunespacevectorielnormécomplexedéduited’unproduitscalaire(exercice5.5,page266).12.Fonctionspresquepériodiques(chapitre6,page281).Cethèmepermetderevoirlesnotionsdecompacité,précompacitéetrelativecompacité;decontinuitéetuniformecontinuité;defonctionspériodiquesetpolynômestrigonométriques;deprojectionorthogonaledanslecadrehermitien.13.Fonctionsd’unevariableréellecontinuesetnullepartdérivables(paragraphe7.4,page330).14.Fonctionsquasi-diﬀérentiablessurunespacedeBanach(exercice7.5,page344).
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Avant-proposix15.Diﬀérentielledel’exponentiellesurunealgèbredeBanach(exercice7.12,page356).16.CaractérisationdesisométriesaﬃnessurunespacedeHilbert(exercices7.11,page354et8.5,page387).17.LemmedeMorse(exercices8.4,page385et9.4,page407).18.Lethéorèmed’Hadamard-Levydansuncasparticulier(théorème9.7,page399).19.TransforméedeFourierdesfonctionsrationnellesenutilisantlaformuledeCauchy(paragraphe11.2,page478).20.Bi-holomorphismesdudisqueunitécomplexe(théorème11.14,page487)etbi-holomorphismesdudemi-plandePoincaré(corollaire11.5,page488).21.FormuledeLie-Trotter-Katopourl’exponentiellesurunealgèbredeBanach(théorème16.4,page599).22.ThéorèmedeWeilandtdonnantunecaractérisationdelafonctionGammacom-plexeparsonéquationfonctionnelleetuneconditiondemajoration(théorème16.15,page623).
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Pourcechapitre,XestunensemblenonvideetP(X)estl’ensembledetouteslespartiesdeX.1.1PréliminairessurlesensemblesPourtoutesuite(An)n∈NdepartiesdeX,onnoterespectivement:limsupn→+∞An=n∈Nk⩾nAketliminfn→+∞An=n∈Nk⩾nAkl’ensembledesx∈XquiappartiennentàuneinﬁnitédeAnetl’ensembledesx∈XquiappartiennentàtouslesAnsaufauplusunnombreﬁnid’entreeux.Onaliminfn→+∞An⊂limsupn→+∞Anet:X\limsupn→+∞An=X\n∈Nk⩾nAk=n∈Nk⩾n(X\Ak)=liminfn→+∞(X\An)X\liminfn→+∞An=X\X\limsupn→+∞An=limsupn→+∞(X\An)Danslecasoùlasuite(An)n∈Nestcroissante(i.e.tellequeAn⊂An+1pourtoutn∈N),onaliminfn→+∞An=limsupn→+∞An=n∈NAnetdanslecasoùcettesuiteestdécroissante(i.e.tellequeAn+1⊂Anpourtoutn∈N),onaliminfn→+∞An=limsupn→+∞An=n∈NAn.ÀtoutepartieAdeX,onassociesafonctionindicatrice(oufonctioncarac-téristique)1A:X→{0,1}déﬁniepar1A(x)=1six∈Aet1A(x)=0six/∈A.Lesfonctionsindicatricespermettentdetransformerdesopérationsensem-blistesenopérationsalgébriques.Aveclethéorèmequisuit,onrésumelesprincipalespropriétésdesfonctionsindicatricesoù{0,1}Xdésignel’ensembledesapplicationsdeXdans{0,1}.
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2ThéoriedelamesureThéorème1.1.L’applicationχ:P(X)→{0,1}XquiassocieàunepartieAdeXsafonctionindicatrice1Aestbijectived’inverseχ−1:{0,1}X→P(X)γ→γ−1{1}PourtoutespartiesA,BdeX,ona:1X\A=1−1A,1A∩B=1A1B=min(1A,1B)1AUB=1A+1B−1A1B=max(1A,1B)1B\A=1B(1−1A)=max(1B−1A,0),1A∆B=|1A−1B|oùA∆B=(A∪B)\(A∩B)estladiﬀérencesymétriquedeAetB.Pourtoutesuiteﬁnie(Ak)1⩽k⩽ndepartiesdeX,ona:1nk=1Ak=nk=11Ak=min1⩽k⩽n1Ak,1nk=1Ak=max1⩽k⩽n1AkDémonstrationSiA,BdansP(X)sonttelsque1A=1B,onaalorspourtoutx∈X:(x∈A)⇔(1A(x)=1)⇔(1B(x)=1)⇔(x∈B)soitA=B.L’applicationχestdoncinjective.Pourtouteapplicationγ∈{0,1}X,ennotantA=γ−1{1},ona1A=γ,doncχestsurjective.Enconclusion,χestbijectived’inverse:χ−1:{0,1}X→P(X)γ→γ−1{1}EnutilisantlapartitionX=A∪(X\A),ondéduitquepourtoutx∈X,ona1A(x)+1X\A(x)=1,donc1X\A=1−1A.Pourtoutx∈X,ona:1A∩B(x)=1six∈Aetx∈B0six/∈Aoux/∈B=1A(x)1B(x)=min(1A(x),1B(x))donc1A∩B=1A1B=min(1A,1B).Decesdeuxformules,ondéduittouteslesautres.AvecX\(A∪B)=(X\A)∩(X\B),ondéduitque1X\(A∪B)=1X\A1X\B,soit1−1A∪B=(1−1A)(1−1B)ouencore:1A∪B=1A+1B−1A1B=max(1A,1B)AvecB\A=(X\A)∩B,ondéduitque:1B\A=1B(1−1A)=max(1B−1A,0)
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Préliminairessurlesensembles3AvecA∆B=(A∪B)\(A∩B),ondéduitque:1A∆B=1A∪B(1−1A∩B)=(1A+1B−1A1B)(1−1A1B)=1A+1B−1A1B−1A1B−1A1B+1A1B=1A+1B−21A1B=(1A−1B)2=|1A−1B|Pourtoutx∈X,ona:1nk=1Ak(x)=1⇔x∈nk=1Ak⇔(∀k∈{1,···,n},x∈Ak)⇔(∀k∈{1,···,n},1Ak(x)=1)⇔nk=11Ak(x)=1⇔min1⩽k⩽n1Ak(x)=1donc1nk=1Ak=nk=11Ak=min1⩽k⩽n1Akpuisquecesfonctionssontàvaleursdans{0,1}.AvecX\nk=1Ak=nk=1(X\Ak),ondéduitque:1−1nk=1Ak=min1⩽k⩽n(1−1Ak)=1−max1⩽k⩽n1Ak(x)soit1nk=1Ak=max1⩽k⩽n1Ak.Lerésultatquisuitsurlesfonctionssymétriquesélémentairespeutêtreutilisépourgénéraliserlaformule1A∪B=1A+1B−1A1B.Onrappellequepourn∈N∗lesfonctionssymétriquesélémentairessontlesfonctionsσn,k:Rn→R,oùl’entierkestcomprisentre0etn,déﬁniespourtoutα=(αi)1⩽i⩽n∈Rnparσn,0(α)=1etσn,k(α)=1⩽i1<···<ik⩽nαi1αi2···αikpour1≤k≤n.Cesexpressionssontqualiﬁéesde«symétriques»,carpourtoutepermutationτde{1,···,n},onaσn,kατ(1),···,ατ(n)=σn,k(α1,···,αn).Lemme1.1SiP(X)=nk=1(X−αk)estunpolynômescindéunitairededegrén⩾1dansR[X],onaalorsP(X)=nk=0akXn−koùak=(−1)kσn,k(α1,···,αn)pourtoutentierkcomprisentre0etn.DémonstrationOnprocèdeparrécurrencesurn=deg(P)⩾1.Pourn=1,onaP(X)=X−α1=a0X+a1aveca0=1=σ1,0(α1)eta1=−α1=−σ1,1(α1).
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4ThéoriedelamesureSupposonslerésultatacquispourlespolynômesscindésunitairesdedegrén−1⩾1etsoitP(X)=nk=1(X−αk)unpolynômescindéunitairededegrén.Ennotantα=(αi)1⩽i⩽n∈Rnetα=(αi)1⩽i⩽n−1∈Rn−1,ona:σn,0(α)=σn−1,0(α)=1,σn,n(α)=ni=1αi=αnσn−1,n−1(α)etpourkentiercomprisentre1etn−1:σn,k(α)=1⩽i1<···<ik⩽nαi1···αik=1⩽i1<···<ik⩽n−1αi1···αik+αn1⩽i1<···<ik−1⩽n−1αi1···αik−1=σn−1,k(α)+αnσn−1,k−1(α)Enutilisantl’hypothèsederécurrence,onan−1k=1(X−αk)=n−1k=0akXn−1−kavecak=(−1)kσn−1,k(α)pour0⩽k⩽n−1,cequinousdonne:P(X)=(X−αn)n−1k=1(X−αk)=(X−αn)n−1k=0akXn−1−k=(X−αn)n−1k=0(−1)kσn−1,k(α)Xn−1−k=n−1k=0(−1)kσn−1,k(α)Xn−k+n−1k=0(−1)k+1αnσn−1,k(α)Xn−(k+1)=n−1k=0(−1)kσn−1,k(α)Xn−k+nk=1(−1)kαnσn−1,k−1(α)Xn−k=Xn+n−1k=1(−1)k(σn−1,k(α)+αnσn−1,k−1(α))Xn−k+(−1)nαnσn−1,n−1(α)=nk=0(−1)kσn,k(α)Xn−k=nk=0akXn−kavecak=(−1)kσn,k(α)pourtoutentierkcomprisentre0etn.
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Tribus5Théorème1.2.FormuledePoincaréPourtoutesuiteﬁnie(Ak)1⩽k⩽ndepartiesdeX,ona:1nk=1Ak=nk=1(−1)k−11⩽i1<···<ik⩽n1Ai1∩Ai2···∩AikDémonstrationAvecX\nk=1Ak=nk=1(X\Ak),ondéduitque:1nk=1Ak=1−nk=1(1−1Ak)avec:nk=1(1−1Ak)=1+nk=1(−1)k1⩽i1<···<ik⩽n1Ai11Ai2···1Aik=1+nk=1(−1)k1⩽i1<···<ik⩽n1Ai1∩Ai2···∩Aikcequinousdonne1nk=1Ak=nk=1(−1)k−11⩽i1<···<ik⩽n1Ai1∩Ai2···∩Aik.1.2TribusSiA,BsontdeuxpartiesdeX,onnoteB\A=B∩(X\A)ladiﬀérencedeBetA.Déﬁnition1.1.UnealgèbredeBoole(ouunclan)surXestunepartieBdeP(X)telleque:•X∈B;•∀(A,B)∈B2,B\A∈B(Beststablepardiﬀérence).Théorème1.3.UnepartieBdeP(X)estunealgèbredeBoolesi,etseulementsi,ellevériﬁelespropriétéssuivantes:•X∈B;•∀A∈B,X\A∈B(Beststableparpassageaucomplémentaire);•∀(A,B)∈B2,A∪B∈B(Beststableparréunionsﬁnies).
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6ThéoriedelamesureDémonstrationSupposonsqueBsoitunealgèbredeBoole.PardéﬁnitiononaX∈BetcommeBeststablepardiﬀérence,onaX\A∈BpourtoutA∈B.PourA,BdansB,onaX\B∈BetA∩B=A\(X\B)∈B,cequiimpliquequeX\(A∪B)=(X\A)∩(X\B)∈BetA∪B=X\(X\(A∪B))∈B.Réciproquement,supposonsqueBcontenantXsoitstableparpassageaucom-plémentaireetparréunionsﬁnies.PourtousAetBdansB,onaX\(A∩B)=(X\A)∪(X\B)∈BetA∩B=X\(X\(A∩B))∈B,cequiimpliquequeB\A=B∩(X\A)∈B.Corollaire1.1.UnealgèbredeBoolesurXcontient∅eteststableparpassageaucomplémentaire,intersectionsetréunionsﬁnies.DémonstrationOna∅=X\X∈B.Parrécurrencesurl’entiern⩾1,onvériﬁefacilementquepourtoutesuite(Ak)1⩽k⩽nd’élémentsdeBonank=1Ak∈B,doncB=X\nk=1Ak=nk=1(X\Ak)estdansBetnk=1Ak=X\B∈B.Théorème1.4.L’intersectiond’unefamillequelconqued’algèbresdeBoolesurXestunealgèbredeBoolesurX.PourtoutepartieCdeP(X),l’intersectionBalgèbresurXC⊂BBestlapluspetitealgèbredeBoolequicontientC.DémonstrationSoient(Bi)i∈Iunefamilled’algèbresdeBoolesurl’ensembleXetB=i∈IBidansP(X).Pourtouti∈I,onaX∈Bi,doncX∈B.Pour(A,B)∈B2ettouti∈I,onaB\A∈Bi,doncB\A∈B.OnadoncainsimontréqueBestunealgèbredeBoolesurX.CommeP(X)estunealgèbredeBoolesurXquicontientC,ilexistebiendetellesalgèbresdeBooleetl’algèbredeBooleBalgèbresurXC⊂BBcontientCetestcontenuedanstoutealgèbredeBoolecontenantB,c’estdonclapluspetite.Déﬁnition1.2.SiCestunepartiedeP(X),onditalorsquel’intersectiondetouteslesalgèbresdeBoolesurXquicontiennentCestl’algèbredeBooleengendréeparC.Exemple1.1SiCestunepartiedeP(X)quicontientX,quieststableparin-tersectionsﬁniesettellequepourtoutA∈C,lecomplémentaireX\Aestune
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Tribus7réunionﬁnied’élémentsdeCdeuxàdeuxdisjoints,alorsl’algèbredeBooleengen-dréeparCestl’ensembledetouteslesréunionsﬁniesd’élémentsdeCdeuxàdeuxdisjoints(exercice1.3).OnpeutprendrepourfamilleCcelledesintervallesréelsouplusgénéralementcelledespavésdeRn,cequinousserautilepourconstruirelamesuredeLebesguesurRnauparagraphe1.8.Déﬁnition1.3.Unetribu(ouσ-algèbre)surXestunepartieAdeP(X)telleque:•∅∈A;•∀A∈A,X\A∈A(Aeststableparpassageaucomplémentaire);•Si(An)n∈Nestunesuited’élémentsdeAalorsn∈NAn∈A(Aeststableparréunionsdénombrables).Lacondition∅∈ApeutêtreremplacéeparX∈ApuisqueX=X\∅ouparAnonvidepuisqueA∈AentraîneX=A∪(X\A)∈A.Exemples1.1{∅,X}estlatribugrossière,c’estlapluspetitedestribussurX;P(X)estlatributriviale,c’estlaplusgrandedestribussurX.Théorème1.5.SiAestunetribusurX,alors:•X∈A;•siAetBsontdeuxélémentsdeA,alorsA∪B,A∩B,A\BetAB=(A\B)∪(B\A)sontdansA;•si(An)n∈Nestunesuited’élémentsdeA,alorsn∈NAn∈A(Aeststableparintersectionsdénombrables),limsupn→+∞Anetliminfn→+∞AnsontdansA.DémonstrationOnaX=X\∅∈A;A∪B=n∈NAn∈AenposantA0=A,A1=BetAn=∅pourtoutentiern⩾2;X\(A∩B)=(X\A)∪(X\B)∈A,doncA∩B=X\(X\(A∩B))∈A;A\B=A∩(X\B)∈AetenconséquenceAB=(A\B)∪(B\A)∈A.Pourunesuite(An)n∈Nd’élémentsdeA,ona:n∈NAn=X\n∈NX\An∈Aetledernierpoints’endéduitfacilement.
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8ThéoriedelamesurePourunetribu,lastabilitéparréunionsetintersectionsdénombrablesim-pliquentlastabilitéparréunionsetintersectionsﬁniesenprenantlesAnres-pectivementvidespourlaréunionouégauxàXpourl’intersectionàpartird’uncertainrang.UnetribuestunealgèbredeBoole,maislaréciproqueestfausse.ParexemplelafamilledespartiesdénombrablesdeRestunealgèbredeBoolemaispasunetribu({0}estdénombrable,maispasR∗=R\{0}).Théorème1.6.SoitBunealgèbredeBoolesurX.Lesconditionssuivantessontéquiva-lentes:1.Bestunetribu;2.si(An)n∈Nestunesuitecroissanted’élémentsdeB,alorsn∈NAn∈B(Beststableparunionsdénombrablescroissantes);3.si(An)n∈Nestunesuitedécroissanted’élémentsdeB,alorsn∈NAn∈B(Beststableparintersectionsdénombrablesdécroissantes).DémonstrationDeladéﬁnitiond’unetribuetduthéorème1.5,ondéduitque(1)implique(2)et(3).SiBestunealgèbredeBoole,lethéorème1.1nousditalorsqu’ellecontient∅etqu’elleeststableparpassageaucomplémentaireetréunionsﬁnies.Sielleeststableparunionsdénombrablescroissantesetsi(An)n∈Nestunesuited’élémentsdeB,enécrivantqueA=n∈NAn=n∈NBnoùBn=nk=0Ak∈B,ondéduitqueA∈Bpuisque(Bn)n∈Nestcroissante.Onadoncl’équivalenceentre(1)et(2).Sielleeststableparintersectionsdénombrablesdécroissantesetsi(An)n∈Nestunesuitecroissanted’élémentsdeB,lasuite(X\An)n∈Nestalorsdécroissante,doncB=n∈N(X\An)∈Betn∈NAn=X\B∈B.Donc(3)implique(2)etonal’équivalenceentre(1)et(3).Théorème1.7.SoitXunsous-ensembledeX.PourtoutetribuAsurX,lafamilleA={A∩X,A∈A}estunetribusurX(tributracedeAsurX).DémonstrationOna∅=∅∩X∈A.PourtoutA=A∩X∈AoùA∈A,onaX\A=X\(A∩X)=(X\A)∩XavecX\A∈A,doncX\A∈A.Si(An)n∈N=(An∩X)n∈Nestunesuited’élémentsdeAoù(An)n∈Nestune
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Tribus9suited’élémentsdeA,onaalorsn∈NAn=n∈NAn∩Xavecn∈NAn∈A,doncn∈NAn∈A.Enconclusion,AestunetribusurX.Théorème1.8.SoientYunensemblenonvideetuneapplicationf:X→Y.PourtoutetribuBsurY,lafamilleA=f−1(B),B∈BestunetribusurX(imageréciproquedelatribuBparfnotéef−1(B)).Démonstration∅∈B,donc∅=f−1(∅)∈A.SiA=f−1(B)∈AavecBdansB,onaalorsY\B∈BetX\A=X\f−1(B)=f−1(Y\B)∈A.Si(An)n∈N=f−1(Bn)n∈Nestunesuited’élémentsdeAoù(Bn)n∈Nestunesuited’élémentsdeB,onaalorsn∈NAn=n∈Nf−1(Bn)=f−1n∈NBn∈A.LatributracesurX⊂Xd’unetribuAsurXestl’imageréciproquedeAparl’injectioncanoniquei:X→X.Théorème1.9.L’intersectiond’unefamillequelconquedetribussurl’ensembleXestunetribusurX.PourtoutepartieAdeP(X),latribuσ(A)=BtribusurXA⊂BBestlapluspetitetribusurX(pourl’ordredel’inclusion)quicontientA.DémonstrationSoient(Ai)i∈IunefamilledetribussurXetA=i∈IAidansP(X).Pourtouti∈I,ona∅∈Ai,donc∅∈A.PourA∈Aettouti∈I,onaA∈Ai,doncX\A∈AietX\A∈A.Si(An)n∈Nestunesuited’élémentsdeA,onaalorsAn∈Aipourtouti∈Iettoutn∈N,doncn∈NAn∈Aipourtouti∈Ietn∈NAn∈A.OnadoncainsimontréqueAestunetribusurX.CommeP(X)estunetribusurXquicontientA,ilexistebiendetellestribusetlatribuσ(A)=BtribusurXA⊂BBcontientAetestcontenuedanstoutetribucontenantA,c’estdonclapluspetite.Déﬁnition1.4.SiAestunepartiedeP(X),onditalorsquel’intersectionσ(A)detouteslestribussurXquicontiennentAestlatribuengendréeparA.
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10ThéoriedelamesureDanslecasoùAestunetribu,onaσ(A)=A.SiA1⊂A2sontdeuxpartiesdeP(X),onaalorsσ(A1)⊂σ(A2).Eneﬀet,onaA1⊂A2⊂σ(A2),doncσ(A2)estunetribusurXquicontientA1etenconséquenceσ(A1)⊂σ(A2)puisqueσ(A1)estlapluspetitetribusurXquicontientA1.Exemples1.21.PourA∈P(X)\{∅,X},onaσ({A})={∅,A,X\A,X}(tribudeBernoulliassociéàA).2.Laréuniondedeuxtribusn’estpasnécessairementunetribucommelemontrel’exemplededeuxtribusdeBernoulliassociéesàdeuxsous-ensemblesdistincts.3.Sil’ensembleXestdénombrable,latribuengendréeparlessingletonsestalorsP(X)etsiXestnondénombrable,cettetribuestalors:A={A∈P(X),AouX\Aestdénombrable}(exercice1.4).Théorème1.10.DetransportSiYestunensemblenonvide,festunefonctiondeXdansYetEestunepartiedeP(Y),onaalorsf−1(σ(E))=σf−1(E)oùonanotéf−1(E)=f−1(E),E∈E.DémonstrationDel’inclusionE⊂σ(E),ondéduitquef−1(E)estcontenudanslatribuf−1(σ(E)),doncσf−1(E)⊂f−1(σ(E)).LafamilleT=E∈P(Y),f−1(E)∈σf−1(E)étantunetribuquicontientE,ellecontientσ(E),doncf−1(σ(E))⊂f−1(T)oùf−1(T)⊂σf−1(E)pardéﬁnitiondeT,d’oùl’égalitéf−1(σ(E))=σf−1(C).1.3TribudeBorelsurunespacemétriquePourceparagraphe,(X,d)estunespacemétrique.Déﬁnition1.5.LatribudeBorelsurl’espacemétriqueXestlatribuengendréeparlesouvertsdeX.OnlanoteB(X)etsesélémentssontlesboréliensdeX.Pourn∈N∗,latribuboréliennesurRnmunideladistanceeuclidienneestnotéeBRn.LatribudeBorelB(X)estaussilatribuengendréeparlesfermésdeX.Eneﬀet,ennotantOXl’ensembledesouvertsdeXetFXl’ensembledesfermésdeX,toutferméFquiestlecomplémentairedel’ouvertX\Festdanslatribuσ(OX),doncFX⊂σ(OX)etσ(FX)⊂σ(OX).DemêmetoutouvertOquiest
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TribudeBorelsurunespacemétrique11lecomplémentaireduferméX\Oestdanslatribuσ(FX),doncOX⊂σ(FX)etσ(OX)⊂σ(FX).D’oùl’égalitéσ(OX)=σ(FX).SiXestunepartienonvidedel’espacemétrique(X,d)munidelamé-triqueinduite,latribudesboréliensdeXestalorslatributracedeB(X)surX,àsavoirB(X)={A∩X,A∈B(X)}.L’inclusionB(X)⊂B(X)estréaliséesi,etseulementsi,XestunboréliendeXetdanscecas,onaB(X)={A∈B(X),A⊂X}.Lemme1.2SiCestunepartiedeB(X)tellequetoutouvertdeXestréuniondénombrabled’élémentsdeC,onaalorsB(X)=σ(C).DémonstrationCommeCestinclusdansB(X),onaσ(C)⊂B(X).SitoutouvertdeXestréuniondénombrabled’élémentsdeC,onaalorsOX⊂σ(C)etenconséquence,B(X)=σ(OX)⊂σ(C)etonal’égalitéB(X)=σ(C).SachantquetoutouvertnonvideRestréuniondénombrabled’intervallesou-verts(théorème2.4de[36]),ondéduitdulemmeprécédentquelatribuboréliennesurRestaussilatribuengendréeparlafamilledesintervallesouvertsdeR.Plusgénéralement,pourtoutn∈N∗,toutouvertdeRnestréuniondénombrabledepavésouverts(théorème2.5de[36]),donclatribuborélienneBRnestlatribuengendréeparlespavésouvertsdeRn.OnpeutaussivériﬁerquelatribuboréliennesurRestengendréeparlafamilledesintervallesdelaforme]−∞,y]oùydécritR.Elleestaussiengendréeparlafamilledesintervallesdelaforme]x,y]oùx<ydansR(exercice1.6).DeladensitédeQdansR,ondéduitquelatribuboréliennesurRestaussiengendréeparlafamilleIQdesintervallesdelaforme]−∞,r]oùrdécritQ.Eneﬀet,toutélémentdeIQétantunfermé,onaIQ⊂BRetσ(IQ)⊂BR.Sachantquetoutréelyestlimited’unesuite(rn)n∈Ndécroissantedenombresrationnels(onpeutprendrelesapproximationsdécimalesparexcèsdey),ona]−∞,y]=n∈N]−∞,rn]∈σ(IQ),doncBR⊂σ(IQ)etBR=σ(IQ).PourtoutintervalleréelI,latribudesboréliensdeIest:B(I)={A∩I,A∈BR}={A∈BR,A⊂I}LatribudesboréliensdeR=R∪{−∞,+∞}estlatribu:BR={A∪B,A∈BRetB∈{{−∞},{+∞},{−∞,+∞}}}etelleestengendréeparlafamilledesintervallesdelaforme[−∞,y]oùydécritRouencoreparlafamilledesintervallesdelaforme[−∞,y[oùydécritR.Pardensité,onpeutselimiterauxy∈Q.Onrappellequ’unespacemétriqueXestditséparables’ilexistedansXunepartiedensedénombrable.Pourtoutn∈N∗,RnestséparablecarQnestdénombrableetdensedansRn.Théorème1.11.Sil’espacemétriqueXestséparable,latribudeBorelestalorsengendréeparlafamilledetouteslesboulesouvertes.
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12ThéoriedelamesureDémonstrationNotonsClafamilledesboulesouvertesB(x,ε)deXoùx∈Xetε∈R∗+.CommeCestcontenudansl’ensembleOXdesouvertsdeX,onaσ(C)⊂σ(OX)=B(X).DanslecasoùXestséparable,ilexisteunepartiedénombrableD={xn,n∈N}densedansX.SiOestunouvertnonvidedeX,pourtoutx∈Oilexisteunréelε>0telqueB(x,ε)⊂OetpardensitédeQdansR,ilexisteunnombrerationnelρdans0,ε2.DeladensitédeDdansX,ondéduitqu’ilexisteunentierntelqued(x,xn)<ρetlabouleB(xn,ρ)estcontenuedansO.Enef-fet,pourtouty∈B(xn,ρ),onad(y,x)⩽d(y,xn)+d(xn,x)<2ρ<ε,soity∈B(x,ε)⊂O.OnadoncO=(n,ρ)∈N×Q∗+B(xn,ρ)⊂OB(xn,ρ).ToutouvertdeXestdoncréuniondénombrabled’élémentsdeC,cequiimpliquequeB(X)=σ(C)d’aprèslelemmeprécédent.LatribudeBoreld’unespacemétriqueséparableestégalementengendréeparlafamilledesboulesouvertesderayonrationnelstrictementpositif.Exemple1.2L’espaceeuclidienRnétantséparable(densitédeQndansRn),satribudeBorelestengendréeparlafamilledesboulesouvertes.1.4MesuresOnétendlesdeuxopérationsd’additionetdemultiplicationsurRàl’ensembleR=R∪{−∞,+∞}enposantpourx∈R,y∈R∗+etz∈R∗−:−∞+(−∞)=−∞,+∞+(+∞)=+∞,x±∞=±∞+x=±∞(±∞)(±∞)=+∞,(±∞)(∓∞)=(∓∞)(±∞)=−∞,0(±∞)=(±∞)0=0y(±∞)=(±∞)y=±∞,z(±∞)=(±∞)z=∓∞Lesopérations(+∞)+(−∞)et(−∞)+(+∞)nesontpasautorisées.OnnoteR+=R+∪{+∞}.Déﬁnition1.6.SiAestunetribusurX,onditalorsquelecouple(X,A)estunespacemesurable.Déﬁnition1.7.Unemesuresurunespacemesurable(X,A)estuneappli-cationµ:A→R+telleque:•µ(∅)=0;•pourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeAdeuxàdeuxdisjoints,onaµ+∞n=0An=+∞n=0µ(An)(σ-additivitéouadditivitédénombrabledel’applicationµ).
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Mesures13Aveclesconditionsdeladéﬁnitionprécédente,onditqueletriplet(X,A,µ)estunespacemesuré.Danslecasoùµ(X)estﬁni,onditquelamesureµsur(X,A)estﬁnie.Delapropriétédeσ-additivitéd’unemesure,ondéduitquepourtoutefamilleﬁ-nie(Ak)1⩽k⩽nd’élémentsdeAdeuxàdeuxdisjoints,onaµnk=0Ak=nk=0µ(Ak)dansR+(ilsuﬃtdeposerAk=∅pourtoutentierk⩾n+1sachantqueµ(∅)=0).Laconditionµ(∅)=0peutêtreremplacéeparµnonconstantesur+∞.EneﬀetsiA∈Aesttellequeµ(A)<+∞,deµ(A)=µ(A∪∅)=µ(A)+µ(∅),ondéduitqueµ(∅)=0.Exemples1.3•PourtoutélémentxdeX,l’applicationδx:P(X)→{0,1}déﬁnieparδx(A)=1A(x)(soitδx(A)=1six∈Aouδx(A)=0six/∈A)estunemesureﬁniesurP(X).C’estlamesuredeDiracenx(exercice1.7).Unetellemesureestﬁnie.•PourXdénombrable,toutemesureﬁnieestunesériepondéréedemesuresdeDirac(exercice1.7).•Lamesuredecomptage(oudedénombrement)sur(X,P(X))estdéﬁnieparµ(A)=card(A)pourtoutepartieAdeX.UnetellemesureestﬁniepourXﬁni.PourX=NettoutA∈P(N),ona:µ(A)=card(A)=n∈A1=n∈N1A(n)=n∈Nδn(A)soitµ=+∞n=0δn.•Si(X,A,µ)estunespacemesuré,onpeutalorsdéﬁnirpourtoutX∈AmunidelatributraceA={A∩X,A∈A}lamesuretraceµsur(X,A)parµ(A)=µ(A)pourtoutA∈A.•SiXestunensemblenondénombrableet:A={A∈P(X),AouX\Aestdénombrable}estlatribuengendréeparlessingletonsdeX(exercice1.4),l’application:µ:A→{0,1}A→0siAestdénombrable1siX\Aestdénombrableestalorsunemesuresur(X,A)(exercice1.8).Unetellemesureestﬁnie.Aveclethéorèmequisuit,onrésumelesprincipalespropriétésdesmesures.
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14ThéoriedelamesureThéorème1.12.Soit(X,A,µ)unespacemesuré.Onalespropriétéssuivantes,oùAetBdésignentdesélémentsdeA:1.siA⊂B,onaalorsµ(A)⩽µ(B)(µestcroissante)etdanslecasoùµ(A)estﬁni,onaµ(B\A)=µ(B)−µ(A);2.µ(A∪B)+µ(A∩B)=µ(A)+µ(B);3.pourtoutesuitecroissante(An)n∈Nd’élémentsdeA,lasuite(µ(An))n∈Nconvergeencroissantversµn∈NAndansR+(continuitécroissantedeµ);a4.pourtoutesuitedécroissante(An)n∈Nd’élémentsdeA,pourlaquelleilexisten0∈Ntelqueµ(An0)<+∞,lasuite(µ(An))n∈Nconvergeendécroissantversµn∈NAndansR+(continuitédécroissantedeµ);5.pourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeA,ona:µn∈NAn⩽n∈Nµ(An)(inégalitédeBoolequisetraduitendisantqueµestsous-additive);6.pourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeAtellequen∈Nµ(An)<+∞,onaµlimsupn→+∞An=0(Borel-Cantelli).a.Cerésultatestuncasparticulierduthéorème2.9deBeppo-Levi.Démonstration1.PourA⊂B,onalapartitionB=A∪(B\A),donc:µ(B)=µ(A)+µ(B\A)⩾µ(A)Siµ(A)estﬁni,onpeutalorsécrirequeµ(B\A)=µ(B)−µ(A)dansR+.2.Siµ(A∩B)=+∞,onaalorsµ(A∪B)=µ(A)=µ(B)=+∞carcesensemblescontiennentA∩B,doncµ(A∪B)+µ(A∩B)=µ(A)+µ(B).Danslecasoùµ(A∩B)<+∞,delapartition:A∪B=(A\(A∩B))∪(A∩B)∪(B\(A∩B))ondéduitque:µ(A∪B)=µ(A)−µ(A∩B)+µ(A∩B)+µ(B)−µ(B∩A)=µ(A)+µ(B)−µ(A∩B)
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Mesures153.OnalapartitionA=n∈NAn=A0∪n∈N∗(An\An−1).Eneﬀetpourtoutx∈A,ilexisten0∈Ntelquex∈An0etendésignantparn1lepluspetitentiertelquex∈An1,onax∈A0pourn1=0oux∈An1\An1−1⊂n∈N∗(An\An−1)pourn1⩾1.Pour0⩽n<m,onaAn⊂Am−1et(Am\Am−1)∩An=∅,donc(Am\Am−1)∩(An\An−1)=∅(enposantA−1=∅).Ilenrésulteque:µ(A)=µ(A0)++∞n=1µ(An\An−1)=limn→+∞µ(A0)+nk=1µ(Ak\Ak−1)=limn→+∞µA0∪nk=1(Ak\Ak−1)=limn→+∞µ(An)lasuite(µ(An))n∈Nétantcroissante.4.Commelasuite(An)n∈Nestdécroissante,onaB=n∈NAn=+∞n=n0+1An⊂An0etµ(B)=µ(An0)−µ(An0\B)(puisqueµ(An0)<+∞)avec:An0\B=An0\+∞n=n0+1An=+∞n=n0+1(An0\An)lasuite(An0\An)n⩾n0+1étantcroissantedansA,cequinousdonne:µ(An0\B)=limn→+∞µ(An0\An)=µ(An0)−limn→+∞µ(An)etµ(B)=limn→+∞µ(An),lasuite(µ(An))n∈Nétantdécroissante.5.PourA,BdansA,onaµ(A∪B)⩽µ(A∪B)+µ(A∩B)=µ(A)+µ(B)etparrécurrenceondéduitqueµnk=0Ak⩽nk=0µ(Ak),cequidonne:µn∈NAn=limn→+∞µnk=0Ak⩽limn→+∞nk=0µ(Ak)=n∈Nµ(An)(lasuitenk=0Akn∈Nestcroissante).6.Lasuite(Bn)n∈N=k⩾nAkn∈NestdécroissantedanslatribuAtellequeµ(B0)=µn∈NAn⩽+∞n=0µ(An)<+∞,donc:µlimsupn→+∞An=µn∈NBn=limn→+∞µ(Bn)
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16Théoriedelamesureoù0⩽µ(Bn)=µk⩾nAk⩽Rn=+∞k=nµ(Ak)etlimn→+∞Rn=0(rested’unesérieconvergente),doncµlimsupn→+∞An=0.L’égalitéµn∈NAn=limn→+∞µ(An)pour(An)n∈Ndécroissanten’estpasas-suréesansl’hypothèseµ(An0)<+∞pourunentiern0.ParexemplepourlamesuredecomptagesurNetAn={k∈N,k⩾n},n∈NAn=∅estdemesurenulleetchaqueAndemesureinﬁnie.Laformuleµ(A∪B)+µ(A∩B)=µ(A)+µ(B)segénéralisecommesuit.Théorème1.13.FormuledePoincaréSoit(X,A,µ)unespacemesuré.Si(Ak)1⩽k⩽nestunesuited’élémentsdeAtellequeµnk=1Ak<+∞,onaalors:µnk=1Ak=nk=1(−1)k−11⩽i1<···<ik⩽nµ(Ai1∩···∩Aik)DémonstrationCommenk=1AkcontienttouteslesintersectionsAi1∩···∩Aikpour1⩽i1<···<ik⩽n,l’hypothèseµnk=1Ak<+∞nousditquetouslesensemblesAi1∩···∩Aiksontdemesureﬁnie.OnpeutprouverlaformuledePoincaréparrécurrencesurn⩾1.Pourn=1,c’estclairetpourn=2c’estvuaveclethéorèmeprécédent.Supposonslerésultatacquispourn⩾2etsoit(Ak)1⩽k⩽n+1unesuited’élémentsdeAtellequeµn+1k=1Ak<+∞.EnnotantB=nk=1Ak,lecasn=2,nousdonne:µn+1k=1Ak=µ(An+1)+µ(B)−µ(An+1∩B)Enutilisantl’hypothèsederécurrence,ona:µ(B)=nk=1(−1)k−11⩽i1<···<ik⩽nµ(Ai1∩···∩Aik)donc:µ(An+1)+µ(B)=n+1i1=1µ(Ai1)+nk=2(−1)k−11⩽i1<···<ik<n+1µ(Ai1∩···∩Aik)
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Mesuressurunespacemétrique17et:µ(An+1∩B)=µnk=1Ak∩An+1=nj=1(−1)j−11⩽i1<···<ij⩽nµAi1∩···∩Aij∩An+1=nj=1(−1)j−11⩽i1<···<ij<ij+1=n+1µAi1∩···∩Aij∩Aij+1Lechangementd’indicek=j+1danscettedernièresommenousdonne:µ(An+1∩B)=n+1k=2(−1)k1⩽i1<···<ik−1<ik=n+1µAi1∩···∩Aik−1∩AikDonc:µn+1k=1Ak=n+1i1=1µ(Ai1)+nk=2(−1)k−11⩽i1<···<ik<n+1µ(Ai1∩···∩Aik)+n+1k=2(−1)k−11⩽i1<···<ik−1<ik=n+1µAi1∩···∩Aik−1∩Aik=n+1k=1(−1)k−11⩽i1<···<ik⩽n+1µ(Ai1∩···∩Aik)enutilisant,pourtoutentierkcomprisentre2etn+1lapartition:(ij)1≤j≤k,1⩽i1<···<ik⩽n+1=(ij)1≤j≤k,1⩽i1<···<ik<n+1∪{(i1,···,ik−1,n+1),1⩽i1<···<ik−1<n+1}1.5MesuressurunespacemétriqueUnemesuresurunespacemétrique(X,d)munidelatribudeBorelB(X)estditemesuredeBorel.Danslecasoùµestunemesureﬁniesur(X,B(X))(i.e.tellequeµ(X)<+∞)onpeutdonnerlacaractérisationquisuitdelamesureenutilisantlesouvertsetlesfermés(voiraussilethéorème1.23etlecorollaire1.7danslecadredelamesuredeLebesguesurR).
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18ThéoriedelamesureThéorème1.14.Soitµunemesureﬁniesur(X,B(X)).PourtoutborélienA∈B(X)ettoutréelε>0,ilexisteunouvertOetunferméFdansXtelsqueF⊂A⊂Oetµ(O\F)<ε.DémonstrationIlsuﬃtdevériﬁerquel’ensembleAdesboréliensA∈B(X)telsquetoutréelε>0,ilexisteunferméFetunouvertOdeXtelsqueF⊂A⊂Oetµ(O\F)<εestunetribuquicontienttouslesouvertsdeX.DanscecasAcontientlatribuengendréparlesouverts,àsavoirlatribudeBorelB(X)etonalerésultatannoncé.L’ensemblevidequiestàlaloisouvertetferméetdemesurenulleestdansA.SiA∈A,ε∈R∗+etF,OsontrespectivementunferméetunouvertdeXtelsquel’onaF⊂A⊂Oetµ(O\F)<ε,lesensemblesF=X\OetO=X\FsontrespectivementferméetouverttelsqueF⊂X\A⊂Oetµ(O\F)=µ(O\F)<ε,doncX\A∈A.Soient(An)n∈N∗unesuited’élémentsdeAetε∈R∗+.Pourtoutentiern⩾1,ilexisteunferméFnetunouvertOndeXtelsquel’onaFn⊂An⊂Onetµ(On\Fn)<ε2n+1etonaF=n∈N∗Fn⊂A=n∈N∗An⊂O=n∈N∗OnoùOestouvert,maisFnonnécessairementfermé.OnaalorsO\F⊂n∈N∗(On\Fn)et:µ(O\F)⩽n∈N∗µ(On\Fn)⩽+∞n=1ε2n+1=ε2Enécrivantl’ensembleFcommeréunioncroissanteF=n∈N∗nk=1Fk,onaµ(F)=limn→+∞µnk=1FkdansR+(lamesureµestﬁnie),doncilexisteunentiernεtelqueµ(F)−ε2⩽µnk=1Fk.L’ensembleF=nk=1FkestalorsunfermédeXcontenudansAtelque:µ(O\F)=µ(O)−µ(F)=µ(O)−µ(F)+µ(F)−µ(F)=µ(O\F)+µ(F)−µ(F)<ε2+ε2=ε(touteslesmesuressontﬁnies),cequinousditqueA=n∈N∗An∈A.L’ensembleAestdoncunetribusurX.VériﬁonsenﬁnquecettetribucontientlesouvertsdeX.PourAouvert,onprendO=A.LecomplémentaireX\Aétantfermé,ona:A={x∈X,d(x,X\A)>0}=n∈N∗Fn
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Mesuressurunespacemétrique19oùlesFn=x∈X,d(x,X\A)⩾1nsontfermésdufaitdelacontinuitédelafonctionx→d(x,X\A).Lasuitedeboréliens(Fn)n∈N∗étantcroissante,onaµ(A)=limn→+∞µ(Fn)dansR+(lamesureµestﬁnie),donc:limn→+∞µ(O\Fn)=limn→+∞µ(A\Fn)=µ(A)−limn→+∞µ(Fn)=0etpourtoutréelε>0,ilexisteunentiernεtelqueµ(O\Fnε)<ε,leferméFnεétantcontenudansA=O.Corollaire1.2.Siµestunemesureﬁniesur(X,B(X)),onaalors:µ(A)=sup{µ(F),FfermédansXtelqueF⊂A}=inf{µ(O),OouvertdansXtelqueA⊂O}pourtoutA∈B(X).DémonstrationSoitA∈B(X).Pourtoutréelε>0,ilexisteunouvertOetunferméFdansXtelsqueF⊂A⊂Oetµ(O\F)<ε,doncµ(F)⩽µ(A)⩽µ(O)dansR+et:µ(A)−µ(F)⩽µ(O)−µ(F)=µ(O\F)<εµ(O)−µ(A)⩽µ(O)−µ(F)=µ(O\F)<εsoitµ(A)−ε<µ(F)⩽µ(A)etµ(A)⩽µ(O)⩽µ(A)+ε.Onadonc:µ(A)=sup{µ(F),FfermédansXtelqueF⊂A}=inf{µ(O),OouvertdansXtelqueA⊂O}Corollaire1.3.Siµetνsontdeuxmesuresﬁniessur(X,B(X))quicoïncidentsurlesouverts[resp.surlesfermés],ellessontalorségales.Déﬁnition1.8.Unemesureµsurunespacemesurable(X,A)estditeσ-ﬁnies’ilexisteunesuitecroissante(An)n∈Nd’élémentsdeAtellequeµ(An)<+∞pourtoutn∈NetX=n∈NAn.
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20ThéoriedelamesureThéorème1.15.Siµestunemesureσ-ﬁniesur(X,B(X)),onaalors:µ(A)=sup{µ(F),FfermédansXtelqueF⊂A}pourtoutA∈B(X).DémonstrationSoit(An)n∈NunesuitecroissantedeboréliensdeXtellequeµ(An)<+∞pourtoutn∈NetX=n∈NAn.Dansunpremiertemps,onsedonneA∈B(X)telqueµ(A)<+∞.Lasuitedeboréliens(An∩A)n∈NétantcroissantederéunionégaleàA,lethéorème1.12nousditqueµ(A)=limn→+∞µ(An∩A)dansR+,doncpourtoutréelε>0,ilexisteunentiernεtelqueµ(A)−ε<µ(Anε∩A)⩽µ(A)<+∞.L’applicationµε:B→µ(Anε∩B)étantunemesureﬁniesur(X,B(X)),lecorollaire1.2nousditqu’ilexisteunferméF⊂Atelqueµε(A)−ε<µε(F)⩽µ(F),cequiimpliqueque:µ(A)−µ(F)=µ(A)−µ(Anε∩A)+µ(Anε∩A)−µ(F)<ε+µε(A)−µ(F)<2ε+µε(F)−µ(F)⩽2εetcelaprouvequeµ(A)=sup{µ(F),FfermédansXtelqueF⊂A}.Danslecasoùµ(A)=+∞,onaencorel’égalitélimn→+∞µ(An∩A)=µ(A)parcroissancede(An∩A)n∈N,lesµ(An∩A)étantﬁnis,doncenutilisantcequiprécède,ona:µ(An∩A)=sup{µ(F),FfermédansXtelqueF⊂An∩A}⩽sup{µ(F),FfermédansXtelqueF⊂A}pourtoutn∈N,cequiimpliqueenfaisanttendrenversl’inﬁnique:sup{µ(F),FfermédansXtelqueF⊂A}=+∞=µ(A)Corollaire1.4.Siµetνsontdeuxmesuresσ-ﬁniessur(X,B(X))quicoïncidentsurlesfermés,ellessontalorségales.Lacaractérisationµ(A)=inf{µ(O),OouvertdansXtelqueA⊂O}n’estplusvalablepourunemesureσ-ﬁnie.Parexemplesur(Q,|·|)munidelamesuredecomptage,onaB(Q)=P(Q)puisquelessingletonssontfermés,doncdansB(Q)ettoutélémentdeP(Q)estréuniondénombrabledesingletonsetlesouvertsnonvidessontdemesureinﬁniecarpourA∈P(Q)ﬁniennotantrleplusgrandélémentdeA,lasuiter+1nn∈N∗n>restdansQ\Aetconvergeversr/∈Q\A,
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Mesuresextérieures21doncQ\An’estpasferméetAn’estpasouvert.OnaalorspourA={0},µ(A)=1<inf{µ(O),A⊂OouvertdansQ}=+∞,lamesureµétantσ-ﬁnie.Danslecasparticulieroùilexisteunesuitecroissante(An)n∈Nd’ouvertsdeXtellequeµ(An)<+∞pourtoutn∈NetX=n∈NAn,lacaractérisationµ(A)=inf{µ(O),OouvertdansXtelqueA⊂O}estvalable(voir[9]).1.6MesuresextérieuresLaconstructiondelamesuredeLebesguesurRousurRnpeutsefaireenpartantdelanotionintuitivedelongueurd’unintervalleréeloudevolumed’unpavédeRnàlaquelleonassocieunemesureextérieuresurP(R)ouP(Rn)quipermettradedéﬁnirunemesuresurunetribucontenantlatribudesboréliens.Nousétudionstoutd’abordcetypedeconstructiondansuncadregénéral.Déﬁnition1.9.Unemesureextérieuresurl’ensembleX,estuneapplica-tionµ∗:P(X)→R+telleque:•µ∗(∅)=0;•siA⊂BdansP(X),onaalorsµ∗(A)⩽µ∗(B)(µ∗estcroissante);•pourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeP(X),ona:µ∗n∈NAn⩽n∈Nµ∗(An)(µ∗estsous-additive).PrenantdansladéﬁnitionprécédentetouslesAkvidesàpartird’uncertainrangn∈N,ondéduitdelaconditiondesous-additivitéquepourtoutesuiteﬁnie(Ak)0⩽k⩽ndepartiesdeX,onaµ∗nk=0Ak⩽nk=0µ∗(Ak).Lethéorème1.12nousditquetoutemesuredéﬁniesurP(X)estunemesureextérieure,maisunemesureextérieuren’estpasengénéralunemesure,c’est-à-direquel’égalitéµ∗+∞n=0An=+∞n=0µ∗(An)n’estpasassuréepourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeP(X)deuxàdeuxdisjoints(voirl’exercice1.13).Onrappellequepourtoussous-ensemblesAetEdeXladiﬀérenceE\Aestl’intersection(X\A)∩E.Danslecasoùunemesureextérieureµ∗surXestunemesure,onapourtoutespartiesAetEdeXlapartitionE=(E∩A)∪(E\A),desortequeµ∗(E)=µ∗(E∩A)+µ∗(E\A).Nousallonsvériﬁerquel’ensemble:Aµ∗={A∈P(X);∀E∈P(X),µ∗(E)=µ∗(E∩A)+µ∗(E\A)}(1.1)estunetribusurXetquelarestrictiondeµ∗àcettetribuestunemesure.









[image: background image]
22ThéoriedelamesureOnsedonnedoncunemesureextérieureµ∗surXetonluiassocielafamilled’ensemblesAµ∗déﬁniepar(1.1).LapropriétévériﬁéeparlesélémentsdeAµ∗estditepropriétédeCarathéodory.Laconditiondesous-additivitépourunemesureextérieurenousditquepourtoutA∈P(X)ettoutE∈P(X),onadéjàl’inégalité:µ∗(E)=µ∗((E∩A)∪(E\A))⩽µ∗(E∩A)+µ∗(E\A)desorteque:Aµ∗={A∈P(X);∀E∈P(X),µ∗(E)⩾µ∗(E∩A)+µ∗(E\A)}Lemme1.3Lafamilled’ensemblesAµ∗estunealgèbredeBoole.DémonstrationPourtoutE∈P(X),ona:µ∗(E∩X)+µ∗(E\X)=µ∗(E)+µ∗(∅)=µ∗(E)doncX∈Aµ∗.SiA∈Aµ∗,onaalorspourtoutE∈P(X):µ∗(E∩(X\A))+µ∗(E\(X\A))=µ∗(E∩(X\A))+µ∗(E∩A)=µ∗(E)doncX\A∈Aµ∗.OnvériﬁeensuitequepourtousAetBdansAµ∗,laréunionC=A∪BestaussidansAµ∗.PourtoutE∈P(X),onaenappliquantlapropriétédeCarathéodoryàl’ensembleE∩CpourA∈Aµ∗:µ∗(E∩C)=µ∗((E∩C)∩A)+µ∗((E∩C)\A)avec:(E∩C)∩A=E∩(A∪B)∩A=E∩A(E∩C)\A=(E∩(A∪B))\A=(E\A)∩BetE\C=E\(A∪B)=(E\A)\B,cequinousdonnecomptetenudeB∈Aµ∗:µ∗(E∩C)+µ∗(E\C)=µ∗(E∩A)+µ∗((E\A)∩B)+µ∗((E\A)\B)=µ∗(E∩A)+µ∗(E\A)=µ∗(E)etcelanousditqueC∈Aµ∗.Ondéduitalorsducorollaire1.1queAµ∗contientl’ensemblevideeteststableparréunionsﬁniesetintersectionsﬁnies.Théorème1.16.CarathéodorySoitµ∗unemesureextérieuresurX.1.Lafamilled’ensemblesAµ∗déﬁnipar(1.1)estunetribusurX.2.Larestrictionµdeµ∗àlatribuAµ∗estunemesure.
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Mesuresextérieures23Démonstration1.Vulelemmeprécédent,ilnousresteàvériﬁerlastabilitédeAµ∗parréunionsdénombrables.Pourcefaire,onconsidèredansunpremiertempsuneréuniondénombrabled’ensemblesdeuxàdeuxdisjoint.DanslecasoùAetBdansAµ∗sontdisjoints,ennotantC=A∪B,onapourtoutepartieEdeX:µ∗(C∩E)=µ∗(C∩E∩A)+µ∗((C∩E)\A)=µ∗(A∩E)+µ(B∩E)etparrécurrence,onvériﬁeenexploitantlastabilitédeAµ∗parréunionsﬁniesquepourtoutesuiteﬁnie(Ak)1⩽k⩽nd’élémentsdeAµ∗deuxàdeuxdisjoints,onapourtoutE∈P(X):µ∗E∩nk=1Ak=nk=1µ∗(E∩Ak)Pourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeAµ∗deuxàdeuxdisjoints,dufaitquelesréunionsnk=0AksontdansAµ∗,onapourtoutE∈P(X):µ∗(E)=µ∗E∩nk=0Ak+µ∗E\nk=0Ak=nk=0µ∗(E∩Ak)+µ∗E\nk=0Ak⩾nk=0µ∗(E∩Ak)+µ∗E\+∞k=0Akcequiimpliqueenfaisanttendrenversl’inﬁnique:µ∗(E)⩾+∞k=0µ∗(E∩Ak)+µ∗E\+∞k=0Ak⩾µ∗E∩+∞k=0Ak+µ∗E\+∞k=0Aketcelanousditque+∞k=0Ak∈Aµ∗.Ladernièreinégalitéétantenfaituneégalité(déﬁnitiondeAµ∗),onendéduitl’égalité:µ∗(E)=+∞k=0µ∗(E∩Ak)+µ∗E\+∞k=0Ak(1.2)Danslecasd’uneréunionquelconqueA=+∞n=0And’élémentsdeAµ∗,onseramèneàuneréuniondisjointeA=+∞n=0Bnendéﬁnissantlasuite(Bn)n∈Npar
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24ThéoriedelamesureB0=A0etBn=An\n−1k=0Akpourn⩾1.Lelemmeprécèdentnousditquelesréunionsn−1k=0AketlesdiﬀérencesBnsontdansAµ∗,cequiimpliquequeA∈Aµ∗.Enconclusion,Aµ∗estunetribu.2.Pourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeAµ∗deuxàdeuxdisjoints,l’égalité(1.2)appliquéeàE=+∞k=0Aknousditqueµ∗+∞n=0An=+∞n=0µ∗(An),soitquelarestrictionµdeµ∗àlatribuAµ∗estunemesurepuisquel’onsaitdéjàqueµ∗(∅)=0.DanslesconditionsduthéorèmedeCarathéodory,onditque(X,Aµ∗,µ)oùµestlarestrictiondedeµ∗àlatribuAµ∗estl’espacemesuréassociéàlamesureextérieureµ∗.Déﬁnition1.10.Siµ∗estunemesureextérieuresurX,onditalorsqu’unepartieAdeXestµ∗-négligeablesiµ∗(A)=0.Aveclethéorèmequisuit,ondonneunrésumédespropriétésdesensemblesµ∗-négligeablesrelativementàuneunemesureextérieure.Théorème1.17.Soitµ∗unemesureextérieuresurX.Toutepartieµ∗-négligeabledeXestdanslatribuAµ∗déﬁniepar(1.1);toutepartied’unsous-ensembleµ∗-négligeabledeXestµ∗-négligeable;uneréuniondénombrabledepartiesµ∗-négligeablesestµ∗-négligeable;pourtoutepartieµ∗-négligeableAdeXettoutepartieBdeX,onaµ∗(A∪B)=µ∗(B)=µ∗(B\A)DémonstrationSoitA∈P(X)unepartieµ∗-négligeable.Lamesureextérieureµ∗étantcroissante,onapourpourtoutepartieEdeX:µ∗(E∩A)+µ∗(E\A)⩽µ∗(A)+µ∗(E)=µ∗(E)doncA∈Aµ∗.PourtoutB⊂Aona0⩽µ∗(B)⩽µ∗(A)=0,doncµ∗(B)=0etBestnégligeable.Si(An)n∈Nestunesuitedepartiesµ∗-négligeablesdeX,onaalors:0⩽µ∗n∈NAn⩽n∈Nµ∗(An)=0doncµ∗n∈NAn=0etn∈NAnestnégligeable.PourtoutB∈P(X),onaµ∗(B)⩽µ∗(A∪B)⩽µ∗(A)+µ∗(B)=µ∗(B),doncµ∗(A∪B)=µ∗(B).ÉcrivantqueB=(B\A)∪(A∩B)oùµ∗(A∩B)=0,onendéduitqueµ∗(B)=µ∗(B\A).
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Mesuresextérieures25Duthéorèmeprécédent,ondéduitquel’espacemesuré(X,Aµ∗,µ)estcomplet,c’est-à-direquetoutepartieµ-négligeable(i.e.contenuedansunensembledeµ-mesurenulle)estdansAµ∗etdeµ-mesurenulle.Danslecasparticulieroù(X,d)estunespacemétrique,onpeutdéﬁnirlanotionsuivante.Déﬁnition1.11.Unemesureextérieureµ∗surXestditemétriquesielleesttellequeµ∗(A∪B)=µ∗(A)+µ∗(B)pourtoussous-ensemblesA,BdeXtelsqued(A,B)>0.Théorème1.18.CarathéodorySoient(X,d)unespacemétrique,µ∗unemesureextérieuresurXet(X,Aµ∗,µ)l’espacemesuréassociéàµ∗.Unetellemesureextérieureestmétriquesi,etseulementsi,touslesfermésdeXsontµ-mesurables.DémonstrationSupposantquelamesureextérieureµ∗estmétrique,onsedonneunferméFdeXetils’agitdemontrerquepourtoutE∈P(X)onaµ∗(E)⩾µ∗(E∩F)+µ∗(E\F).LerésultatétantacquissiE∩F=∅(danscecasonaµ∗(E∩F)=0etµ∗(E\F)⩽µ∗(E)carE\F⊂E)ousiE\F=∅ousiµ∗(E)=+∞,onpeutsupposerqueµ∗(E)<+∞,E∩F=∅etE\F=∅.L’ensembleFétantfermé,onaE\F={x∈E,d(x,F)>0}.EnnotantFn=x∈X,d(x,F)⩽1npourtoutentiern⩾1,onapourtousx∈E∩Fety∈E\Fn,d(x,F)=0etd(y,F)>1n,donc:d(x,y)⩾|d(x,F)−d(y,F)|=d(y,F)>1ncequinousditqued(F∩E,E\Fn)>0etimpliquedufaitquelamesureexté-rieureµ∗estmétriqueque:µ∗(E∩F)+µ∗(E\Fn)=µ∗((E∩F)∪(E\Fn))⩽µ∗(E)Pourtoutentiern⩾1,ona:E\F={x∈E,d(x,F)>0}=x∈E,0<d(x,F)⩽1n∪x∈E,d(x,F)>1n=Bn∪(E\Fn)oùonanotéBn=x∈E,0<d(x,F)⩽1n,donc:µ∗(E\F)⩽µ∗(Bn)+µ∗(E\Fn)et:µ∗(E∩F)+µ∗(E\F)⩽µ∗(E∩F)+µ∗(E\Fn)+µ∗(Bn)⩽µ∗(E)+µ∗(Bn)(1.3)
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26ThéoriedelamesureIlnoussuﬃtalorsdemontrerquelimn→+∞µ∗(Bn)=0.Pourtoutn∈N∗ona:Bn=+∞k=nx∈E,1k+1<d(x,F)⩽1k=+∞k=nEkdoncµ∗(Bn)⩽+∞k=nµ∗(Ek),cemajorantétantlerested’unesériederéelspositifs.Pourj,kentiersnaturelsnonnulstelsque|k−j|⩾2,onad(Ek,Ej)>0(danslecasoùk−j⩾2onapourx∈Ekety∈Ej,d(x,F)∈1k+1,1ketd(y,F)∈1j+1,1j,donc:d(x,y)⩾|d(x,F)−d(y,F)|⩾1j+1−1k=k−(j+1)k(j+1)⩾1k(j+1)cequinousditqued(Ek,Ej)⩾1k(j+1)etmêmechosedansl’autrecas),cequiimpliquedufaitquelamesureextérieureµ∗estmétriqueque:nk=1µ∗(E2k)=µ∗nk=1E2k⩽µ∗(E)Demanièreanalogue,onank=1µ∗(E2k−1)=µ∗nk=1E2k−1⩽µ∗(E).Ilenré-sultequepourtoutn∈N∗,onank=1µ∗(Ek)⩽2µ∗(E)<+∞cequinousditquelasérieµ∗(En)estconvergenteetenconséquence,onalimn→+∞+∞k=nµ∗(Ek)=0,cequiimpliquequelimn→+∞µ∗(Bn)=0.L’inégalité:µ∗(E∩F)+µ∗(E\F)⩽µ∗(E)enrésultealorsenfaisanttendrenversl’inﬁnidans(1.3).LesferméssontdoncdanslatribuAµ∗,cequinousditqu’ilssontµ-mesurables.Réciproquement,supposonsquetouslesfermésdeXsontµ-mesurables.Parpassageaucomplémentaire,ilenrésultequetouslesouvertsdeXsontµ-mesurables.SiA,Bsontdeuxsous-ensemblesdeXtelsqued(A,B)>0,ilexistealorsunouvertOdeXquicontientAetdisjointdeBetonaenexploitantlefaitqueO∈Aµ∗:µ∗(A∪B)=µ∗((A∪B)∩O)+µ∗((A∪B)\O)=µ∗(A)+µ∗(B)cequinousditquelamesureextérieureµ∗estmétrique.
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Unthéorèmedeprolongement27Corollaire1.5.Soient(X,d)unespacemétrique,µ∗unemesureexté-rieuresurXet(X,Aµ∗,µ)l’espacemesuréassociéàµ∗.Silamesureex-térieureµ∗estmétrique,lesboréliensdeXsontalorsµ-mesurables.DémonstrationLatribuAµ∗contenantlesfermés,ellecontientlatribuengen-dréeparlesfermésdeX,soitlatribuB(X)desboréliensdeX.1.7UnthéorèmedeprolongementIln’estpastoujourspossiblededéﬁnirunemesuredemanièreexplicitesurunetribu.Nousallonsvoirquesil’onsaitdéﬁnirune«mesure»surunepartiedeP(X)vériﬁantcertainespropriétés,onpeutalorsluiassocierunemesuresurlatribuengendréeparcettepartie.ParexempleàpartirdelanotionintuitivedelongueurdesintervallesréelsoudevolumedespavésdeRn,onpeutdéﬁnirunemesureextérieuresurRousurRnàlaquelleonassocieraunemesuresurlatribudesboréliens.Pourlasuitedeceparagraphe,onsedonneunealgèbredeBooleBsurXetuneapplicationν:B→R+telleque:•ν(∅)=0;•pourtoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeBdeuxàdeuxdisjointstellequen∈NAn∈B,onaνn∈NAn=n∈Nν(An)(νestσ-additive).Nousallonsvériﬁerqueνseprolongeenunemesuresurlatribuσ(B)engendréeparB,ceprolongementétantuniquesouscertainesconditions.OnrappellequelatribuengendréeparB⊂P(X)estl’intersectionσ(B)detouteslestribussurXquicontiennentB(déﬁnition1.4).Pourtoutesuiteﬁnie(Ak)1⩽k⩽nd’élémentsdeB,onank=1Ak∈BetdanslecasoùcesélémentssontdeuxàdeuxdisjointsenposantAk=∅pourtoutentierk⩾n+1,ona:νnk=1Ak=νk∈N∗Ak=k∈N∗ν(Ak)=nk=1ν(Ak)PourA⊂BdansB,onaB\A∈Bet:ν(B)=ν(A∪(B\A))=ν(A)+ν(B\A)⩾ν(A)cequisigniﬁequeνestcroissante.Lemme1.4PourtoutA∈Bettoutesuite(An)n∈Nd’élémentsdeBtellequeA⊂n∈NAn,onaν(A)⩽n∈Nν(An)(νestsous-additive).
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28ThéoriedelamesureDémonstrationLasuite(Bn)n∈NdepartiesdeXdéﬁnieparB0=A0etBn=An\n−1k=1Akestunesuited’élémentsdeBdeuxàdeuxdisjoints(pour0⩽n<m,onaBn⊂AnetunélémentdeBmn’estpasdansAn).CommeBn⊂Anpourtoutn∈N,onan∈NBn⊂n∈NAn.Pourtoutx∈n∈NAnilexisteunpluspetitentiern∈Ntelquex∈An.Sin=0,onaalorsx∈A0=B0.Sin⩾1,onaalorsx∈Anetx/∈Akpourtoutkcomprisentre0etn−1,soitx∈Bn.OnadoncA⊂n∈NAn=n∈NBnetA=n∈NA∩BndansB.Commeνestσ-additiveetcroissante,ilenrésulteque:ν(A)=n∈Nν(A∩Bn)⩽n∈Nν(Bn)⩽n∈Nν(An)(puisqueA∩Bn⊂Bn⊂Anpourtoutn∈N).PourtoutpartieAdeX,onnoteν∗(A)=infA⊂n∈NAnn∈Nν(An)∈R+,laborneinférieureétantprisesurtouteslessuites(An)n∈Nd’élémentsdeBtellesqueA⊂n∈NAn.Unetellesuiteexistebien,parexemplelasuitedéﬁnieparA0=XetAn=∅pourtoutn∈N∗convientetlessommesn∈Nν(An)étantdansR+,laborneinférieureexistebiendansR+.Danslecasoùν∗(A)estﬁni,ilexistepourtoutréelε>0pardéﬁnitiondelaborneinférieure,unesuite(An)n∈Nd’élémentsdeBtellequeA⊂n∈NAnetν∗(A)⩽n∈Nν(An)<ν∗(A)+ε.Théorème1.19.PourtoutA∈B,onaν∗(A)=ν(A)etlafonctiond’ensembleν∗estunemesureextérieuresurX.DémonstrationSiA∈B,ilfaitalorspartiedesrecouvrementspossiblesdeApardesélémentsdeBetonaν∗(A)⩽ν(A).Dufaitdelasous-additivitédeν(lemmeprécédent),onaν(A)⩽n∈Nν(An)pourtoutrecouvrementdeApardesélémentsdeB,doncν(A)⩽ν∗(A)etonal’égalitéν∗(A)=ν(A).Enparticulier,onaν∗(∅)=ν(∅)=0.SiA⊂BdansP(X),toutrecouvrementdeBpardesdesélémentsdeBestaussiunrecouvrementdeA,cequiimpliquequeν∗(A)⩽ν∗(B).Soit(An)n∈Nunesuited’élémentsdeP(X)etA=n∈NAn.S’ilexisteunentierptelqueν∗(Ap)=+∞,l’inégalitéν∗(A)⩽n∈Nν(An)=+∞estalorsassurée.


[image: background image]
Unthéorèmedeprolongement29Ensupposantqueν∗(An)<+∞pourtoutn∈N,étantdonnéunréelε>0,ilexistepourchacundecesentiersnunesuite(An,k)k∈Nd’élémentsdeBtellequel’onaitAn⊂k∈NAn,ketν∗(An)⩽k∈Nν(An,k)<ν∗(An)+ε2n+1.OnaalorsA=n∈NAn⊂n∈Nk∈NAn,k=(n,k)∈N2An,ket:ν∗(A)⩽(n,k)∈N2ν(An,k)=n∈Nk∈Nν(An,k)⩽n∈Nν∗(An)+ε2n+1=n∈Nν∗(An)+ε(voirlethéorème4.30de[36]pourl’égalité(n,k)∈N2ν(An,k)=n∈Nk∈Nν(An,k)dansR+).Faisanttendreεvers0,onendéduitqueν∗(A)⩽∗n∈Nν∗(An).Lafonctiond’ensembleν∗estdoncbienunemesureextérieuresurR.Lethéorème1.16deCarathéodorynousditalorsquel’ensemble:A={A∈P(X);∀E∈P(X),ν∗(E)=ν∗(E∩A)+ν∗(E\A)}={A∈P(X);∀E∈P(X),ν∗(E)⩾ν∗(E∩A)+ν∗(E\A)}estunetribusurl’ensembleXetquelarestrictionµdeν∗àcettetribuestunemesuresurX.Lemme1.5LatribuAainsidéﬁniecontientlatribuσ(B)engendréeparl’algèbredeBooleB.DémonstrationIlnoussuﬃtdevériﬁerquelatribuAcontientl’algèbredeBooleBpuisqueσ(B)estlapluspetitetribusurXquicontientB.Ils’agitdoncdevériﬁerquepourtoutA∈BettoutE∈P(X),ona:ν∗(E∩A)+ν∗(E\A)⩽ν∗(E)(1.4)PourE∈B,lesensemblesE∩AetE\AsontdansBetona:ν∗(E)=ν(E)=ν((E∩A)∪(E\A))=ν(E∩A)+ν(E\A)=ν∗(E∩A)+ν∗(E\A)PourE∈P(X)telqueν∗(E)=+∞,l’inégalité(1.4)estautomatiquementvériﬁée.PourE∈P(X)telqueν∗(E)<+∞,ilexistepourtoutréelε>0unesuite(An)n∈Nd’élémentsdeBtellequeE⊂n∈NAnetν∗(E)⩽n∈Nν(An)<ν∗(E)+ε,
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30ThéoriedelamesuredoncE∩A⊂n∈N(An∩A),E\A⊂n∈N(An\A)et:ν∗(E∩A)+ν∗(E\A)⩽n∈Nν∗(An∩A)+n∈Nν∗(An\A)=n∈N(ν∗(An∩A)+ν∗(An\A))=n∈N(ν(An∩A)+ν(An\A))=n∈Nν(An)<ν∗(E)+εLeréelε>0étantquelconque,celaimpliquel’inégalité(1.4).OnadoncauﬁnalunemesureµsurunetribuAquicontientlatribuσ(B)tellequeµ(A)=ν(A)pourtoutA∈B,c’est-à-direquetouteapplicationσ-additiveν:B→R+surunealgèbredeBooleBtellequeν(∅)=0seprolongeenunemesuresurunetribuAquicontientlatribuσ(B).PourtoutmesurableA∈A,onaµ(A)=infA⊂n∈NAnn∈Nµ(An)∈R+,laborneinférieureétantprisesurtouteslessuites(An)n∈Nd’élémentsdeBtellesqueA⊂n∈NAn.PourAdemesureﬁnie,ilexistepourtoutréelε>0unesuite(An)n∈Nd’élémentsdeBtellequeA⊂n∈NAnetµ(A)⩽n∈Nµ(An)<µ(A)+ε.Supposonsqueµsoituneautremesuresurσ(B)quiprolongeν.PourtoutA∈σ(B)ettoutesuite(An)n∈NdansBtellequeA⊂n∈NAn,ona:µ(A)⩽µn∈NAn⩽n∈Nµ(An)=n∈Nν(An)doncµ(A)⩽ν∗(A)=µ(A).CetteinégalitéestaussivalablepourX\A,soitµ(X\A)⩽µ(X\A).Danslecasoùν(X)=µ(X)=µ(X)estﬁni(XestdansB),onendéduitqueµ(X)−µ(A)=µ(X)−µ(A)⩽µ(X)−µ(A),soitµ(A)⩽µ(A)etl’égalitéµ(A)=µ(A)pourtoutA∈σ(B).Danslecasoùl’applicationνestσ-ﬁniedanslesensoùilexisteunesuitecroissante(An)n∈Nd’élémentsdeBtellequeν(An)<+∞pourtoutn∈NetX=n∈NAn,endéﬁnissantlasuite(Xn)n∈Nd’élémentsdeBparX0=A0etXn=An\n−1k=1Ak,onaX=n∈NXnoùlesXnsontdeuxàdeuxdisjointsettelsqueν(Xn)⩽ν(An)<+∞pourtoutn∈N.Pourtoutn∈Nlesapplicationsµn:A→µ(A∩Xn)etµn:A→µ(A∩Xn)sontdesmesuresﬁniessur(X,σ(B))quicoïncidentsurBettellesquel’onaitµn(X)=µ(Xn)=ν(Xn)=µ(Xn)=µn(X)<+∞,doncellessontégales
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LamesuredeLebesguesurRetsurRn31d’aprèslecasprécédent.IlenrésultequepourtoutA∈σ(B),ona:µ(A)=µn∈NA∩Xn=n∈Nµ(A∩Xn)=n∈Nµ(A∩Xn)=µn∈NA∩Xn=µ(A)Auﬁnal,nousavonslethéorèmesuivant.Théorème1.20.SiBestunealgèbredeBooledansP(X)etν:B→R+uneapplicationσ-additivetellequeν(∅)=0,ilexistealorsunemesureµsurlatribuσ(B)engendréeparBquiprolongeν(i.e.tellequeµ(A)=ν(A)pourtoutA∈B).Unetellemesureestuniquementdéterminéedanslecasoùνestﬁnieouσ-ﬁnie.1.8LamesuredeLebesguesurRetsurRnOnrappellequ’unepartieIdeRestunintervallesi,etseulementsi,pourtousréelsa⩽bdansI,lesegment[a,b]estcontenudansI.Decettecaractérisationondéduitquel’intersectiondedeuxintervallesIetJestunintervalle.Eneﬀetpoura⩽bdansI∩J,ona[a,b]⊂Iet[a,b]⊂J,donc[a,b]⊂I∩J.Lecomplémentaired’unintervalleIestsoit:l’intervallevide∅=]a,a[siI=R;l’intervalleRsiIestvide;unintervallenonbornésiI=Restnonborné;laréuniondisjointededeuxintervallesnonbornéssiIestbornénonvide.Doncl’ensembleIdesintervallesréelcontientR,eststableparintersectionsﬁniesetlecomplémentaired’unintervalleestréunionﬁnied’intervallesdisjoints,cequiimpliqued’aprèsl’exercice1.3quel’algèbredeBooleengendréeparlesintervallesestl’ensembleBdetouteslesréunionsﬁniesd’intervallesdeuxàdeuxdisjoints.Onaalorsσ(I)=σ(B)=BR.Pourn⩾1entier,unpavédansRnestunensembledelaformeP=nk=1IkoùlesIksontdesintervallesréels.L’ensemblePdespavéscontientRn,eststableparintersectionsﬁniesetlecomplémentaired’unpavéestréunionﬁniedepavésdisjoints,doncl’algèbredeBooleengendréeparPestl’ensembledetouteslesréunionsﬁniesdepavésdeuxàdeuxdisjoints.LatribuengendréeparcettealgèbredeBooleestcelleengendréeparPàsavoirlatribuborélienneBRn.Déﬁnition1.12.Lalongueurd’unintervalleréelIestl’élémentdeR+déﬁniparℓ(I)=sup(I)−inf(I).SiIestunintervallebornéd’extrémitésréellesa<b,onaalorsℓ(I)=b−adansR+.Enparticulieronaℓ(∅)=ℓ(]a,a[)=ℓ([a,a])=0.SiIestnonborné,onaalorsa=−∞oub=+∞etℓ(I)=+∞.
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32ThéoriedelamesureCettefonctiond’ensembleestinvariantepartranslationdanslesensoùpourtoutintervalleréelIettoutréelα,onaℓ(α+I)=ℓ(I).Eneﬀet,siIestnonborné,ilenestalorsdemêmedeα+Ietonaℓ(α+I)=ℓ(I)=+∞,sinonennotanta⩽blesextrémitésréellesdeI,letranslatéα+Iestl’intervalled’extrémitésα+a⩽α+betℓ(α+I)=(α+b)−(α+a)=b−a=ℓ(I).Plusgénéralement,pourtoutréelαettoutréelnonnulλ,onaℓ(α+λI)=|λ|ℓ(I).Àpartirdecettenotiondelongueurd’unintervalleréel,nousallonsdéﬁnirunemesureextérieuresurRenutilisantlethéorème1.20deprolongement,cequinousconduiraàlamesuredeLebesgue.Ilsemblenatureldedéﬁnirla«mesure»d’unélémentA=nk=1IkdeBoùlesIksontintervallesdeuxàdeuxdisjointsparν(A)=nk=1ℓ(Ik),maispourcefairenousdevonsvériﬁerquecelanedépendpasdelapartitiondeApardesintervalles.Levolumed’unpavéP=nk=1IkdeRnestν(P)=nk=1ℓ(Ik)∈R+etceluid’unélémentA=mk=1Pkdel’algèbredeBooleengendréeparPestν(A)=mk=1ν(Pk)oùonconvienttoujoursque0(+∞)=(+∞)0=0.Pourtouteα∈Rnettoutréelnonnulλ,α+λP=nk=1(αk+λIk)estunpavéetona:ν(α+λP)=nk=1ℓ(αk+λIk)=|λ|nν(P)Pourcequisuitonselimiteàl’étudedétailléedelamesuredeLebesguesurR,lerésultatsanaloguespourRnétantadmis.Lemme1.6SiI=[a,b]estunintervalleréelfermébornéet(Ik)1⩽k⩽nunesuiteﬁnied’intervallesréelstellequeI⊂nk=1Ik,onaalorsℓ(I)⩽nk=1ℓ(Ik).DémonstrationSil’undesintervallesIjpourjcomprisentre1etnestnonborné,onaalorsℓ(Ij)=+∞etℓ(I)=b−a<nk=1ℓ(Ik)=+∞.OnsupposedoncquechaqueintervalleIkpourkcomprisentre1etnestbornéetonnoteak⩽bksesextrémités.Onraisonneparrécurrencesurn⩾1.Pourn=1,l’inclusionI⊂I1setraduitpar−∞<a1⩽a⩽b⩽b1<+∞etonaℓ(I)=b−a⩽b1−a1=ℓ(I1).Supposonslerésultatacquispourn−1⩾1etsoitI⊂nk=1Ikunrecouvrementﬁnidel’intervalleIpardesintervallesIkbornés.L’extrémitébdeIestcontenuedansl’undesIket,enmodiﬁantaubesoinlanumérotation,onpeutsupposerquek=n,soitquean⩽b⩽bn.Sian⩽a,onaalorsan⩽a⩽b⩽bn,soitI⊂In
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LamesuredeLebesguesurRetsurRn33etℓ(I)⩽ℓ(In)⩽nk=1ℓ(Ik).Sinon,onaa<an⩽b⩽bn,donc[a,an[⊂n−1k=1Iketparhypothèsederécurrenceonaan−a⩽n−1k=1ℓ(Ik),cequiimpliquecomptetenudeb−an⩽bn−an=ℓ(In)que:ℓ(I)=b−a=(b−an)+(an−a)⩽nk=1ℓ(Ik)Lemme1.7SiI=[a,b]estunintervalleréelfermébornéet(In)n∈Nunesuited’intervallesréelstellequeI⊂n∈NIn,onaalorsℓ(I)⩽n∈Nℓ(In).DémonstrationSil’undesInestnonborné,lerésultatestalorsévidentcommepourlelemmeprécédent.OnsupposequechaqueintervalleInpourn∈Nestbornéetonnotean⩽bnsesextrémités.Pourε>0donné,ondésignepar(In(ε))n∈Nlasuited’intervallesouvertsdéﬁnieparIn(ε)=an−ε2n+2,bn+ε2n+2etonaunrecouvrementouvertI⊂n∈NIn(ε)ducompactI=[a,b]duquelonpeutextraireunsous-recouvrementﬁniI⊂nεk=1Jk.Ondéduitalorsdulemmeprécédentque:ℓ(I)⩽nεk=1ℓ(Jk)⩽+∞n=0ℓ(In(ε))=+∞n=0bn−an+ε2n+1⩽+∞n=0ℓ(In)+ε+∞n=012n+1=+∞n=0ℓ(In)+εFaisanttendreεvers0,onendéduitqueℓ(I)⩽n∈Nℓ(In).Lemme1.8SiIestunintervalleréelet(In)n∈Nunesuited’intervallesréelstellequeI⊂n∈NIn,onaalorsℓ(I)⩽n∈Nℓ(In)(ℓestsous-additive).DémonstrationSin∈Nℓ(In)=+∞,lerésultatestalorsévident.Silasérien∈Nℓ(In)estconvergente,touslesInsontalorsbornés.Ennotanta⩽blesextré-mitésdeI,pourtoutsegmentI=[a,b]contenudansI,onaI⊂n∈NInetdulemmeprécédentondéduitqueℓ(I)=b−a⩽n∈Nℓ(In)<+∞.Ilenrésulte
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34Théoriedelamesurequeaetbsontﬁnis,puisfaisanttendre(a,b)vers(a,b),onendéduitlerésultatannoncé.Lemme1.9Si(In)n∈Nestunesuited’intervallesdeuxàdeuxdisjointsinclusdansunintervalleI,onaalorsℓ(I)⩾n∈Nℓ(In).DémonstrationSiℓ(I)=+∞,lerésultatestalorsévident.OnsupposequeIestbornéd’extrémitésa⩽b.CommeIn⊂Ipourtoutn∈N,touscesintervallessontbornésetonank=0Ik⊂Ipourtoutn∈N∗.Enmodiﬁantaubesoinlanumérotationetennotantak⩽bklesextrémitésdechaqueintervalleIk,commeilssontdeuxàdeuxdisjoints,onpeutsupposerque:a⩽a0⩽b0<a1⩽b1<···<an−1⩽bn−1<an⩽bn⩽betona:nk=0ℓ(Ik)=nk=0(bk−ak)⩽n−1k=0(ak+1−ak)+(bn−an)⩽an−a0+b−an⩽b−a=ℓ(I)Faisanttendrenversl’inﬁni,onendéduitlerésultatannoncé.Théorème1.21.SiIestunintervalleréelet(In)n∈Nunesuited’intervallesréelsdeuxàdeuxdisjointstellequeI=n∈NIn,onaalorsℓ(I)=n∈Nℓ(In).DémonstrationC’estuneconséquencedesdeuxlemmesprécédents.Corollaire1.6.Si(Ik)1⩽k⩽net(Jk)1⩽k⩽nsontdeuxsuitesﬁniesd’in-tervallesréelsdeuxàdeuxdisjointstellequenk=1Ik=mk=1Jk,onaalorsnk=1ℓ(Ik)=mk=1ℓ(Jk).DémonstrationLethéorèmeprécédent(quiestvalablepourlessuitesﬁniesenprenantlesInvidesàpartird’uncertainrang)nousditquelerésultatestacquispourn=1etm∈N∗.Pourn⩾2ettoutentierjcomprisentre1etn,onaIj=mk=1Ij∩Jk,lesIj∩Jkétantdesintervallesdeuxàdeuxdisjoints,doncℓ(Ij)=mk=1ℓ(Ij∩Jk)(cas
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LamesuredeLebesguesurRetsurRn35n=1),cequiimpliqueque:nj=1ℓ(Ij)=nj=1mk=1ℓ(Ij∩Jk)=mk=1nj=1ℓ(Ij∩Jk)=mk=1ℓ(Jk)Onpeutdoncdéﬁnirlafonctiond’ensembleν:B→R+parν(A)=nk=1ℓ(Ik)pourtoutA=nk=1Ik∈BoùlesIksontintervallesdeuxàdeuxdisjoints.Cettefonctioncoïncideavecℓsurl’ensembleIdesintervallesréelsetenparticulier,onaν(∅)=0.Lemme1.10Lafonctiond’ensembleνestσ-additive.DémonstrationIls’agitdevériﬁerquesi(An)n∈Nestunesuited’élémentsdeBdeuxàdeuxdisjointstellequeA=n∈NAn∈B,onaalorsν(A)=n∈Nν(An).SilesAnetAsontdesintervalles,c’estlethéorème1.21.SilesAnsontdesintervalles,onaalorsA=mp=1Ip=n∈NAnoùlesIpsontdesintervallesdeuxàdeuxdisjoints,doncIp=Ip∩A=n∈NIp∩AnpourpﬁxéoùlesIp∩Ansontdesintervallesdeuxàdeuxdisjointsetlethéorème1.21nousditqueℓ(Ip)=n∈Nℓ(Ip∩An),cequiimpliqueque:ν(A)=mp=1ℓ(Ip)=mp=1n∈Nℓ(Ip∩An)=n∈Nmp=1ℓ(Ip∩An)avecAn=An∩A=mp=1An∩IpoùlesAn∩Ipsontdesintervallesdeuxàdeuxdisjoints,doncν(An)=ℓ(An)=mp=1ℓ(Ip∩An)etν(A)=n∈Nν(An).Pourlecasgénéral,chaqueAn=mnj=1In,jestréuniondisjointed’intervallesIn,jetA=n∈NAn=n∈Nmnj=1In,jestaussiréuniondénombrabled’intervallesdeuxàdeuxdisjoints,cequinousdonned’aprèslecasprécédent:ν(A)=n∈Nmnj=1ℓ(In,j)=n∈Nν(An)
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36ThéoriedelamesureLethéorème1.20nousditalorsquelafonctiond’ensembledéﬁniesurP(R)parν∗(A)=infA⊂n∈NAnn∈Nν(An)∈R+,laborneinférieureétantprisesurtouteslessuites(An)n∈Nd’élémentsdeBtellesqueA⊂n∈NAnestunemesureextérieure.Onaν∗(A)=ν(A)pourtoutA∈Betenparticulierν∗(I)=ℓ(I)pourtoutintervalleI.Cettemesureextérieureestaussidéﬁniepar:ν∗(A)=infA⊂n∈NInn∈Nℓ(In)laborneinférieureétantprisesurtouteslessuitesd’intervallesréels(In)n∈NtelsqueA⊂n∈NIn.Eneﬀet,pourtoutrecouvrementA⊂n∈NInpardesintervallesréels,onaν∗(A)⩽n∈Nℓ(In)puisquecesintervallessontdesélémentsdeB,doncν∗(A)⩽ℓ∗(A)=infA⊂n∈NInn∈Nℓ(In).Danslecasoùν∗(A)=+∞,onal’égalitéν∗(A)=ℓ∗(A).Siν∗(A)estﬁni,ilexistepourtoutréelε>0unesuite(An)n∈Nd’élémentsdeBtellequeA⊂n∈NAnetν∗(A)⩽n∈Nν(An)<ν∗(A)+εoùchaqueAn=mnj=1In,jestréuniondisjointed’intervallesIn,j,cequinousdonne:ν∗(A)+ε>n∈Nmnj=1ℓ(In,j)⩾ℓ∗(A)Leréelε>0étantquelconque,onaν∗(A)⩾ℓ∗(A)etl’égalitéν∗(A)=ℓ∗(A).Onnoteraℓ∗lamesureextérieureν∗.Théorème1.22.Lamesureextérieureℓ∗estinvariantepartranslation(i.e.tellequeℓ∗(α+A)=ℓ∗(A)pourtousA∈P(R)etα∈R).DémonstrationSoientAunepartienonvidedeXetα∈R.Pourtoutrecou-vrementdeApardesintervallesA⊂n∈NIn,onaα+A⊂n∈N(α+In)oùlesα+Insontdesintervalles,doncℓ∗(α+A)⩽n∈Nℓ(α+In)=n∈Nℓ(In),cequiimpliquequeℓ∗(α+A)⩽ℓ∗(A).DufaitqueA=−α+(α+A),ilenrésultequeℓ∗(A)=ℓ∗(−α+(α+A))⩽ℓ∗(α+A),d’oùl’égalitéℓ∗(α+A)=ℓ∗(A).
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LamesuredeLebesguesurRetsurRn37Déﬁnition1.13.L’espacemesuré(X,Aℓ∗,ℓ∗)associéàlamesureexté-rieureℓ∗(théorème1.16deCarathéodory)estl’espacemesurédeLebesguesurR.LatribuAℓ∗estlatribudeLebesgue,lamesureℓ∗surcettetribuestlamesuredeLebesgueetlesélémentdeAℓ∗sontsontditsLebesgue-mesurables.Unsous-ensembleAdeRestdoncLebesgue-mesurablesi,etseulement,pourtoutepartieEdeR,onalaconditiondeCarathéodory:ℓ∗(E)=ℓ∗(E∩A)+ℓ∗(E\A)oudemanièreéquivalente:ℓ∗(E)⩾ℓ∗(E∩A)+ℓ∗(E\A)OnnoteraL(R)=Aℓ∗latribudeLebesgueetλ=ℓ∗lamesuredeLebesguesurR.EnécrivantqueR=n∈Z[n,n+1[chaqueintervalle[n,n+1[étantdelongueurégaleà1onvoitquelafonctiond’ensembleνestσ-ﬁniedonclethéorème1.20nousditquelamesuredeLebesgueestl’uniquemesuresurσ(B)=BRquiprolongeℓ.Lemme1.11LatribudeLebesgueeststablepartranslationetlamesuredeLe-besgueestinvariantepartranslation.DémonstrationSiA∈L(R)etα∈R,onaalorspourtoutepartieEdeR:E∩(α+A)={y∈R;y=α+x∈Eoùx∈A}=α+A∩(−α+E)E\(α+A)={y∈R;y∈E,x=−α+y/∈A}=α+(−α+E)\Adonc:ℓ∗(E∩(α+A))+ℓ∗(E\(α+A))=ℓ∗(α+A∩(−α+E))+ℓ∗(α+(−α+E)\A)=ℓ∗(A∩(−α+E))+ℓ∗((−α+E)\A)=ℓ∗(−α+E)=ℓ∗(E)puisquelamesureextérieureℓ∗estinvariantepartranslation,doncα+A∈L(R).Ilenrésultequeλquiestlarestrictiondeℓ∗àL(R)estaussiinvariantepartranslation.LatribudeLebesgueL(R)eststrictementcontenuedansP(R),c’est-à-direqu’ilexistedespartiesdeRnonLebesgue-mesurable.Lajustiﬁcationdecerésultatutilisel’axiomeduchoix(voirlesexercices1.12et1.13).Exemples1.4•ToutepartienégligeabledeR(i.e.tellequeℓ∗(A)=0)estLebesgue-mesurable(demesurenulle)d’aprèslethéorème1.17.•UnthéorèmedeLebesguenousditqu’unefonctionf:[a,b]→EoùEestunespacedeBanachestRiemann-intégrablesi,etseulementsi,l’ensembledesespointsdediscontinuitéestnégligeable(théorème8.13de[36]).
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38Théoriedelamesure•Uneréuniondénombrabled’intervallesréelsestLebesgue-mesurable(voirl’exercice1.11).•ToutouvertdeRétantréuniondénombrabled’intervallesouverts(théorème2.4de[36]),ilestLebesgue-mesurable.Parpassageaucomplémentaire,ilenrésultequetoutfermédeRestLebesgue-mesurableetenconséquencelamesureextérieureℓ∗estmétrique(théorème1.18deCarathéodory),cequisigniﬁequel’onℓ∗(A∪B)=ℓ∗(A)+ℓ∗(B)pourtoussous-ensemblesA,BdeRtelsqued(A,B)>0.•LatribudeBorelB(R)quiestengendréeparlesouvertsestcontenuedanslatribudeLebesgueL(R).LethéorèmequisuitnousdonnedescaractérisationsdesensemblesLebesgue-mesurablesutilisantlesouvertsoulesfermés(voiraussilethéorème1.15).Théorème1.23.SoitAunepartiedeR.Lespropriétéssuivantessontéquivalentes:1.AestLebesgue-mesurable;2.pourtoutréelε>0,ilexisteunouvertOdeRquicontientAtelqueℓ∗(O\A)<ε;3.ilexisteunesuited’ouverts(On)n∈NtellequeB=n∈NOncontientAetℓ∗(B\A)=0;a4.pourtoutréelε>0,ilexisteunferméFdeRcontenudansAtelqueℓ∗(A\F)<ε;5.ilexisteunesuitedefermés(Fn)n∈NtellequeC=n∈NFnestcontenudansAetℓ∗(A\C)=0;b6.Aestlaréuniond’unborélienetd’unnégligeable.a.UntelensembleBestappeléGδ-ensemble.b.UntelensembleCestappeléFδ-ensemble.Démonstration(1)⇒(2)SoitALebesgue-mesurabledemesureﬁnie.Pourtoutréelε>0ilexisteunesuite(In)n∈Nd’intervallestelleque:A⊂n∈NInetλ(A)⩽n∈Nℓ(In)<λ(A)+ε2Pourtoutentiern⩾0,l’intervalleInestbornéetonpeuttrouverunintervalleouvertIn(ε)telqueIn⊂In(ε)etℓ(In(ε))=ℓ(In)+ε2n+2(pourInd’extrémitésan<bn,onprendIn(ε)=an−ε2n+3,bn+ε2n+3).L’ensembleO=n∈NIn(ε)
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