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      Capítulo 2


      Eletrostática

    


    A eletrostática lida com a interação entre corpos carregados em repouso e com a análise de campos produzidos por distribuições de cargas em repouso. A carga elétrica é uma grandeza fundamental, tal como, por exemplo, a massa, o comprimento e o tempo. Experimentos demonstraram que cargas elétricas satisfazem às seguintes propriedades:


    
      	Existem dois tipos de carga na natureza, que diferem na forma com que interagem.


      	Cargas do mesmo tipo se repelem, e cargas de tipos distintos se atraem.


      	Para representar o tipo de interação entre cargas, atribui-se o sinal positivo para cargas de um tipo, e o negativo para cargas pertencentes ao segundo tipo.


      	A carga é quantizada, e o quantum de carga elétrica corresponde à carga de um elétron e vale 1 1.60× 10-19 Coulombs. O Coulomb é a unidade de carga no Sistema Internacional (SI) de unidades.


      	A carga total em um sistema isolado é conservada. Por sistema isolado, nesse caso, subtende-se aquele que bloqueie entrada ou saída de matéria, mas que seja suscetível a penetração ou emissão de radiação eletromagnética.


      	Historicamente, foi atribuído o sinal negativo à carga do elétron.

    


    Essas são as propriedades fundamentais da carga elétrica. Toda a eletrostática e as propriedades gerais relacionando campos e cargas e as forças decorrentes da interação entre corpos eletrizados são consequência de uma lei experimental fundamental, a lei de Coulomb. Dessa lei é derivada toda a formulação detalhada neste capítulo.


    2.1 Campo eletrostático


    2.1.1 Lei de Coulomb


    Realizando, em 1785, uma série de experimentos com uma balança de torção de alta precisão, Coulomb determinou que a força entre objetos puntiformes carregados era inversamente proporcional ao quadrado da distância e proporcional ao produto das cargas. Entende-se por objetos puntiformes aqueles cujas dimensões típicas são pequenas comparadas à distância de separação. Foi também observado que a linha de ação da força era dirigida ao longo da linha de separação entre cargas. Com base na Figura 2.1, a relação matemática obtida por Coulomb pode ser posta na forma vetorial


    
      [image: Equação]
    

    (2.1)


    em que ε0 é a permissividade elétrica do vácuo, e q1 e q2 são os valores das cargas localizadas nos pontos [image: ] e [image: ], respectivamente. Em unidades SI, [image: ]. Em (2.1), o termo [image: ] representa a força sobre a carga q2 devido a q1, que será repulsiva ou atrativa, se o produto das cargas for positivo ou negativo, respectivamente.


    Outro resultado importante obtido de observações experimentais é que a força eletrostática obedece ao princípio da superposição, isto é, a força total sobre uma carga de teste, produzida por um conjunto de cargas puntiformes, pode ser obtida somando vetorialmente a força produzida por cada carga individual, na ausência das demais. Consequentemente, para a situação ilustrada na Figura 2.2, a força total sobre a carga qt devido ao conjunto de cargas qi pode ser obtida de


    
      [image: Equação]
    

    (2.2)
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      Figura 2.1 – Disposição geométrica de cargas elétricas para o cálculo da força expressa por (2.1).
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      Figura 2.2 – Configuração de cargas para o cálculo da força total sobre uma carga de teste qt.
    

    2.1.2 Campo elétrico


    A. Conceituação do campo elétrico


    Observa-se que uma carga elétrica produz uma região de influência ao seu redor. O efeito pode ser sentido por outro objeto carregado, posicionado nas imediações da carga. Esse transmissor de efeito, que se faz presente no espaço, a partir da existência de uma carga, é denominado campo elétrico. No regime em que os objetos carregados interagentes estão em repouso, o campo elétrico recebe a denominação de campo eletrostático.


    A caracterização do campo elétrico produzido por um conjunto de cargas elétricas pode ser feita colocando uma carga de teste qt na região de campo, e medindo a força elétrica [image: ] produzida sobre qt. A magnitude da carga de teste deve ser pequena de forma a não perturbar o campo originalmente presente. A partir dessa medição, o campo elétrico pode ser definido pela relação


    
      [image: Equação]
    

    (2.3)


    De acordo com essa definição, o campo elétrico é independente da existência de uma carga no ponto de observação, sendo medido, no sistema SI, em unidades de Newton/Coulomb.


    Por exemplo, uma carga puntiforme positiva produz um campo elétrico radial conforme ilustrado na Figura 2.3. A dependência espacial do campo elétrico nessa situação é mais convenientemente obtida, admitindo um sistema de coordenadas tendo como origem a posição da carga puntiforme. Nesse sistema, o vetor campo elétrico observado no ponto de coordenadas (R,θ,[image: phi]) é dado por
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    (2.4)
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      Figura 2.3 – Ilustração do campo elétrico de uma carga puntiforme positiva.
    

    Como mostra a (2.4), o vetor campo elétrico de uma carga puntiforme é radial, o que caracteriza a natureza central da força eletrostática, sendo dependente apenas do inverso do quadrado da distância.


    A generalização de (2.3) para o campo produzido por um conjunto de cargas discretas é obtida diretamente da expressão para a força eletrostática dada por (2.2), resultando em
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    (2.5)


    B. Linhas de campo


    Considere a existência no espaço de uma distribuição de cargas que produz um campo elétrico. Se uma carga de teste positiva fosse colocada em um determinado ponto dessa região, sofreria uma aceleração que, em cada ponto da trajetória, teria mesma direção e mesmo sentido do vetor força elétrica, e, por conseguinte, do vetor campo elétrico sobre a carga de teste. Uma linha de campo é uma curva que fornece, em cada ponto, a direção inicial da trajetória que seria descrita por uma carga de teste inicialmente em repouso. É importante salientar que a linha de campo assim definida não corresponde à trajetória completa que seria seguida pela carga de teste, uma vez que esta deve estar inicialmente em repouso, e não em movimento, de acordo com a definição.


    Para uma dada distribuição de campo elétrico, equações para as linhas de campo podem ser obtidas fazendo as correspondências apropriadas entre as componentes do campo e as coordenadas. Considere, por exemplo, o traçado de linhas em um plano, com o campo decomposto em uma base ortonormal na forma
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    (2.6)


    De acordo com a definição de linha de campo, o vetor campo elétrico deve ser tangente à curva correspondente em cada ponto. Sendo dl1 e dl2 os comprimentos diferenciais ao longo das direções 1 e 2, respectivamente, conforme ilustrado na Figura 2.4, a equação da linha de campo tem de satisfazer à relação


    
      [image: Equação]
    

    (2.7)
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      Figura 2.4 – Construção para o traçado de linhas de campo no plano.
    

    Conhecendo a dependência espacial das componentes do campo, pode-se resolver a equação diferencial expressa por (2.7) para obtenção da equação da linha que passa por um dado ponto do espaço. Se uma solução analítica de (2.7) não puder ser obtida, recorre-se a métodos numéricos de solução. Ambientes gráficos computacionais, tais como Mathcad, Mathematica e Matlab, permitem programar de forma rápida e eficiente o cálculo e o traçado de linhas de campo.


    Exemplo 2.1: Linhas de campo de uma carga
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      Figura 2.5 – Linhas de campo para uma carga puntiforme: (a) positiva; (b) negativa.
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      Figura 2.6 – Construção geométrica para determinação das linhas de campo de um par de cargas.
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      Figura 2.7 – Linhas de campo: (a) [image: ], (b) [image: ].
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      Figura 2.8 – Linhas de campo no espaço tridimensional: (a) dipolo, (b) cargas nos vértices de um tetraedro, todas de mesmo sinal, e (c) uma com sinal oposto em relação às demais.
    

    2.1.3 O conceito de cargas distribuídas
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      Figura 2.9. – Construção geométrica para determinação do campo produzido por um elemento diferencial de volume de um meio material.
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      Figura 2.10 – Elementos de definição de distribuições de carga: (a) volumétrica, (b) superficial e (c) linear.
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      Figura 2.11 – Esfera carregada com densidade uniforme.
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      Figura 2.12 – Dependência funcional da componente radial do campo eletrostático produzido por uma esfera de raio a, carregada uniformemente.
    

    2.2 Lei de Gauss para a eletrostática


    2.2.1 Vetor densidade de fluxo elétrico (deslocamento elétrico)
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      Figura 2.13 – Carga puntiforme: (a) envolvida e (b) não envolvida por uma superfície fechada.
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      	O fluxo elétrico para o exterior da região limitada por uma superfície fechada é igual à carga envolvida por essa superfície.
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      Figura 2.14 – Construções geométricas para aplicação da lei de Gauss para uma distribuição de carga: (a) discreta, (b) volumétrica, (c) superficial e (d) linear.
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    2.2.2 Determinação de campos com o emprego da lei de Gauss
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      Figura 2.15 – Construção para ilustrar as operações de simetria para o caso de uma distribuição de carga uniforme em uma esfera de raio a.
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      Figura 2.16 – Construção geométrica para determinação da componente resultante do deslocamento elétrico da esfera uniformemente carregada.
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      Figura 2.17 – Construção geométrica para o cálculo de (2.67).
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      	Como o fio é infinitamente longo, não importa em que plano transversal do fio esteja localizada a origem, o que implica a existência de simetria de translação ao longo da direção z. Assim, as componentes de campo que existirem independem da variável z.


      	Rotações arbitrárias no ângulo [image: phi] igualmente não alteram a distribuição de carga, indicando também que as componentes presentes do campo independem dessa variável.


      	Translação na direção radial afeta a distribuição, e as componentes do campo devem, portanto, depender apenas da variável r.
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      Figura 2.18 – Construção geométrica utilizada para a determinação do deslocamento elétrico de um filamento retilíneo infinitamente longo com o emprego da lei de Gauss.
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      Figura 2.19 – (a) Plano com densidade uniforme de carga. (b) Construção geométrica para determinação da direção do campo.(c) Plano de carga e superfície gaussiana para o cálculo de[image: ].
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    2.3 Potencial elétrico


    2.3.1 Definição da função potencial
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      Figura 2.20 – Construção ilustrando a disposição geométrica entre a superfície equipotencial e o vetor campo elétrico de uma carga puntiforme.
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      Figura 2.21 – Construção geométrica para o Exemplo 2.9.
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      Figura 2.22 – Disco carregado do Exemplo 2.10.
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    2.3.2 Diferença de potencial e circulação do campo elétrico
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      Figura 2.23 – Caminho fechado utilizado para o cálculo da circulação do campo elétrico.
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    2.3.3 Energia de uma carga puntiforme em uma região de campos
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      Figura 2.24 – Construção geométrica utilizada no cálculo da energia potencial de uma carga discreta em uma região de campo.
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    2.3.4 Energia de uma distribuição de cargas
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      Figura 2.25 – Conjunto de N cargas e parâmetros de definição para o cálculo da energia de interação.
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    2.4 Equações de Maxwell para a eletrostática no vácuo


    2.4.1 Forma integral
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      Figura 2.26 – Região de carga espacial sob ação de um campo elétrico.
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      Figura 2.27 – Regiões de integração para o cálculo de (a) (2.67) e (b) (2.119).
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    2.4.2 Forma diferencial
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    2.4.3 Densidade de energia
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    2.5 Eletrostática em meios materiais


    2.5.1 Potencial do dipolo elétrico
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      Figura 2.28 – Um dipolo elétrico.
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      	Variação com a distância na proporção 1/R2, que é mais acentuada do que aquela do monopolo elétrico que varia na proporção 1/R.


      	O vigor do efeito não depende individualmente de cada carga ou das localizações das cargas, mas apenas da magnitude do produto qd.


      	A grandeza que produz o efeito, o momento de dipolo, é um vetor que aponta no sentido que vai do polo negativo para o polo positivo.


      	A grandeza fundamental que produz o efeito, o momento de dipolo, tem de ser um vetor, pois, além da dependência com a distância, há também dependência direcional do potencial.
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      Figura 2.29 – Ilustração para o Exemplo 2.14.
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    2.5.2 Campo do dipolo elétrico
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      Figura 2.30 – Linhas de campo para o dipolo elétrico calculadas: (a) na região próxima e (b) na região distante (regime assintótico).
    

    2.5.3 Dipolo sob ação de um campo elétrico
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      Figura 2.31 – Dipolo elétrico em uma região de campo.
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      Figura 2.32 – Construção geométrica para o cálculo da energia de interação entre dois dipolos.
    

    2.5.4 Campo de uma distribuição de dipolos – vetor polarização
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      Figura 2.33 – Construção geométrica para determinação do campo da matéria polarizada.
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      Figura 2.34 – Placa delgada polarizada do Exemplo 2.15.
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    2.5.5 Cargas de polarização (cargas ligadas)
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      Figura 2.35 – Construção geométrica para o cálculo da função potencial associada a um meio material.
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      	Cinta lateral de altura t: [image: ]
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      Figura 2.36 – (a) Esfera isolante uniformemente polarizada. (b) Representação equivalente por cargas de polarização.
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      	O campo em seu interior é uniforme, ou seja, o campo em qualquer ponto no interior da esfera é dado por (2.208).


      	No exterior, o campo é exatamente aquele de um dipolo localizado na origem, com momento de dipolo igual ao momento de dipolo da esfera. Ou seja, é dado exatamente por (2.171), com
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      Figura 2.37 – Linhas de campo para a esfera uniformemente polarizada.
    

    2.5.6 Relação constitutiva e forma final das equações de Maxwell para a eletrostática
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      Figura 2.38 – Cilindro polarizado e superfície gaussiana para o Exemplo 2.18.
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    2.5.7 Tipos de dielétricos


    A. Dielétricos lineares – susceptibilidade e permissividade elétrica
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      Figura 2.39 – Curva de polarização para um meio linear.
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      Figura 2.40 – Distribuição esferossimétrica de cargas sob a ação de um campo elétrico.
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      Figura 2.41 – (a) Esfera carregada com cobertura dielétrica. (b) Cargas de polarização equivalentes e ilustração do efeito de enfraquecimento do campo.
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    B. Dielétricos anisotrópicos
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      Figura 2.42 – Ilustração de uma porção da estrutura cristalina do cloreto de sódio.
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      Figura 2.43 – (a) Estrutura tetraédrica SiO4. (b) Configuração dos tetraedros SiO4 vista no plano ab.
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    C. Dielétricos não lineares
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      Figura 2.44 – Curva de histerese em um dielétrico ferroelétrico.
    

    2.6 Energia eletrostática na presença de dielétricos


    2.6.1 Energia no ponto de vista da fonte do campo
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      Figura 2.45 – Construção para determinação da energia de um sistema de cargas e dielétricos.
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      Figura 2.46 – Representação da relação entre potencial e densidade de cargas no espaço de estado.
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    2.6.2 Energia no ponto de vista do campo
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      Figura 2.47 – Trajetória da integral de linha de (2.250) no espaço de estado.
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      Figura 2.48 – Curva de histerese para o Exemplo 2.23.
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    2.7 Condições de contorno
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      Figura 2.49 – Trecho da interface entre dois meios distintos e construção geométrica utilizada para a determinação das condições de contorno.
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      Figura 2.50 – Gráficos qualitativos da componente normal do deslocamento elétrico como função da coordenada normal à interface entre dois meios.
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      Figura 2.51 – Configuração do campo elétrico na interface entre dois meios.
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      Capítulo 4


      Condução elétrica

    


    Neste capítulo, são analisadas as propriedades de condução em meios materiais a partir das quais se podem estabelecer, entre outras questões, a conexão entre fluxo de carga e campo aplicado, a formulação matemática do princípio da conservação da carga, e como se dá o intercâmbio entre campo elétrico e portadores de carga. Em sólidos, por exemplo, as propriedades de transporte de carga são estabelecidas pela estrutura de bandas de energia. Dependendo do tipo de sólido, haverá uma maior ou menor facilidade de movimento de portadores de carga. O fluxo de cargas ou portadores é quantificado externamente conceituando-se a corrente elétrica, uma grandeza que pode ser medida em laboratório. É possível produzir essa corrente elétrica, por exemplo, pela aplicação de uma diferença de potencial entre pontos de contato em áreas distintas na superfície do material, como é o caso de materiais condutores, ou mesmo pela aplicação de radiação eletromagnética em semicondutores. Além de transporte de portadores em sólidos, há também a possibilidade de transporte de íons positivos e negativos ou elétrons individuais em um gás ionizado. Os conceitos básicos derivados neste capítulo também servem para avaliar as propriedades de transporte nessa situação.


    4.1 Propriedades de condução em sólidos


    As propriedades de condução de materiais dependem, entre outros aspectos, dos tipos de átomos constituintes e da densidade, ou seja, da proximidade desses constituintes. As propriedades de condução podem ser formuladas com base na teoria quântica e na análise de sistemas de muitas partículas, esta última fundamentada na mecânica estatística, bem como no âmbito da física atômica e molecular e, no caso de sólidos e líquidos, da física da matéria condensada.


    No caso específico de sólidos, por exemplo, a teoria quântica prevê que os níveis de energia de elétrons de um átomo isolado formam um conjunto discreto de valores, conforme ilustrado no diagrama à esquerda na Figura 4.1. No estado de mais baixa energia ou no estado natural, os elétrons permanecem ligados ao átomo. Geralmente, é necessária muita energia para liberar um dado elétron do átomo. Quando dois ou mais átomos se aproximam, a partir de uma certa distância de aproximação, os níveis de energia começam a ser subdivididos, conforme ilustrado no diagrama central da Figura 4.1. Quando mais e mais átomos são arranjados para formar o sólido, os níveis de energia resultantes desse arranjo ficam tão próximos entre si que possibilitam a formação de faixas contínuas de energias permitidas e proibidas para os elétrons, ou bandas de energia, ilustradas no diagrama à direita da Figura 4.1. Elétrons possuindo energia nas bandas de energia inferiores, genericamente denominadas bandas de valência, tendem a permanecer localizados na região em torno de seus átomos de origem e de átomos vizinhos, participando, dessa forma, da ligação química responsável pela coesão do sólido. Por outro lado, elétrons com energia na faixa de valores permitidos da banda de condução podem transitar no interior do material seja através da aplicação de um campo externo, de radiação eletromagnética, seja naturalmente, como resultado das vibrações térmicas no sólido. A disposição relativa entre as bandas de valência e de condução determina, portanto, as propriedades de condução de sólidos.
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      Figura 4.1 – Ilustração da modificação dos níveis de energia de um ou mais átomos, produzida pela redução gradual da separação interatômica.
    

    Na Figura 4.2 estão representados, de forma simplificada, diagramas com uma banda de valência e uma banda de condução. No diagrama à esquerda, existe uma larga faixa de energias de largura Eg que separa os limites superior da banda de valência, Ev, e inferior da banda de condução, Ec. Além disso, a banda de valência tem todos os níveis de energia ocupados, e a banda de condução tem todos os níveis disponíveis. A grande separação entre as duas bandas, no entanto, impede que elétrons da banda de valência transitem para um estado na banda de condução por algum mecanismo de troca de energia, como, por exemplo, pela aplicação de um campo elétrico externo. Apenas um campo externo muito intenso – que provocaria destruição parcial no material – ou a exposição do material a fótons altamente energéticos – radiação UV ou raios X, que também podem danificar o material – poderiam causar essa transição. Materiais exibindo esse tipo de estrutura de bandas são genericamente denominados isolantes. A alteração elétrica desses materiais sob a ação de um campo elétrico é descrita pelo vetor polarização, tratado no capítulo 2.


    No diagrama central da Figura 4.2, a faixa ocupada pela banda proibida é bem menor que aquela associada a um isolante, sendo relativamente mais fácil que elétrons adquiram estados de energia na banda de condução. Em geral, a parte de mais alta energia da banda de valência tem uma fração não ocupada por elétrons devido à excitação térmica destes para a banda de condução. Materiais exibindo esse tipo de estrutura são genericamente classificados como semicondutores. Esses materiais também podem ter suas propriedades de transporte de carga alteradas por um processo conhecido como dopagem. A disponibilidade de estados de energia nas duas bandas facilita o transporte de elétrons pela aplicação de um campo elétrico razoavelmente moderado no material.


    No diagrama à direita da Figura 4.2, a banda de valência é totalmente preenchida e a banda de condução é parcialmente preenchida, havendo, assim, a disponibilidade de níveis de energia para serem ocupados na banda de condução. Além disso, há também a possibilidade de as duas bandas de energia terem faixas de mesmo nível, não existindo, assim, uma faixa proibida separando as duas bandas. Nesses casos, o topo da banda de valência tem um nível Ev superior ao limite inferior Ec da banda de condução. Elétrons na banda de condução podem transitar pelo sólido sob a ação de um campo elétrico externo relativamente fraco, e materiais exibindo esse tipo de estrutura de bandas são denominados condutores.


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.2 – Esquema simplificado de representação da estrutura de bandas de energia para três tipos de materiais.
    

    Os tipos de materiais de interesse no presente capítulo são aqueles em que há possibilidade de fluxo de carga sob a ação de um campo elétrico aplicado, como é o caso de semicondutores e condutores ou mesmo de uma região de cargas suspensas, como em um gás ionizado, por exemplo. São conceituadas grandezas representativas da resposta desses materiais na presença de um campo externo, como a corrente e a densidade de corrente elétrica, e são definidos os parâmetros representativos do grau de condutividade de materiais, tanto do ponto de vista microscópico como macroscópico. Além disso, é desenvolvida uma expressão matemática para o princípio da conservação da carga e obtida a relação que permite quantificar o intercâmbio de energia entre campos e cargas em meios de condução.


    4.2 Densidade de corrente


    4.2.1 Corrente elétrica


    Cargas em movimento em um meio constituem uma corrente elétrica que é medida pela vazão da carga através de uma determinada seção de área do meio de condução. Com base na Figura 4.3, se dq Coulombs atravessam a seção transversal do fio condutor em um tempo dt segundos, então a corrente elétrica I é definida pela relação


    
      [image: Equação]
    

    (4.1)


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.3 – Construção geométrica para definição da corrente elétrica em um condutor.
    

    A unidade elétrica da grandeza I no SI é o Coulomb/seg ≡ Ampère (sigla A). A corrente elétrica, apesar de ser uma grandeza útil na quantificação da vazão de cargas, não pode fornecer detalhes sobre a distribuição de corrente em cada ponto do meio de condução. Para isso, torna-se necessário o emprego de grandeza vetorial que forneça tanto a direção e o sentido do fluxo de cargas em cada ponto do meio, quanto a intensidade desse fluxo. Considere por um momento a situação ilustrada na Figura 4.4, em que é admitida a hipótese muito simplificadora de que todos os portadores de carga q no meio de condução estejam se movendo com a mesma velocidade [image: ]. Considere a seção de área diferencial do meio de condução, com o vetor[image: ] formando um ângulo θ com o vetor velocidade [image: ]. Nessas condições, em um tempo [image: ], a quantidade de carga que atravessa a seção retangular de área [image: ], tendo largura w e comprimento de aresta l, ocupa o volume [image: ] do paralelepípedo. Este tem uma aresta alinhada com a direção de u. Ou seja, com essa construção, nenhum portador atravessa qualquer superfície do paralelepípedo que não seja paralela a [image: ]. O volume do paralelepípedo pode ser calculado como o produto da área do paralelogramo pela largura w, ou seja,


    
      [image: Equação]
    

    (4.2)


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.4 – Construção geométrica para o cálulo da corrente diferencial através de uma área diferencial de um condutor.
    

    Na construção da Figura 4.4,


    
      [image: Equação]
    

    (4.3)


    e, portanto,


    
      [image: Equação]
    

    (4.4)


    Sendo N a densidade de portadores de carga q, a carga no volume [image: ]é, simplesmente,
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    (4.5)


    Dado que


    
      [image: Equação]
    

    tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.6)


    Ou seja, através da área diferencial dΣ flui uma quantidade diferencial de corrente [image: ], obtida da definição (4.1) na forma


    
      [image: ]
    

    (4.7)


    Assim, inserindo (4.6) em (4.7), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.8)


    A expressão (4.8) mostra que a corrente diferencial através da área depende da projeção do vetor velocidade ao longo da direção normal a essa área.


    4.2.2 Densidade de corrente


    A hipótese de todos os portadores exibirem a mesma velocidade, que culminou com a expressão (4.8), foi apenas utilizada para simplificar a análise inicial do problema, e é muito restrita. Isso porque em condutores, de uma forma geral, existem colisões entre portadores de carga móveis com os átomos ou os íons compondo o sólido. Como resultado dessas colisões, as velocidades dos portadores são completamente aleatórias, com uma distribuição que pode ser avaliada com base na temperatura do material. Para levar esse efeito em consideração, pode-se admitir que no meio de condução existam K grupos de portadores com o k-ésimo grupo exibindo uma densidade [image: ]. Admite-se que, nesse grupo, todos os portadores tenham velocidade [image: ]. A contribuição do k-ésimo grupo para a corrente elétrica diferencial que atravessa a área [image: ] é


    
      [image: Equação]
    

    (4.9)


    e a corrente diferencial total dI é obtida da soma
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    (4.10)


    A densidade total de portadores móveis no material é
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    (4.11)


    o que permite estimar a velocidade média [image: ] da média ponderada
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    (4.12)


    Utilizando (4.12) em (4.10), tem-se
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    (4.13)


    A expressão (4.13) tem embutida uma grandeza local que fornece tanto a direção e o sentido do fluxo de carga quanto sua intensidade. Essa grandeza é a porção no segundo membro de (4.13) que independe da área diferencial, ou seja, a quantidade
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    (4.14)


    que é denominada densidade de corrente, medida em A/m2.


    Muitas vezes, é conveniente fazer uso da aproximação macroscópica em que é admitida uma distribuição contínua de cargas móveis no meio de condução. Nessa condição, a densidade de carga associada aos portadores móveis no meio é obtida a partir da transformação [image: ], e a densidade de corrente pode ser expressa na forma
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    (4.15)


    É importante observar que o vetor densidade de corrente tem a mesma direção da velocidade média local dos portadores de carga no material. A partir das expressões (4.13) e (4.15), tem-se que a corrente diferencial que atravessa a área [image: ]é
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    (4.16)


    Para uma área macroscópica Σ, cujo vetor área diferencial em cada ponto é [image: ] e a corrente esteja distribuída com densidade [image: ], conforme ilustrado na Figura 4.5, a corrente total pode ser obtida por integração direta, na forma
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    (4.17)
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      Figura 4.5 – Trecho de um sólido condutor com distribuição de corrente.
    

    Exemplo 4.1: Cálculo de corrente elétrica a partir da função densidade.


    Considere a situação ilustrada na Figura 4.6, em que existe um condutor cilíndrico de raio a, com uma dada densidade de corrente variável que flui através da seção transversal do condutor. Assuma que a densidade de corrente seja dada por
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    (4.18)


    em que [image: ] (A/m2) é um parâmetro constante. A corrente que flui através da seção transversal do condutor pode ser obtida de (4.17). Nesse caso, o vetor área diferencial pode ser posto na forma
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    (4.19)


    Inserindo (4.18) e (4.19) em (4.17), tem-se
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    que, após integração, fornece


    
      [image: ]
    

    (4.20)
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      Figura 4.6 – Cilindro condutor submetido a um fluxo de corrente.
    

    4.2.3 Densidade de corrente superficial


    Em algumas situações, o volume através do qual flui corrente tem uma das dimensões muito reduzida em relação às demais, ou seja, o volume se torna uma superfície. Nesse regime, a descrição da distribuição de corrente pode ser realizada com emprego do vetor densidade de corrente superficial. Considere a situação ilustrada na Figura 4.7, em que a corrente flui em uma folha de espessura t. Através do corte da seção transversal da folha, a corrente diferencial, obtida com base em (4.16), é, simplesmente,
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    (4.21)


    No limite em que a espessura tende a zero, pode-se definir a densidade de corrente superficial pela expressão
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    (4.22)


    A densidade de corrente superficial assim definida tem dimensões de A/m. Assim, a corrente diferencial que atravessa o segmento de comprimento dl pode ser obtida de


    
      [image: Equação]
    

    (4.23)


    Ou seja, a corrente diferencial que atravessa dl depende da projeção do vetor [image: ] na direção normal ao segmento dl. Assim, a corrente que flui através do segmento curvilíneo C entre os pontos a e b da superfície é, simplesmente,


    
      [image: Equação]
    

    (4.24)


    É importante observar que, no cálculo de (4.24), [image: ] é sempre ortogonal ao elemento de comprimento dl.


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.7 – Construção geométrica para definição da densidade de corrente superficial.
    

    Exemplo 4.2: Corrente superficial em uma esfera.


    Admita que, na superfície esférica de raio a mostrada na Figura 4.8, flua uma corrente de superfície, com densidade
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    (4.25)


    Seja a determinação da corrente que flui na superfície através de um segmento de formato arbitrário [image: ]unindo os pontos a e b, na superfície da esfera, como ilustrado na Figura 4.8. Para esse cálculo, basta computarmos a corrente que flui no segmento semicircular C mostrado na figura. Isso decorre do princípio da conservação da carga, discutido na seção 4.5 deste capítulo. Como se trata de uma corrente estacionária, isto é, invariante no tempo, a corrente que flui entre os pontos a e b ao longo da superfície é independente do formato do segmento que une esses dois pontos.


    Para o segmento semicircular C mostrado na Figura 4.8, tem se
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    e
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    Utilizando (4.25), a corrente total pode ser obtida de
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    que, após integração, fornece
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    (4.26)


    
      [image: ]

      Figura 4.8 – Superfície esférica com distribuição de corrente superficial.
    

    4.3 Portadores de carga sob a ação de um campo elétrico


    Colisões em sólidos são os mecanismos responsáveis pelo intercâmbio da energia entre os portadores de carga e os átomos ou íons compondo o material, o que resulta, eventualmente, em dissipação de calor. Um portador de carga no material pode se deslocar durante um certo tempo até sofrer uma colisão, conforme ilustrado na Figura 4.9. Tomando-se uma média de tempos entre colisões para vários portadores no material, obtém-se um valor característico τc denominado tempo de colisão. Semelhantemente, pode-se determinar um comprimento médio [image: ]entre colisões, e este recebe a denominação livre caminho médio. Se, em um determinado instante de tempo, fosse possível estabelecer uma condição inicial para as velocidades dos diversos portadores no material tal que a velocidade média fosse dada por um valor [image: ], dever-se-ia esperar que, após um tempo aproximadamente igual a [image: ], a velocidade média decaísse substancialmente com respeito ao seu valor inicial. Apesar das mudanças bruscas nas direções e nos sentidos das velocidades dos portadores individuais resultantes dos eventos de colisão, para um sistema contendo um grande número de portadores livres, é de esperar que o decréscimo na velocidade média ocorra continuamente e de uma forma razoavelmente bem-comportada. A hipótese mais natural para sistemas de muitas partículas com velocidades distribuídas aleatoriamente como resultado dos eventos de colisão é que a velocidade média decaia exponencialmente com um tempo característico [image: ] a partir do seu valor inicial, ou seja,
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    (4.27)


    A expressão (4.27) é solução da equação diferencial
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    (4.28)


    ou seja, (4.28) governa a resposta natural para a velocidade média de um conjunto de cargas móveis cujas velocidades são frequentemente modificadas por eventos aleatórios de colisão. Nesse contexto, o tempo de colisão[image: ] pode também ser interpretado como o intervalo de tempo após o qual o sistema de partículas carregadas perde uma porção razoável da correlação que existia no tempo inicial.


    Para formalizar melhor essa questão, considere uma porção diferencial de volume do material dV localizada no ponto[image: ] representando o vetor posição médio dos portadores no volume no tempo t, com velocidade média [image: ]. A massa total de portadores em movimento no volume diferencial é [image: ], com m representando a massa de cada portador de carga. Multiplicando ambos os membros de (4.28) por dm, resulta em
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    (4.29)


    o que mostra que a força devida aos eventos de colisão é do tipo atrito viscoso, pois é proporcional à velocidade média, opondo-se ao sentido de fluxo dos portadores de carga. Se um campo eletrostático é aplicado no material, cada elemento de volume contendo cargas em movimento experimenta uma força [image: ], em que [image: ] é a carga total de portadores móveis contida no volume diferencial dV. Esse efeito pode ser levado em conta em (4.29) pela adição dessa força externa, resultando em
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    (4.30)


    Dado que a massa de portadores móveis é dm=NmdV, (4.30) pode ser escrita como
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    (4.31)


    A equação diferencial (4.31) representa a evolução no tempo do vetor velocidade média, levando em conta os eventos de colisão e a existência de um campo elétrico externamente aplicado no meio de condução. Se for admitido que o sistema exibe uma velocidade média inicial [image: ] no tempo [image: ], a solução de (4.31) é da forma
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    (4.32)


    Se a velocidade média inicial é [image: ], como se deve esperar para um sistema em equilíbrio térmico, (4.32) se reduz à forma
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    (4.33)


    e o vetor velocidade média alinha-se na direção do campo aplicado, adquirindo um valor final
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    (4.34)


    após alguns intervalos de tempo τc, conforme ilustrado na Figura 4.9.
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      Figura 4.9 – Evolução no tempo do vetor velocidade média resultante de um campo elétrico externamente aplicado em um meio de condução.
    

    Utilizando (4.34) e a definição do vetor densidade de corrente dada por (4.15), obtém-se a relação
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    (4.35)


    que mostra uma dependência linear e colinear entre os vetores [image: ] e [image: ]. Essa relação foi obtida na hipótese de o meio de condução ser isotrópico. Nesse modelo, também não foram consideradas possíveis influências do campo aplicado sobre o valor do tempo de colisão. Para campos muito intensos, é possível que o tempo de colisão diminua como resultado de uma maior aceleração imposta por uma força elétrica mais severa atuando sobre os portadores de carga. É de esperar, portanto, que, no regime de campos intensos, obtenha-se uma relação não linear entre os vetores [image: ] e [image: ].


    A expressão (4.35), válida para meios lineares, homogêneos e isotrópicos, pode ser expressa na forma
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    (4.36)


    com
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    (4.37)


    definida como a condutividade elétrica do material. É medida no sistema SI em unidades de A/(V.m).


    Para semicondutores, portadores de carga existem nas bandas de condução (elétrons) e de valência (lacunas). A condutividade, nesse caso, é expressa na forma
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    (4.38)


    em que os subscritos (−) e (+) identificam os parâmetros microscópicos associados aos elétrons e às lacunas, respectivamente. A condutividade pode também ser calculada com o emprego de (4.38) para o caso de um gás ionizado.


    4.4 Lei de Ohm


    Entre 1824 e 1826, Georg Simon Ohm realizou uma série de experimentos para determinar a relação entre tensão e corrente em fios de seção transversal uniforme. Ohm determinou uma relação linear entre essas grandezas elétricas e também estabeleceu de que forma os resultados experimentais dependiam do comprimento e da área da seção transversal dos fios investigados. Com base na Figura 4.10, sendo V a tensão aplicada nas extremidades do fio condutor e I a corrente fluindo através desse fio, a relação obtida por Ohm, também denominada lei de Ohm, pode ser posta matematicamente na forma
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    (4.39)


    em que o parâmetro Z é denominado resistência elétrica do fio. No sistema SI, a unidade de resistência elétrica é o Ohm (Ω), em homenagem ao cientista que realizou essas descobertas.


    Ohm também demonstrou experimentalmente que a resistência elétrica era proporcional ao comprimento do fio e inversamente proporcional à área da sua seção transversal. Sendo Σ a área da seção transversal e l o comprimento do fio, essa relação pode ser expressa na forma
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    (4.40)


    em que κ ([image: ]) é denominada resistividade elétrica do material, que depende de sua composição física. Materiais de alta resistividade dificultam a passagem de corrente elétrica para uma dada tensão aplicada e vice-versa.
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      Figura 4.10 – Fio de seção transversal uniforme conectado aos terminais de uma bateria e parâmetros utilizados na definição da resistência elétrica.
    

    É possível derivar uma relação entre as grandezas de campo, a partir das expressões (4.39) e (4.40). Para isso, considere a construção geométrica mostrada na Figura 4.11 em que a lei de Ohm (4.39) é aplicada a um fio de comprimento diferencial [image: ] e seção transversal diferencial ΔΣ. Nesse contexto, as linhas de campo e de corrente são paralelas ao segmento [image: ] do fio. A queda de potencial entre os terminais a e b é, simplesmente,
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    (4.41)


    com E representando o campo elétrico ao longo do fio. Com base em (4.40), tem-se
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    (4.42)


    em que [image: ] é a corrente diferencial que atravessa a área ΔΣ. A densidade de corrente é dirigida paralelamente ao campo e ao segmento de fio e, com base em (4.16), é, simplesmente,
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    (4.43)


    Essa relação inserida em (4.42) fornece
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    (4.44)


    Se o meio é isotrópico, essa relação pode ser generalizada na forma
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    (4.45)


    que é uma versão da lei de Ohm em forma diferencial.


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.11 – Construção geométrica para obtenção da forma diferencial da lei de Ohm.
    

    A forma diferencial da lei de Ohm, expressa por (4.45), é equivalente a (4.36), esta obtida mediante uma análise microscópica. A equivalência entre essas duas relações fornece a relação entre resistividade e condutividade elétrica,
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    (4.46)


    TABELA 4.1 – CONDUTIVIDADE E RESISTIVIDADE DE ALGUNS MATERIAIS (T=300 K).


    
      
        

        

        
      

      
        
          	

          	
            Condutividade (Ω.m)-1

          

          	
            Resistividade (Ω.m)

          
        

      

      
        
          	
            Alumínio

          

          	
            3.7 × 107

          

          	
            2.7 × 10–8

          
        


        
          	
            Cobre

          

          	
            5.8 × 107

          

          	
            1.7 × 10–8

          
        


        
          	
            Ferro

          

          	
            1.0 × 107

          

          	
            1.0 × 10–7

          
        


        
          	
            Ouro

          

          	
            4.4 × 107

          

          	
            2.3 × 10–8

          
        


        
          	
            Paládio

          

          	
            9.3 × 106

          

          	
            1.1 × 10–7

          
        


        
          	
            Platina

          

          	
            9.3 × 106

          

          	
            1.1 × 10–7

          
        


        
          	
            Prata

          

          	
            6.1 × 107

          

          	
            1.6 × 10–8

          
        


        
          	
            Silício

          

          	
            1.0 × 103

          

          	
            1.0 × 10–3

          
        

      
    


    Na Tabela 4.1 são tabulados valores representativos da condutividade e da resistividade de alguns materiais medidos na temperatura ambiente. Vale notar a diferença em quatro ordens de grandeza entre as condutividades (ou resistividades) típicas de bons condutores relativamente àquela do silício puro.


    A versão diferencial da lei de Ohm a ser usada a partir deste ponto é a (4.36), em que aparece a condutividade do material, pois é mais tradicionalmente empregada na teoria eletromagnética. Ela é válida para um meio linear e isotrópico. Há materiais interessantes, como, por exemplo, alguns polímeros condutores, em que a condutividade depende da direção do campo aplicado. Nesse caso, a relação entre densidade de corrente e campo assume a forma
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    (4.47)


    com as representações matriciais
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    (4.48)
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    (4.49)


    para as grandezas de campo, e com
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    (4.50)


    representando o tensor condutividade elétrica. Uma vez conhecidos os seus elementos, o tensor resistividade elétrica pode ser obtido da operação de inversão matricial
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    (4.51)


    Antes de concluir esta seção, é oportuno definir um parâmetro que dá a medida da facilidade de passagem de corrente entre contatos submetidos a uma dada tensão. A razão entre corrente e tensão entre terminais de um material condutor é definida por
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    (4.52)


    e denominada condutância elétrica. Com base em (4.39),
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    (4.53)


    e essa grandeza é medida em unidade de [image: ], que recebe a denominação no SI de Siemens – S.


    Exemplo 4.3: Estimativa do tempo de colisão para um bom condutor.


    A expressão (4.37) permite estimar o tempo de colisão típico dos portadores de carga em um condutor a partir da determinação da condutividade elétrica do material. Esta é obtida da resistividade conforme (4.46), que, por sua vez, pode ser determinada por meio de medidas da resistência elétrica do material, conforme (4.40). Isso implica que, a partir da medição de parâmetros macroscópicos tais como corrente e tensão elétrica, pode-se obter informação sobre um parâmetro microscópico importante do material.


    A densidade de portadores pode ser estimada para um bom condutor como correspondendo a um elétron liberado por átomo da rede cristalina. Admitindo a hipótese razoável de um espaçamento típico de 3 Å entre átomos da rede, a densidade de portadores é, aproximadamente,
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    Utilizando os valores de massa e carga para o elétron, respectivamente, [image: ] e [image: ], e assumindo um condutor com uma condutividade típica [image: ], em conformidade com os números representados na Tabela 4.1, (4.37) fornece a seguinte estimativa para o tempo de colisão de um bom condutor:
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    Ao concluir esta seção, é instrutivo conceituar um parâmetro que caracteriza a resistência elétrica de materiais na forma de filmes finos condutores, ou as propriedades de resistência de condutores para o caso de campos de mais altas frequências, em que a penetração no condutor é restrita. Esse parâmetro mede, basicamente, a resistência elétrica de um quadrado de material condutor e é denominado resistência de folha – do inglês sheet resistance. Para defini-lo, considere a construção da Figura 4.12(a), em que o material condutor é um filme fino de espessura d. Com base em (4.40) e (4.46), a resistência elétrica de um quadrado de dimensões [image: ] para passagem de corrente ao longo de qualquer de suas arestas é, simplesmente,
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    ou, equivalentemente,
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    (4.54)


    Esse parâmetro é a resistência de qualquer quadrado do material e independe do tamanho de sua aresta. Qualquer região retangular de material em que a corrente flua através de uma largura w e ao longo de um comprimento l, conforme ilustrado na Figura 4.12(b), exibe uma resistência


    
      [image: Equação]
    

    (4.55)


    A resistência de folha é um parâmetro muito usado para especificar as propriedades elétricas de semicondutores ou no cálculo de atenuação de ondas em estruturas guiantes, conforme descrito em detalhe no capítulo 10.


    
      [image: ]

      Figura 4.12 – (a) Filme fino de espessura d, com parâmetros de definição da resistência de folha. (b) Construção geométrica para a obtenção da resistência de uma região retangular do filme.
    

    4.5 Princípio da conservação da carga


    4.5.1 Formas integral e diferencial do princípio da conservação da carga


    O princípio da conservação da carga estabelece que, em um sistema isolado, cargas não podem ser criadas nem destruídas. Para estabelecer matematicamente esse princípio em termos das grandezas físicas pertinentes à teoria eletromagnética, considere a situação ilustrada na Figura 4.13, em que existe um volume de cargas que podem fluir através da superfície limitante Σ. A corrente total I para fora da superfície Σ é obtida de


    
      [image: Equação]
    

    (4.56)


    em que [image: ] é o vetor área diferencial na superfície, apontando para o exterior de V. Pelo princípio da conservação da carga, isso só pode ocorrer se o fluxo de carga for balanceado pela taxa de variação da carga total contida no volume. Ou seja, se o fluxo para o exterior de V é positivo, a taxa de variação tem de ser negativa e vice-versa, ou seja,


    
      [image: Equação]
    

    (4.57)


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.13 – Construção geométrica para dedução do princípio da conservação da carga.
    

    A carga total no volume V pode ser expressa como a integral de volume da densidade de carga ρ, e (4.57) fica na forma


    
      [image: Equação]
    

    (4.58)


    Essa expressão representa a forma integral do princípio de conservação da carga – PCC. A forma diferencial do PCC é obtida assumindo um volume fixo em (4.58), de forma que a derivada no tempo atue apenas sobre a função ρ, o que fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.59)


    Aplicando o teorema de Gauss no primeiro membro de (4.59), e assumindo um volume diferencial para as integrações, tem-se, finalmente,


    
      [image: Equação]
    

    (4.60)


    que é a forma diferencial do PCC. Essa equação diferencial é também denominada na literatura equação da continuidade.


    4.5.2 Relaxação em meio linear, homogêneo e isotrópico


    A equação diferencial (4.60) serve para prever a tendência de qualquer excesso de cargas que exista inicialmente em um condutor a se distribuir na superfície do material após superado o regime transitório. Para verificar isso, considere um meio condutor satisfazendo à lei de Ohm na forma (4.36). Admitindo ainda que a permissividade elétrica do meio de condução seja ε, tem-se, com o emprego de (2.217) e (4.36),


    
      [image: Equação]
    

    (4.61)


    Inserindo (4.61) em (4.60), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.62)


    Para um meio material homogêneo, com ε e σ independentes das coordenadas, (4.62) pode ser posta na forma,


    
      [image: Equação]
    

    (4.63)


    Utilizando a forma diferencial da lei de Gauss (2.146) em (4.63), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.64)


    com


    
      [image: Equação]
    

    (4.65)


    representando o tempo de relaxação do excesso de cargas no material. Admitindo que [image: ], a solução de (4.65) é


    
      [image: Equação]
    

    (4.66)


    A expressão (4.66) mostra que qualquer excesso de carga no interior de um material condutor tende a decair exponencialmente como função do tempo, com um tempo característico da ordem de τr. De (4.65), o tempo de relaxação será tanto menor quanto maior for a condutividade do material. Tendo em vista o princípio da conservação da carga, essa redução da quantidade de carga no volume é balanceada pelo aumento de carga de superfície. Por exemplo, usando o valor da permissividade do vácuo[image: ] e uma condutividade típica de um bom condutor de 107 (Ω.m)−1, tem-se [image: ]


    Exemplo 4.4: Campo transitório em um condutor esférico inicialmente carregado.


    Considere a situação ilustrada na Figura 4.14, em que haja um excesso de carga uniformemente distribuída inicialmente com densidade [image: ] no volume esférico de raio a. Admite-se que a esfera tenha permissividade ε e condutividade σ e que o meio externo seja o vácuo. Deseja-se estudar os campos e correntes internos e externos à esfera, no regime transitório, até que o sistema atinja o regime permanente de equilíbrio. Uma vez que a densidade é uniforme inicialmente, a carga total da esfera é, simplesmente,


    
      [image: Equação]
    

    (4.67)


    e, pelo princípio da conservação da carga, essa quantidade de carga se mantém constante no sistema, qualquer que seja o instante de tempo t.


    A densidade volumétrica de carga em qualquer instante de tempo t ≥ 0 é dada por (4.66). Uma vez que a densidade se mantém uniforme para t ≥ 0, os campos no interior e no exterior irão depender apenas da coordenada R indicada na Figura 4.14. Aplicando a lei de Gauss para uma superfície gaussiana esférica de raio R ≤ a, obtém-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.68)


    com [image: ] dado por (4.66). Esta última expressão fornece para os vetores [image: ] e [image: ]
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    (4.69)


    
      [image: Equação]
    

    (4.70)


    com a segunda forma do lado direito em (4.70) obtida com o emprego de (4.65).


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.14 – Esfera condutora inicialmente carregada do Exemplo 4.4.
    

    As expressões (4.66), (4.68)–(4.70) indicam que [image: ], [image: ] e [image: ] decaem exponencialmente com o tempo no interior do condutor.


    Para o cálculo dos campos no exterior, vale observar que a carga total da esfera é constante. No regime transitório, parte dessa carga reside no volume da esfera, e a outra se acumula na superfície. Independentemente das frações de carga de volume e de superfície, as distribuições mantêm-se uniformes em cada instante de tempo. Ou seja, o problema tem simetria de rotação nas variáveis polar e azimutal; portanto, aplicando a lei de Gauss, com uma superfície esférica de raio R > a, obtêm-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.71)


    
      [image: Equação]
    

    (4.72)


    Assim, no exterior os campos não variam no tempo, independentemente do transitório interno na esfera. Como o meio externo é o vácuo, σ = 0 e, consequentemente, [image: ] no exterior da esfera.


    Uma vez que a carga de volume diminui com o tempo, ocorre um acúmulo correspondente de carga na superfície da esfera. Essa carga que aí se acumula tem densidade superficial que pode ser obtida da condição de contorno para o vetor D em R = a, isto é,


    
      [image: Equação]
    

    (4.73)


    Com o emprego de (4.68) e (4.71), essa relação fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.74)


    Essa expressão mostra que, para t >> τr, a densidade superficial de carga tende ao valor de regime permanente


    
      [image: Equação]
    

    (4.75)


    Em cada instante de tempo, a carga total do sistema é constante. Isso pode ser facilmente verificado somando as cargas de volume e de superfície,


    
      [image: Equação]
    

    (4.76)


    Expressando o segundo membro de (4.76) em termos das funções densidade, tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.77)


    Utilizando (4.66) e (4.74) em (4.77), tem-se, diretamente, o resultado (4.67).


    4.5.3 Relaxação em condutores com tempos de relaxação distintos


    Quando há a coexistência de meios condutores de tempos de relaxação distintos, o problema de determinação dos campos transitórios torna-se mais complexo e exibe resultados interessantes. Considere, por exemplo, a determinação do regime transitório para o par de regiões esféricas concêntricas mostradas na Figura 4.15. Admite-se que, em t = 0, a carga esteja distribuída em todo o volume com a mesma densidade ρ0. Quer-se determinar os campos transitórios nas duas regiões, bem como a evolução no tempo das densidades superficiais de carga em R=a e R=b. Pelo princípio da conservação da carga, a carga total do sistema é constante e dada por


    
      [image: Equação]
    

    (4.78)


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.15 – Condutores esféricos concêntricos de propriedades distintas.
    

    De (4.66), tem-se
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    (4.79)
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    (4.80)


    No exterior da região condutora, o vetor densidade de fluxo elétrico é dado, simplesmente, por
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    (4.81)


    Na região 1 da Figura 4.15, a lei de Gauss fornece
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    (4.82)


    Na região 2, a aplicação da lei de Gauss resulta em
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    ou, equivalentemente,
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    (4.83)


    Note que o vetor densidade de fluxo elétrico no meio 2 só pode ser determinado após a obtenção da densidade superficial de carga em R=a. É importante notar também que a condição de contorno para o vetor D em R=a,
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    (4.84)


    já é satisfeita por (4.83), uma vez que, de (4.82) e (4.83), tem-se
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    A condição de contorno em R=b,
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    (4.85)


    fornece
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    ou, equivalentemente,


    
      [image: ]
    

    (4.86)


    Assim, a densidade superficial de carga em R=b estará determinada após a obtenção de [image: ]. Deve-se notar que
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    (4.87)


    e
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    (4.88)


    A função [image: ] é obtida a partir da condição de contorno para o vetor densidade de corrente em R=a, ou seja,
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    (4.89)


    Uma vez que
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    (4.90)
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    (4.91)


    (4.89) fornece
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    que fornece
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    (4.92)


    com
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    (4.93)


    A solução geral de (4.92) é da forma


    
      [image: Equação]
    

    (4.94)


    Aplicando (4.94) em (4.88), tem-se A=0. Aplicando (4.94) em (4.87), obtém-se [image: ] e (4.94) reduz-se a
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    (4.95)


    Calculando (4.92) em t=o, com o emprego de (4.78), (4.87 e (4.95), fornece
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    (4.96)


    Em vista de (4.96), a solução (4.95) fica na forma
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    (4.97)


    Obtida (4.97), a densidade superficial de carga em R=b, obtida de (4.86), assume a forma final
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    (4.98)


    É fácil verificar de (4.79), (4.80), (4.97) e (4.98), que o princípio da conservação da carga é satisfeito, ou seja,
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    (4.99)


    com Qsa, Qsb, Q1 e Q2 representando as cargas nas superfícies de raio a e b e nas regiões esféricas 1 e 2, respectivamente.


    Com a solução (4.97), e com o emprego de (4.79) e (4.80), as expressões (4.83) e (4.91) assumem as formas finais
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    (4.100)
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    (4.101)


    A Figura 4.16 mostra as dependências temporais da densidade superficial de carga na superfície R=a sob duas condições para os tempos de relaxação envolvidos. Note que, para [image: ], essa densidade torna-se negativa em todos os instantes de tempo, uma vez que a densidade de corrente no meio 2 é maior que a densidade de corrente no meio 1, quando calculada em R=a. Isso faz com que carga seja retirada mais rapidamente da interface R = a do que suprida pela distribuição volumétrica em [image: ], resultando em uma depleção na carga de superfície que vai diminuindo até que ocorra um valor final nulo. Na condição [image: ], a carga advinda da região R < a é acumulada mais rapidamente em R = a, e, assim, a densidade superficial de carga nessa interface mantém-se positiva em todos os instantes de tempo, tendendo ao valor nulo no equilíbrio.


    
      [image: ]

      Figura 4.16 – Transitório da densidade superficial de carga em R=a para τ1=10τ2 e para τ1=τ2/10.
    

    4.5.4 Conexão entre tempo de relaxação, resistência elétrica e capacitância


    Considere o dispositivo ilustrado na Figura 4.17, composto de dois eletrodos separados por um meio de permissividade ε e condutividade σ. Esse dispositivo pode ser, por exemplo, um capacitor preenchido com um meio isolante imperfeito, que por isso permite a passagem de uma corrente de fuga, entre eletrodos, quando submetidos a uma tensão V. Alternativamente, pode ser um resistor, utilizado, por exemplo, como limitador de corrente em um circuito. Admite-se que, quando a estrutura esteja energizada, todas as linhas de campo e de corrente sejam confinadas ao meio de preenchimento. A capacitância do sistema, quando submetido a uma tensão V, é dada por (3.65), isto é,


    
      [image: Equação]
    

    (3.65)


    De (4.39),
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    (4.102)


    e o produto entre (3.65) e (4.102) fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.103)


    Admitindo que o campo esteja totalmente confinado ao meio de imersão, isso implica toda a carga de superfície do eletrodo aterrado residir apenas na porção do eletrodo em contato direto com o meio de imersão. A carga na superfície do eletrodo positivo pode ser obtida com o emprego de (2.66) para o fluxo elétrico através da superfície fechada Σ mostrada na Figura 4.17. A corrente que flui entre o eletrodo positivo e o aterrado, por sua vez, é obtida pela integral da densidade de corrente através da mesma superfície fechada Σ, de acordo com (4.17). Com base nessas relações, (4.103) pode ser posta na forma


    
      [image: ]
    

    (4.104)


    Dado que [image: ] e [image: ], (4.104) fica na forma final
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    (4.105)


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.17 – Dispositivo formado por dois contatos elétricos e um meio de preenchimento.
    

    A expressão (4.105) mostra que o tempo de relaxação pode ser obtido do produto entre a resistência elétrica e a capacitância da estrutura, grandezas que podem ser medidas em laboratório. Esse resultado mostra também que, na hipótese de campo totalmente confinado no meio de imersão, a resistência elétrica (capacitância) de uma estrutura de dois eletrodos pode ser obtida, conhecidos a capacitância (resistência elétrica) e os parâmetros materiais (ou o tempo de relaxação).


    É importante observar que, rigorosamente, o resultado obtido é válido se o meio de imersão dos eletrodos for ilimitado. Caso não o seja, o resultado é aproximadamente válido na hipótese de o campo elétrico ser inteiramente confinado ao meio de imersão, ou seja, de o campo no exterior do meio ser aproximadamente nulo. Isso é razoavelmente válido quando o meio de imersão tem permissividade elétrica muito maior do que a do vácuo.


    O tempo de relaxação tem também importância na determinação da rapidez de resposta de circuitos elétricos perante variações abruptas da tensão ou da corrente que alimenta o circuito. Considere, por exemplo, que o sistema da Figura 4.17 seja alimentado por uma tensão V0. Admita que, em t = 0, a fonte que mantém os eletrodos sob tensão V0 seja desconectada. Tendo em vista a condutividade finita do meio de imersão, a carga armazenada no eletrodo positivo tende a diminuir gradativamente, devido ao fluxo de carga entre eletrodos. Essa variação será tanto mais rápida quanto menor for a constante de tempo ZC, isto é, o tempo de relaxação, da estrutura.


    Para determinar de que forma a tensão varia no tempo após a fonte ser desconectada, com base no princípio da conservação da carga (4.57), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.106)


    Usando (3.65) e (4.102), essa relação pode ser posta na forma
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    ou, alternativamente,
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    (4.107)


    cuja solução é da forma
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    (4.108)


    Essa expressão mostra que o desligamento da fonte implica uma redução gradual da tensão entre eletrodos até seu completo desvanecimento. A constante de tempo do processo é o tempo de relaxação dado por (4.65). Assim, o sistema não responde imediatamente a variações na fonte que o alimenta, mas com um tempo de resposta que tanto será mais rápido quanto menor for o tempo de relaxação, ou seja, a constante ZC do sistema.


    4.5.5 Condição de contorno para a densidade de corrente


    Em problemas de valores de fronteira envolvendo meios materiais distintos, como analisado no final deste capítulo, é necessário estabelecer a condição de contorno para o vetor densidade de corrente. Essa condição de contorno é derivada diretamente da forma integral do princípio da conservação da carga expressa por (4.58). Considerando a construção geométrica ilustrada na Figura 4.18, para o cilindro de altura Δh e área de base ΔS, utilizando (4.58) no limite em que Δh→0, vem
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    (4.109)


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.18 – Fluxo de corrente através da interface entre meios distintos.
    

    O termo entre colchetes no segundo membro tende ao produto entre a área ΔS e a densidade superficial de carga na interface entre os dois meios. No primeiro membro, a integração sobre a superfície lateral do cilindro tende a zero para Δh→0, o que fornece


    
      [image: ]
    

    Para uma geometria invariante no tempo essa expressão fica na forma


    
      [image: Equação]
    

    (4.110)


    A expressão (4.110) é a condição de contorno mais geral, independentemente dos tipos de meios materiais envolvidos. No regime estacionário em que a densidade superficial de carga não varia no tempo, obtém-se a condição de contorno
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    (4.111)


    Ou seja, no regime estacionário a componente normal do vetor densidade de corrente é contínua na interface.


    Exemplo 4.5: Acúmulo de carga na interface entre condutores em contato.


    A rapidez de resposta de circuitos eletrônicos pode ter limitações devido a, por exemplo, retardos produzidos em interconexões entre elementos de circuito. Essas interconexões produzem acúmulo de cargas que, essencialmente, equivalem à adição ao circuito de capacitâncias parasitas. Considere, por exemplo, a situação ilustrada na Figura 4.19, em que uma corrente I flui através do condutor de um dado tipo com tempo de relaxação [image: ]. Assumindo que um segmento de material de tipo distinto do primeiro, com tempo de relaxação [image: ], seja introduzido, conforme ilustrado na figura, então, em cada interface há acúmulo de carga. Na interface de entrada, indicada na figura, a condição de contorno para o vetor densidade de fluxo elétrico (2.267) fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.112)


    em que se admite campo uniforme em cada condutor e dirigido ao longo do eixo longitudinal z, indicado na Figura 4.19. Dado que [image: ] e [image: ], (4.112) assume a forma
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    (4.113)


    De acordo com (4.111), no regime estacionário, a componente normal da densidade de corrente é contínua, e (4.113) fica na forma
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    (4.114)


    em que [image: ]. Na interface de entrada, de área Σ, essa expressão fornece
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    ou, equivalentemente,


    
      [image: Equação]
    

    (4.115)


    O sinal da carga de superfície que se acumula na interface de entrada depende dos valores relativos do tempo de relaxação. Se [image: ]>[image: ], essa carga é positiva. Uma carga de mesma magnitude e sinal oposto acumula-se na interface de saída. Assim, o fato de haver uma junção entre condutores distintos causa acúmulo de carga nas interfaces, ou, equivalentemente, a estrutura comporta-se como um pequeno capacitor. Como discutido na seção 4.5.4, efeitos capacitivos ou, equivalentemente, de acúmulo de cargas sempre adicionam um retardo de tempo na resposta de circuitos perante estímulos externos.


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.19 – Construção geométrica de condutores cilíndricos coaxiais do Exemplo 4.5.
    

    4.6 Intercâmbio de energia entre cargas livres e campo elétrico


    Sob a ação de um campo elétrico, cargas livres são aceleradas. Na ausência de eventos de colisão, ou de algum outro mecanismo de perda de energia cinética dos portadores de carga, a energia média cedida pelo campo para o sistema de portadores tenderia a crescer indefinidamente. Para o caso de sólidos, na ausência de campo aplicado, pode-se admitir que a velocidade média dos portadores seja nula. Aplicando o campo, a energia cinética média dos portadores aumenta até um valor-limite, e isso ocorre após um tempo característico da ordem de alguns tempos de colisão [image: ]. A partir daí, a velocidade média dos portadores mantém-se constante, dependendo apenas da amplitude do campo aplicado. Para que a energia cinética permaneça constante no regime permanente, é necessário que a potência elétrica que flui do campo para o sistema de portadores seja balanceada pela taxa de transferência de energia dos portadores para os átomos ou moléculas do material. Isso implica que a potência elétrica transferida para o sistema de cargas é totalmente dissipada em forma de calor no material.


    Há outras situações que podem ocorrer, no entanto, no caso de campos dinâmicos. Nesse caso, é possível inverter o processo de troca de energia, ou seja, com portadores de carga fornecendo energia para o campo, o que leva à amplificação desse campo. Isso ocorre, por exemplo, em amplificadores de micro-ondas do tipo klystron ou do tipo válvula de ondas viajantes – da denominação inglesa travelling wave tube (TWT) –, ou em um laser de elétrons livres – da denominação inglesa free electron laser (FEL). Esse tipo de laser permite a amplificação de radiação em um amplo espectro de comprimentos de ondas. Nesses exemplos de dispositivos, é empregado um método artificial que permite a inversão do processo de troca de energia, que se dá dos portadores para o campo.


    Para determinar a taxa de intercâmbio de energia entre cargas livres e o campo elétrico, considere um volume V, em que ocorre a interação, e um elemento diferencial de volume [image: ], cujo vetor posição média dos portadores é[image: ], conforme ilustrado na Figura 4.20. O trabalho médio diferencial [image: ] realizado pelo campo nesse elemento de volume para produzir um deslocamento diferencial [image: ] na posição média dos portadores é
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    (4.116)


    em que [image: ] representa a força elétrica.
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      Figura 4.20 – Meio de interação entre cargas livres e o campo elétrico aplicado.
    

    A potência diferencial média intercambiada entre portadores e campo é obtida de
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    (4.117)


    o que fornece
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    (4.118)


    Em termos do campo aplicado e da densidade de cargas, pode-se escrever
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    e, utilizando (4.15) nessa expressão, tem-se
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    (4.119)


    A expressão (4.119) representa a potência elétrica diferencial [image: ] intercambiada no volume [image: ]. Como o meio de interação tem volume V, a potência total intercambiada no volume é obtida por integração de (4.119), ou seja,
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    (4.120)


    Para meios obedecendo à lei de Ohm, [image: ], e a potência é cedida pelo campo sendo dissipada em forma de calor. Como mencionado anteriormente, existem situações em que o produto escalar [image: ] pode tornar-se negativo em boa parte da região de interação, resultando em um valor líquido negativo para (4.120). Nesse caso, a potência elétrica é cedida pelos portadores de carga para o campo, possibilitando a obtenção de amplificação do campo. Em um laser de elétrons livres, por exemplo, na região de interação, a trajetória de elétrons de alta velocidade é modulada espacialmente de tal forma que [image: ], em que [image: ] representa o campo de radiação que se propaga conjuntamente no sentido de propagação do feixe de elétrons. Como resultado, o campo de radiação, após propagação na região de interação, tem um ganho de amplitude, e tem-se uma amplificação da radiação.


    Exemplo 4.6: Potência dissipada em um condutor com excesso de carga inicial, durante o regime transitório.


    Considere a esfera condutora do Exemplo 4.4, inicialmente carregada com densidade de carga [image: ]. As grandezas D, E e J foram obtidas nesse exemplo e são dadas por (4.68)–(4.70). A energia total dissipada durante o processo transitório pode ser obtida da diferença da energia entre as energias armazenadas final e inicial. Do ponto de vista do campo, parte da energia está concentrada na esfera e outra parte, no exterior dela. A energia armazenada no exterior permanece constante durante o transitório, pois, fora da esfera, os campos não variam no tempo. Sendo Ui e Uf as energias inicial e final, respectivamente, tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.121)


    
      [image: Equação]
    

    (4.122)


    e a variação de energia [image: ] reduz-se a


    
      [image: Equação]
    

    (4.123)


    A energia interna em t =0 é calculada com base em (2.155), ou seja,


    
      [image: Equação]
    

    (4.124)


    E, com base em (4.69),


    
      [image: Equação]
    

    (4.125)


    que fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.126)


    Ou seja, de acordo com (4.123), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.127)


    Pode-se fazer o mesmo cálculo com base na potência dissipada no condutor. Em um dado instante de tempo t, a potência dissipada é dada por (4.120), o que fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.128)


    Com base em (4.69), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    o que fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.129)


    Com base na potência dissipada, tem-se uma taxa de variação da energia interna que pode ser obtida de


    
      [image: Equação]
    

    (4.130)


    ou seja,


    
      [image: Equação]
    

    (4.131)


    Utilizando (4.129), essa expressão fornece


    
      [image: Equação]
    

    que é o mesmo resultado expresso em (4.127).


    4.7 Problemas de valores de fronteira em meios condutores


    O formalismo de determinação de campos em meios condutores é similar àquele utilizado no tratamento de meios dielétricos isolantes. Considere um condutor submetido a uma diferença de potencial, tal que se produza um fluxo de corrente estacionário. Nesse regime, a equação da continuidade reduz-se a


    
      [image: ]
    

    (4.132)


    Para campos independentes do tempo, em vista de (2.148), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (2.148)


    que satisfaz à (2.93), isto é,


    
      [image: Equação]
    

    (2.93)


    Se o meio condutor é linear e isotrópico, e caracterizado por uma condutividade σ, em vista de (4.47) e (2.93),


    
      [image: Equação]
    

    (4.133)


    Considerando que o meio seja homogêneo, isto é, com σ independente das coordenadas, (4.133), quando inserida em (4.132), fornece a equação de Laplace (3.2) reproduzida abaixo, isto é,


    
      [image: Equação]
    

    (3.2)


    Ou seja, no interior de um meio condutor linear, homogêneo e isotrópico, a função potencial obedece à equação de Laplace.


    Em resumo, no regime em que a corrente existe no regime estacionário, todas as técnicas de solução da equação de Laplace utilizadas em meios isolantes são também aplicáveis em meios condutores. Assim, a solução de PVF que envolvam a determinação da distribuição de campos e correntes em um dado condutor segue metodologia semelhante àquela adotada no capítulo anterior para solução de PVF em eletrostática. A Tabela 4.2 ilustra, por exemplo, a metodologia geralmente adotada na determinação de resistência elétrica de um resistor.


    Exemplo 4.7: Resistência elétrica de um resistor esférico.


    Considere a região resistiva de condutividade σ entre eletrodos concêntricos de raios a e b, conforme ilustrado na Figura 4.21. Para determinar a resistência elétrica entre eletrodos, de acordo com o procedimento da Tabela 4.2, seja a aplicação de uma tensão V entre eletrodos, com o eletrodo externo aterrado. Esse PVF já foi resolvido no Exemplo 3.5 do capítulo 3 e tem como solução (3.82), ou, equivalentemente,


    
      [image: Equação]
    

    (4.134)


    TABELA 4.2 – METODOLOGIA DE DETERMINAÇÃO DA RESISTÊNCIA ELÉTRICA DE UM RESISTOR.


    
      
        

        
      

      
        
          	
            Etapa

          

          	
            Descrição

          
        

      

      
        
          	
            1

          

          	
            Defina a região de interesse: em geral, um resistor é um condutor imperfeito formado entre dois contatos metálicos através dos quais flui uma corrente. Por simplicidade, os contatos metálicos podem ser considerados como condutores perfeitos, ou seja, tendo resistência elétrica nula.

          
        


        
          	
            2

          

          	
            Submeta os contatos a uma diferença de potencial V. Nessas condições, cada contato é uma equipotencial.

          
        


        
          	
            3

          

          	
            Defina as condições de contorno: em geral, o resistor está imerso em um meio isolante (vácuo, por exemplo). Assim, as condições de contorno são:


            Potencial constante em cada contato.


            De (4.111) e (4.133), levando em conta que a densidade de corrente em meio isolante é nula, tem-se [image: ] em cada interface condutor-isolante.


            Essas condições implicam que o PVF em um meio condutor é do tipo condições mistas na fronteira.

          
        


        
          	
            4

          

          	
            Resolva a equação de Laplace sujeita às condições de contorno especificadas na Etapa 3.

          
        


        
          	
            5

          

          	
            Utilize (4.133) para determinar [image: ].

          
        


        
          	
            6

          

          	
            Utilize (4.17) para determinar a corrente I que flui entre os contatos.

          
        


        
          	
            7

          

          	
            Determine a resistência elétrica da lei de Ohm (4.39).

          
        

      
    


    Com base em (4.133), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.135)


    A corrente que flui entre eletrodos é obtida de (4.17), em que Σ é uma superfície esférica intermediária de raio R, com


    
      [image: Equação]
    

    (4.136)


    Aplicando (4.17), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.137)


    
      [image: ]

      Figura 4.21 – Região esférica resistiva entre eletrodos esféricos, mostrada seccionada no primeiro octante.
    

    e, consequentemente, de (4.39), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.138)


    em que, como definido no Exemplo 3.5, d é a espessura da região resistiva, isto é,


    
      [image: Equação]
    

    (4.139)


    e


    
      [image: Equação]
    

    (4.140)


    é uma área efetiva tendo raio


    
      [image: Equação]
    

    (4.141)


    isto é, igual à média geométrica entre os raios a e b.


    Uma inspeção de (3.90) e (4.138) mostra que essas expressões satisfazem à condição (4.105). Ou seja, com base no resultado (3.90) para a capacitância da estrutura da Figura 4.21, poderíamos ter obtido (4.141) utilizando (4.105).


    Alternativamente, pode-se dividir a região entre eletrodos em camadas diferenciais esféricas de espessura dR, conforme ilustrado na Figura 4.22. A resistência elétrica de uma seção de comprimento diferencial dR é, simplesmente, aquela correspondente a um resistor de seção transversal uniforme de área [image: ], ou seja,


    
      [image: Equação]
    

    (4.142)


    
      [image: ]

      Figura 4.22 – Camada esférica resistiva de espessura diferencial, mostrada seccionada no primeiro octante.
    

    A resistência entre eletrodos é obtida por integração direta, ou seja,


    
      [image: Equação]
    

    que fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.143)


    que é o resultado (4.138) com as definições (4.140) e (4.141).


    Exemplo 4.8: Linhas de corrente em uma placa resistiva com perfuração circular.


    Considere uma placa de material de condutividade σ, em que, originalmente, haja corrente distribuída uniformemente fluindo no sentido y, conforme mostrado na Figura 4.23(a). Admitindo que seja feita uma perfuração circular de raio a no material, como mostrado na Figura 4.23(b), uma questão importante a considerar é de que forma as linhas de corrente se alteram em torno do furo. Para esse problema, a corrente, na ausência do furo, pode ser posta na forma


    
      [image: Equação]
    

    (4.144)


    Essa corrente é descrita por uma função potencial que varia linearmente com a coordenada y. Uma possível forma é


    
      [image: Equação]
    

    (4.145)


    Outras expressões contendo o termo do segundo membro em (4.145), diferindo desta por uma constante, são também possíveis. No entanto, o valor dessa constante não é de importância, na medida em que não afeta a especificação para a densidade de corrente (4.144).


    
      [image: ]

      Figura 4.23 – (a) Porção de placa resistiva em que flui corrente uniformemente distribuída. (b) Mesma placa com furo circular de raio a.
    

    Com o furo presente, as linhas de corrente perturbam-se em torno dele, mas, longe daí, é de esperar que sejam descritas pela função potencial não perturbada (4.145). Com a presença do furo, o potencial fica dependente das coordenadas x e y, ou, alternativamente, das coordenadas cilíndricas r e [image: phi]. Assim, para [image: ], tem-se uma função potencial que satisfaz à equação de Laplace, e da forma [image: ]. Conforme o que foi discutido no capítulo 3, a solução geral pode ser posta na forma (3.210). Esta, com auxílio de (3.212) e (3.213), é dada por


    
      [image: Equação]
    

    (4.146)


    Como a região de interesse envolve todo o domínio[image: ], e, de acordo com (4.145), o potencial tem variação apenas linear com y nesse domínio, tem-se [image: ]. Além disso, tem-se a condição de contorno


    
      [image: Equação]
    

    (4.147)


    É importante observar que (4.145) pode ser posta na forma


    
      [image: Equação]
    

    (4.148)


    Assim, no limite [image: ], (4.146), com [image: ] e com uso de (4.148), fornece


    
      [image: Equação]
    

    (4.149)


    Esta última relação é satisfeita para


    
      [image: Equação]
    

    (4.150)


    
      [image: Equação]
    

    (4.151)


    
      [image: Equação]
    

    (4.152)


    Com (4.150)–(4.152), (4.146) reduz-se à forma


    
      [image: Equação]
    

    (4.153)


    em que as constantes foram redefinidas de acordo com A ≡ A1C1 , B ≡ B1C1.


    Aplicando novamente (4.149) com a forma (4.153), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.154)


    e (4.153) reduz-se a


    
      [image: Equação]
    

    (4.155)


    Uma segunda condição de contorno é necessária para obtenção de B, e é obtida na borda r = a. Nessa borda, a corrente na região vazia do furo é nula e, portanto, de (4.111), tem-se que a densidade de corrente na região resistiva deve satisfazer a


    
      [image: Equação]
    

    (4.156)


    ou, equivalentemente, com base em (4.133), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.157)


    As condições de fronteira (4.144) – esta, válida longe da perfuração – e (4.157) mostram que o presente problema é um PVF de Neumann, em que as derivadas do potencial são especificadas. Utilizando (4.155) em (4.157), tem-se


    
      [image: Equação]
    

    (4.158)


    A solução de (4.158) é


    
      [image: Equação]
    

    (4.159)


    e, portanto, o potencial para [image: ] assume a forma final


    
      [image: Equação]
    

    (4.160)


    Com emprego de (4.160), a densidade de corrente pode ser obtida, de (4.133), resultando em


    
      [image: Equação]
    

    (4.161)


    A Figura 4.24 mostra as linhas de corrente, calculadas de (4.161) com base na equação diferencial (2.7). Como se pode observar na figura, as linhas de corrente contornam a perfuração, de tal forma que não haja componente normal à borda. À medida que se distanciam da borda, as linhas tendem a se tornar mais uniformes. De (4.161), tem-se em r = a,


    
      [image: Equação]
    

    (4.162)


    Essa expressão mostra que a densidade de corrente é tangencial à borda, e sua magnitude é máxima, isto é, [image: ] em [image: ], e é nula em [image: ].


    
      [image: Imagem]

      Figura 4.24 – Linhas de corrente para placa resistiva com perfuração circular.
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    Problemas


    4.1 Corrente é distribuída na região cilíndrica condutora [image: ]com densidade [image: ]. Determine a corrente total que flui nessa região, em função de [image: ], a e n.


    4.2 Admita que exista uma distribuição de corrente superficial na superfície esférica de raio a, com densidade [image: ]. Determine a corrente total que atravessa a semicircunferência [image: ].


    4.3 Para o Exemplo 4.8, determine a corrente total que atravessa o segmento de reta [image: ]. Admita que a espessura da placa seja t.


    4.4 Considere uma coluna cilíndrica de vidro, conforme ilustrado na figura, tendo seção transversal circular de raio a = 2 cm e comprimento l = 1 m. O gás nela contido está na condição normal de temperatura e pressão – CNTP. O par de eletrodos internos é submetido a uma diferença de potencial de [image: ]. Admita que o campo na coluna seja longitudinal e uniforme. Admita que 10% das moléculas do gás estejam ionizadas e que cada molécula ionizada libere dois elétrons. Assuma que a massa de cada íon ionizado seja 9.000 vezes maior do que a massa de cada elétron liberado. Admita também que o tempo de colisão de íons seja [image: ] e de elétrons seja [image: ].


    (a) Determine a corrente total que atravessa a seção transversal do cilindro, no regime permanente.


    (b) Determine a resistência elétrica da coluna.


    
      [image: Imagem]
    

    4.5 Em t=0, um excesso de carga é distribuído com densidade ρ0(R/a)n (C/m3), no interior da esfera de raio a, condutividade σ e permissividade elétrica ε0, em que n é um número inteiro positivo. Admitindo que a esfera esteja imersa no vácuo, determine:


    (a) A carga total volumétrica para [image: ].


    (b) Os vetores [image: ]no interior e no exterior da esfera para t ≥ 0.


    (c) A densidade superficial de carga em R = a, para t ≥ 0.


    (d) Mostre que a soma da carga volumétrica e superficial é constante e igual à carga total inicial no sistema.


    4.6 Em t=0, um excesso de carga é distribuído com densidade ρ0(r/a)n (C/m3), no interior do cilindro de raio a, condutividade σ e permissividade elétrica ε0, com n representando um número inteiro positivo. Admitindo que o cilindro seja infinitamente longo e esteja imerso no vácuo, determine:


    (a) Os vetores [image: ]no interior e no exterior do cilindro para t ≥ 0.


    (b) A densidade superficial de carga em r = a, para t ≥ 0.


    4.7 Em t=0, um excesso de carga é distribuído com densidade ρ0 (C/m3), no região [image: ], infinitamente extensa nas direções x e y. A região tem condutividade σ e permissividade elétrica ε0. Determine:


    (a) Os vetores [image: ]no interior e no exterior da região para t ≥ 0.


    (b) As densidades superficiais de carga nas superfícies [image: ], para t ≥ 0.


    (c) Verifique que a carga total em um cilindro com centro na origem, de área Σ e altura H > h, é constante e igual à carga total inicial aí contida. Qual é o valor dessa carga?


    4.8 Em t=0, um excesso de carga é distribuído na região esférica de raio b, condutividade σ e permissividade elétrica ε0, com densidade


    
      [image: Equação]
    

    com a < b. Admitindo que a esfera esteja imersa no vácuo, determine:


    (a) A carga total volumétrica para [image: ].


    (b) Os vetores [image: ]nas regiões [image: ], [image: ] e [image: ], para [image: ].


    (c) A densidade superficial de carga em R = b, para t ≥ 0.


    4.9 Em t=0, um excesso de carga é distribuído na região esférica de raio c, condutividade σ e permissividade elétrica ε0, com densidade


    
      [image: Equação]
    

    com a < b < c. Admitindo que a esfera esteja imersa no vácuo, determine:


    (a) A carga total volumétrica para [image: ].


    (b) Os vetores [image: ]nas regiões [image: ], [image: ], [image: ] e [image: ], para [image: ].


    (c) A densidade superficial de carga em R = c, para t ≥ 0.


    4.10 Faça a análise da seção 4.5.3, para o caso de [image: ] e [image: ].


    4.11 Considere que na Figura 4.19 a seção intermediária de condutor tenha comprimento l. Mostre que a capacitância dessa seção é dada por


    
      [image: Equação]
    

    em que Z é a resistência elétrica da seção.


    4.12 Para o problema 4.5, determine:


    (a) A variação de energia armazenada entre o valor de regime permanente e seu valor em t =0.


    (b) A potência dissipada na região condutora como função do tempo.


    (c) Com emprego do resultado do item (b), mostre que a variação de energia corresponde ao resultado obtido no item (a).


    4.13 Para o problema 4.6, determine:


    (a) A variação de energia armazenada entre o valor de regime permanente e seu valor em t =0, para um comprimento l da região cilíndrica.


    (b) A potência dissipada nessa região condutora como função do tempo.


    (c) Com emprego do resultado do item (b), mostre que a variação de energia na região de comprimento l corresponde ao resultado obtido no item (a).


    4.14 Para o problema 4.7, determine:


    (a) A energia armazenada entre o valor de regime permanente e seu valor em t =0, para o cilindro de altura H e área de base Σ com centro na origem e tendo H > h.


    (b) Determine a potência dissipada na região delimitada por esse cilindro como função do tempo.


    (c) Com emprego do resultado do item (b), mostre que a variação de energia na região corresponde ao resultado obtido no item (a).


    4.15 Considere o cabo coaxial, com um trecho longitudinal mostrado na figura, com região de preenchimento com resistividade κ. O raio do condutor central é a e o do condutor externo é b. Determine a resistência elétrica para uma seção longitudinal de comprimento l do cabo coaxial:


    (a) modelando o problema como um PVF, segundo o formalismo delineado na Tabela 4.2.


    (b) subdividindo a região resistiva por cascas cilíndricas de espessura diferencial e calculando a resistência por integração, como mostrado no Exemplo 4.7.


    
      [image: Imagem]
    

    4.16 Considere uma esfera perfeitamente condutora de raio a envolta por uma casca esférica perfeitamente condutora de raio interno b>a. A região {a ≤ R ≤ b, 0 ≤ θ < [image: pi] /2} é preenchida por um meio material de resistividade κ1, e a região {a ≤ R ≤ b, [image: pi]/2 ≤ θ < [image: pi]} é preenchida por um meio de resistividade κ2 . Admitindo que uma diferença de potencial seja aplicada entre os condutores perfeitos tal que [image: ] e [image: ], determine:


    (a) O vetor densidade de corrente em cada região.


    (b) A resistência elétrica medida entre as superfícies R=a e R=b.


    (c) A potência elétrica dissipada em cada região.


    4.17 Considere o resistor cônico truncado de dois eletrodos, como mostrado na figura. Os eletrodos cilíndricos têm raios a e b, e a região de resistividade κ tem altura h. Utilize a técnica de decomposição da estrutura em resistores diferenciais descrita no Exemplo 4.7, para determinar a resistência elétrica entre eletrodos.


    
      [image: Imagem]
    

    4.18 Considere que a região entre eletrodos esféricos de raios a e b (b > a) seja preenchida por N materiais de resistividades κi (i = 1,2,3...,N), com o i-ésimo material ocupando a região


    
      [image: Equação]
    

    Admitindo que uma diferença de potencial seja aplicada entre os eletrodos tal que [image: ] e [image: ], determine:


    (a) O vetor densidade e corrente em cada região.


    (b) A resistência elétrica medida entre as superfícies R=a e R=b.


    (c) A potência elétrica total dissipada na estrutura.


    4.19 Considere dois eletrodos esféricos. Um interno de raio a e outro, na forma de uma casca esférica delgada de raio interno c > a. A região {a ≤ R ≤ b, com b<c é preenchida por um meio material de resistividade κ1, e a região {b ≤ R ≤ c}, por um meio de resistividade κ2. Determine a resistência elétrica entra as superfícies R=a e R=c:


    (a) modelando o problema como um PVF, segundo o formalismo delineado na Tabela 4.2.


    (b) subdividindo a região por resistores diferenciais e calculando a resistência por integração, como mostrado no Exemplo 4.7.


    4.20 Para o problema 4.15, assuma que uma diferença de potencial seja aplicada no cabo coaxial, tal que [image: ] e [image: ], e determine:


    (a) O vetor densidade de corrente na região a ≤ r ≤ b.


    (b) A potência elétrica dissipada em uma seção longitudinal de comprimento l do cabo coaxial.


    4.21 Considere o resultado obtido para a capacitância de um par de eletrodos cilíndricos da Figura 3.41(a), obtido no capítulo 3; cf. (3.291). Admita que a região entre eletrodos seja um meio material de condutividade σ. Utilize o resultado (4.105) para determinar a condutância por unidade de comprimento do sistema da Figura 3.41(a).


    4.22 Considere a estrutura infinitamente longa tendo seção transversal mostrada na figura. Assuma que o eletrodo superior, cujo perfil é dado por


    
      [image: Equação]
    

    esteja submetido a um potencial V, e que a região entre eletrodos tenha resistividade κ. Determine a corrente total que flui em um comprimento longitudinal l, através da superfície y = 0.


    Sugestão: Resolva com base no Exemplo 3.8 do capítulo 3.


    
      [image: Imagem]
    

    4.23 Para a estrutura de dois eletrodos da figura, em que o meio de preenchimento tem resistividade κ, determine a corrente total que flui em um comprimento longitudinal l, da superfície [image: ].


    
      [image: Imagem]
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