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Avant-propos

Cédric Villani : « Quel que soit le temps passé a faire des mathéma-
tiques, ce n’est jamais du temps perdu. »

Ce manuel a pour ambition d’étre le manuel de référence pour les candi-
dats aux concours d’entrée aux écoles de commerce (par voie directe ou
par voie paralléle). Un manuel doit pouvoir apporter toutes les connais-
sances nécessaires a chaque étudiant.

Un manuel doit pouvoir répondre & toutes les questions que se pose
un étudiant.

Un manuel doit se vouloir rassurant et proposer des paliers de vérifica-
tion des savoirs.

Un manuel doit exposer les rédactions-types sur les questions récurrentes
afin que le préparationnaire concentre ses efforts sur I’essentiel.

Un manuel doit poser des alertes sur les pieges dans lesquels il ne faut
pas se laisser glisser.

Un manuel se doit d’étre évolutif & travers des exercices d’application
directe pour affirmer ses connaissances, des mini-problémes pour se pré-
parer aux interrogations et aux devoirs écrits, et des sujets plus longs
afin de se mettre en situation pour le jour J.

Ce manuel, vous l'avez entre les mains.
L’Auteur
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CHAPITRE 1. PROBABILITES

L’essentiel du cours |

Notion d’événement

Expérience aléatoire

Quand on ne peut prévoir le résultat d’une expérience, on dit que celle-ci
est aléatoire.

On appelle alors univers, I’ensemble des résultats possibles ou observables
de cette expérience ; on le note en général €.

Le conseil du prof :

La bonne lecture de l'expérience aléatoire est primordiale.

1l faut savoir quel type d’éléments on cherche : un entier, un couple
d’entiers ou autre chose ? a quoi correspond-il 2 quelles sont ses valeurs
possibles ¢

FEvénement

* Un événement est une partie de 'univers €.
* Un événement sera dit élémentaire s’il ne contient qu’un seul résultat.

L’ensemble des événements est noté A.
Cet ensemble est stable par passage & Uunion, o lintersection dénom-
brable (c¢’est-a-dire que l'on peut lister un a un) et au complémentaire.

Réalisation d’événement

* On dira que I’événement A est réalisé si le résultat de I'expérience est
dans A.

* Si A et B sont des événements, alors A C B signifie que la réalisation
de A implique celle de B.

* L’égalité A = B signifie que 'ona A C B et B C A.
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Le consetl du prof :

Concrétement, pour montrer que A C B, on partira de l'événement A
en supposant qu’il est réalisé. On s’écrit alors la conclusion a atteindre :
la réalisation de B ; et, entre 'hypothése et la conclusion, on agit par
différentes implications et déductions.

Opérations sur les événements

On note A et B des événements de 2.

x L’événement A, appelé I'événement contraire de A, est réalisé si et
seulement si A ne l'est pas.

* L’événement A U B, appelé réunion (ou union) de A et B, est réalisé
si et seulement si A 1'est ou si B lest.

* L’événement A N B, appelé intersection de A et B, est réalisé si et
seulement si A et B le sont.

Le conseil du prof :

La notion de contraposée nous permet d’affirmer que :
ACB=BCA

Evénements incompatibles

Sil’on a deux événements A et B vérifiant ANB = (), alors on dira qu’ils
sont incompatibles (ou disjoints).

Systéme complet d’événements

Une famille (A;);er d’événements de 2 (ou I C IN) sera appelée systéme
complet d’événements si :
xVi,jel, i#j AiNnA;j=0

*U&:Q

i€l

Le conseil du prof :
Sauf demande explicite de |’énoncé, vous n’aurez pas a justifier que telle
famille est un systéme complet d’événements.
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Les lois de De Morgan

Coeflicients binomiaux

Factorielle

La factorielle n représente le nombre de bijections d’ensemble & n élé-
ments dans un ensemble a n éléments.

Coefficient binomzal

Le coefficient binomial ( Z ) représente le nombre de chemins d’un

arbre réalisant p succés pour n répétitions.
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Les relations importantes

(5)=(a2s)
p n—p
* La petite formule : Vn,p > 1,
2(5)=(571)
p p—1
* Le triangle de Pascal : pour tout n > let ptel que 1 <p<n,ona:
(5)=0e21)=("%7)
= aF
p p—1 p

Les conseils du prof :
* La petite formule sera trés utile dans le calcul d’espérance ou de

* La symétrie :

. . n
variance ot 'on peut retrouver des termes de la forme k < i >

Parfois, on pourra appliquer 2 fois cette formule et avoir :

k(kl)<:>:n(nl)<2:§>

* La différence de coefficients binomiaux peut étre simplifiée par le

p D p—1

Probabilité

Définition

On appelle probabilité toute application P : A — R4 telle que :
* P(Q2) =1
* VA, B e P(Q) tels que ANB =0, P(AUB) = P(A) + P(B)

Si on a P(A) =1 alors on dira que l'événement A est quasi-certain.
Si on a P(A) =0 alors on dira que ['événement A est quasi-impossible.

11
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Propriétés

Formule du crible de Poincaré

Equiprobabilité
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Probabilité conditionnelle

Définition

Soit un événement A de probabilité non nulle.
P(ANB)
P(A)
la probabilité conditionnelle relative & A.

L’application Py : B — est une probabilité que ’on appelle

P(ANB
Le réel ﬁ, que l'on notera P4(B), est appelé la probabilité de B
sachant A.

Le conseil du prof :
Pour appliquer cette formule, on n’oubliera pas de relever que P(A) # 0.

Les propriétés

* P4(0) =0, P4(Q) =1 et VB vérifiant A C B, P4(B) = 1.
* P4(BUC) = Ps(B) + PA(C) — Pa4(BNC).

Des formules importantes

Formule des probabilités composées

* Si P(A) # 0 alors on a :
P(ANB) = P(A)P4(B)

* Soit Aj,..., A, des événements tels que P(A1N---NA,_1) #0.
On a la formule :

P(A1N---NAp) = P(A1)Pa, (A2) Paynay (A3) - -+ Paynna,_ (An)

Le conseil du prof :
On peut éviter lutilisation de cette formule par une traduction détaillée
et chronologique de ’événement Ay N--- N A,.

On précisera ’évolution du modéle au fur et 4 mesure de l’expérience.

13
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Formule des probabilités totales

Soit (A;)ier un systéme complet d’événements (ou I C IN).
Alors, pour tout événement B, on a :

P(B)=>_ P(A;NB)
el
Si de plus, pour tout i € I, P(A;) #0, on a :
P(B) =) Pa,(B)P(4A;)

el

Les conseils du prof :
* Si le systeme complet est infini, alors la somme est une série; on
justifiera sa convergence grice au fait qu’elle est égale & une probabililé.

* Si le systéme complet n’est pas donné explicitement, il peut étre
suggéré soit a travers la formule & prouver (si l’on doit montrer que

1 1
P(Xp41=1)= §P(Xn =0)+ §P(Xn = 1) on s’appuiera sur le systéme
complet (X, =0), (X, =1))) soit a travers des calculs de probabilités
conditionnelles (on doit calculer P(Y = 1) et on a déterminé
P(X:k)(Y = 1) pour 0 < k <n donc on prend comme systéme complet
(X = K)o<kzn)-

* Il faut étre vigilant sur le fait d’avoir un vrai systéme complet
d’événements c’est-a-dire que ['on recouvre bien tous les cas possibles.

Formule de Bayes
Soit (A;)ier un systéme complet d’événements (ot I C IN). Alors, pour
tout événement B (tel que P(B) #0) et i € I, on a :

__ Pa(B)P(4)
>rer Pac(B)P(4y)

Pp(A4;)

14
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Probabilités infinies

Théorémes de la limite monotone

* Soit (Ap)n une suite d’événements croissante au sens de l'inclusion
(c’est-a-dire : Vn € N, A, C Apt1). On a :

P(QAQ — lim P(A,)

n—-+00

* Soit (Ap)pn une suite d’événements décroissante au sens de I'inclusion
(c’est-a-dire : Vn € N, Apy1 C Ap). On a:

oo
PN 4) = lm_Pdr)
k=0
Corollaires des théorémes de la limite monotone

* Soit (Ay)n une suite d’événements. On a :

+o0o n
()=, r(() )
k=0 k=0

* Soit (Ap)n une suite d’événements. On a :

+o0 n
(a0 = m.7((14)

Le conseil du prof :

On prendra le temps et soin de montrer que la suite (Ayp)n est croissante
ou décroissante par traduction (comme il l'a été précisé dans le
paragraphe de la réalisation d’événement).

15
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Indépendance

Définitions
* Deux événements A et B sont dits indépendants si :
P(ANB)=P(A)P(B)
* Des événements (41, ..., Ay) sont dits deux & deux indépendants si :

V(i) € [Lin]?, i #j, P(4iNAj) = P(4)P(4))

* Des évenements (Ay, ..., Ay) sont dits mutuellement indépendants si :
VI C N, P(ﬂAi) -] P
i€l i€l

Le conseil du prof :

1l ne faudra pas confondre les deux notions d’indépendance deuz o deux
et d’indépendance mutuelle.

Toutefois, on a l'implication : indépendance mutuelle = indépendance
deux & deuz.

Stabilités par passage au contraire

Si n événements Aj,..., A, sont mutuellement indépendants, il en est
de méme pour les événements B; avec B; = A; ou A;.

En particulier, si A et B sont des événements indépendants alors il en
est de méme pour :

Aet B, Aet B, Aet B

16
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Une question ? des réponses !|

Comment calculer une probabilité ?

Avec un (petit) dénombrement

On peut utiliser le principe d’équiprobabilité qui nous dit que :

card(A)  nb de cas favorables pour A

P(A) = =
(4) card(Q) nb total de cas possibles

On devra donc dénombrer les cas possibles pour satisfaire A et le nombre

de cas possibles au total.

Avec I’événement contraire

Pour la plupart des événements contenant <« avoir au moins » ou pour
tout événement ot 'on pressent un dénombrement trop lourd, il sera
préférable de considérer [’événement contraire et la relation :

P(A) =1 — P(4)

Avec la formule des probabilités totales

Dans le cas ot Uévenement A dépend de situations ou conditions anté-
rieures, on pourra mettre en erergue un systéme complet d’événements
(As,i € I) et utiliser la formule des probabilités totales :

P(A) =) Pa(A)P(4A) =) P(ANA4;)

iel i€l

Si le systéme complet est infini, on notera que la série définissant P(A)
est convergente (puisqu’elle vaut P(A)).

17
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Comment calculer une probabilité conditionnelle ?

Avec la définition

Pour un événement B de probabilité non nulle, on a la probabilité de A
sachant B donnée par :

Po(a) = T8 20

Avec le contexte

Une probabilité conditionnelle, Pg(A), est une probabilité donnée littéra-
lement « sous la ou les condition(s) imposée(s) par B » ; donc, on peut
décrire le nouveau modéle ou schéma dans lequel I’expérience se déroule
et ainsi y calculer la probabilité demandée.

On s’écrira et se traduira bien ce que 'on sait (grice au « sachant » ) et
ce que ['on veut.

Avec la formule de Bayes

Une probabilité conditionnelle peut poser un probléme chronologique (par
exemple, probabilité de choisir l'urne 1 sachant que 'on a eu une boule
blanche) et pour inverser la conditionnelle, on a la formule de Bayes
(appelée également formule des probabilités des causes).

Pour un systéme complet d’évenements (A;,i € I) et un événement B
(tel que P(B) #0), on a :

Pa,(B)P(4A))

vie L Poldi) = =5 B P(Ap)

Comment calculer une probabilité d’union ?

Avec l'incompatibilité

Si les évenements A; et Aj, ot i # j, i,j € I, sont deuz a deuz incom-
patibles, c’est-a-dire A;NA; =0, alors :

P< U Ak) =3 P(Ay)

kel kel

L’ensemble I pouvant étre fini ou infini.

18
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Avec le crible de Poincaré

* Pour deuz événements A et B, on a :
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)
* Pour trois événements A, B et C, on a :

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) — P(AN B) — P(ANC)

—P(BNC)+P(ANBNC)

Comment calculer une probabilité d’intersection ?

Avec l’indépendance

Si les événements Aq, ..., Ay, sont indépendants alors :
n n
P( N Ak) = I[ P4
k=1 k=1

Avec la formule des probabilités conditionnelles

On utilise la formule des probabilités composées pour une expérience de
type sans remise :

P(() Ax) = P(A1) X Pa, (A3) X Paynay(A) -+ X Payona, (An)
k=1

(sous la condition P(A1N---NAp,_1) #0).

Par interprétation

Pour calculer la probabilité P(A1N---NAy) on peut interpréter I’événe-
ment Ay N ---N A, de maniére chronologique par une phrase.

19
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10 questions pour se testerl

@1 : On a une urne avec 3 boules blanches et 2 boules noires; on tire
des boules de I'urne une a une et sans remise.

Quelle est la probabilité d’avoir une blanche au 2° tirage sachant que ’on
a eu une noire au 1¢.

Q2 : Avec une urne contenant des boules blanches et des boules noires,
et en notant B; :« avoir une blanche au i-éme tirage » et N; :« avoir une
noire au i-éme tirage » , peut-on affirmer que (R1, By N Re, B; N Bs) est
un systéme complet d’événements ?

Q3 : Pour 3 événements A, B,C, si l'on a

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C)

peut-on conclure quant & I'indépendance de A, B et C'7

Q4 : A-t-on Pg(A) < P(A)?

Q5 : Que dire de Pg(A) sil’'ona BC A?

Q6 : Ecrivez Pp(A) al'aide de Pg(A).

Q7 : On lance une piéce de monnaie ; on note P; I’événement « avoir Pile
au i-éme lancer » et F; pour « avoir Face au ¢-éme lancer » . Décrivez
I’événement « avoir Pile et Face, dans cet ordre, pour la premiére fois
aux 3° et 4° lancers » .

@8 : En notant Dy, I'événement « avoir k fois Pile sur n lancers » , qui
est ’événement conditionnel D,, /Py ?

Q9 : On lance une piéce équilibrée; quelle est la probabilité de faire
pour a 1™ fois Face-Pile dans cet ordre aux n-éme et (n+ 1)-éme lancers
sachant que l'on a eu Face au 1°" lancer ?

Q10 : On considére une piéce équilibrée.

En notant I’événement A, :« avoir un double Pile pour la 1* fois aux n-
éme et (n+1)-éme lancers » trouvez une relation entre P(Ay), P(An+1)
et P(An42) grace au systéme complet (Pp, F).

20
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R1 : On sait que l'on a eu une boule noire au 1°" tirage donc, les ti-
rages étant sans remise, la nouvelle composition de 'urne est : 8 boules
blanches et 1 boule noire.

Ainsi la probabilité d’avoir une boule blanche est §

R2 : Chaque événement est bien différent du vide, ils sont disjoints 2 a 2
et la réunion des trois évenements donne bien l'ensemble des possibilités.
On a en effet :

RIU(BINR)U(BINBy) = RiU (Bl N (Ry U BQ))
— RU(BINQ)
- RUB,
- Q

Cette famille d’événements est donc bien un systéme complet.
R3 : Cette seule hypothése est insuffisante pour avoir lindépendance de
A, B et C. Il nous faudrait en plus :

P(ANB) = P(A)P(B), P(ANC) = P(A)P(C) et P(BNC) = P(B)P(C)

R4 : Si lon considére une urne contenant 1 boule blanche et 1 boule
noire et si l'on effectue des tirages sans remise alors Py, (B2) =1 car il
n’y aura qu’une boule blanche dans ["urne.

Par contre, avec le systéeme complet (N1, B1) on a par la formule des
probabilités totales :

P(BQ) = PNl(BQ)P(Nl) + PBl(BQ)P(Bl) =1x % +0= %

Ainsi, on a P(B2) < Pn,(B2) et pas linverse.

R5 :OnaPp(A) = P(;l(;)B) = ]Izggi =1lcarBC A= ANB=0B.
R6 : On ale lien Pg(A) =1 — Pg(A).

R7 : On sait déja que Uon finit par P3N Fy. Il nous reste a décrire les
2ers éueénements ; st on commence par Py on doit nécessairement avoir
Py, st on commence par Fy il n’y a aucune restriction sur le 2¢ lancer
(que ce soit Py ou Fy on ne fait pas apparaitre de Pile-Face avant).

En résumé, I’'évenement est : Py PoPsFy U F1 P3Fy.

R8 : L’événement D,, /Py se traduit par : on veut avoir k fois Pile sur
n lancers sachant que l'on a eu Pile au 1°" ce qui revient o avoir k — 1

fois Pile sur n — 1 lancers d’ot : Pp,(Dy ) = P(Dp—15-1)-

21
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C’est comme si on remettait le compteur a zéro; on a « consommeé » un
lancer en faisant un Pile, on regarde donc ce qu’il nous reste a obtenir
mais sur un nombre de lancers qui a changé.

RY : Sil’on a eu F1 on est contraints de n’avoir que des Face par la suite
pour ne pas faire apparaitre un Face-Pile avant les n-éme et (n+ 1)-éme
lancers.

Dés lors, la séquence est : F1Fy--- F,Poy1 et donc la probabilité, par

1\ n+1
indépendance des lancers, est : (§> .

R10 : Avec le systeme complet d’évéenements (P1, F1), on a par la formule
des probabilités totales :

P(Ani2) = Pry (Ant2) P(F1) + Pp, (Ani2) P(P1)

L’événement conditionnel Ani2/F1 signifie que l'on veut avoir Pile-Pile
pour la 1™ fois aux (n+2)-éme et (n+3)-éme lancers sachant que 'on a
eu F1 ce qui, en réinitialisant l’expérience, revient & avoir Pile-Pile pour
la 17 fois aux (n+ 1)-éme et (n + 2)-éme lancers.

On a ainsi : Pp (Ant2) = P(Apt1).

L’événement conditionnel Apyo/P1 signifie que l'on veut avoir Pile-Pile
pour la 1" fois auz (n+2)-éme et (n+3)-éme lancers sachant que l'on a
eu Py ce qui induit nécessairement d’avoir Fy puis une séquence de n+1
lancers on l'om finil par Pile-Pile pour la 1™ fois.

On a donc Pp, (Any2) = P(F) x P(A,).

En résumé, on a :

1 1 1
P(An+2) - P(An+1) X 5 + 5 X P(An) X 5
1 1
— P(An+2) = §P(An+1) + ZP(An)

22
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Les basiques |

*ww Exercice 1 : application de la formule des probabilités
totales

Soit n € IN*, Soit (A;)?; un systéme complet d’événements tel
1
que la suite (P(A4;)); soit arithmétique de premier terme P(A4;) = o
n
1. Déterminer P(A;) pour i € [1;n].
2. Soit B un événement tel que :
1
Vi € [1:n], Py (B) = —

Calculer P(B) en fonction de n.

1. Notons a la raison de la suite (P(A4;));.
On a le terme général :

Vi e [1;n], P(A;) = % +a(i—1)

Il nous faut déterminer a; pour cela, utilisons le fait que (A4;)
soit un systéme complet d’événements :

;;:P(Ai)zl — g(;ﬂ—l—a(i—l)) —1

n n
1 .
— Z%JraZ(z—l):l
=1 i=1
1 (n—1)n
= —4a—"=1
p T
= 1
o= —-
n(n—1)

Des lors, on a l'expression pour i € [1;n] :

1 1—1
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. La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’éveé-
nements (A4;)?_; nous donne :

n

P(B) = ) Pa(B)P(4)

=1
i1 i—1
- ZQn(Qn n(n—l))
=1
1 <« 1 ",
BTG )2Z on%(n — 1) (=)

En scindant les sommes, on a alors :

1 /1 1 " 1 °
PB) = 271(271_n(n—1)>;l+2n2(n—1);12

(n+1)(n—-3) nm+1)2n+1)
8n(n —1) 12n(n —1)
™2 -7

24n(n — 1)

T(n+1)
24n
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*ww Exercice 2 : différents rangements possibles de n boules
dans trois tiroirs

On range n boules (n > 3) dans trois tiroirs numérotés 1,2,3;
chaque tiroir pouvant recevoir un nombre quelconque de boules.

1. Calculer la probabilité de I'événement : E}, : « le 1¢” tiroir contient
k boules ».

2. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

(a) le tiroir n°i est vide.

(b) deux tiroirs sont vides.

1. 1¢" point de vue : Soit 2 I'univers des possibles associé & 1'ex-
périence aléatoire. Card 2 est le nombre de facons de placer n
boules dans 3 tiroirs d’ou Card 2 = 3".

Soit I'événement Ey : « le tiroir 71 contient k boules », 0 < k < n.
Ona:

Card Ey, = < Z > x onk

( Z > le nombre de facons de choisir k boules parmi les n.

2"k— le nombre de facons de répartir les (n — k) boules restantes
dans les tiroirs 15 et T3.

Donc :
( Z ) X 2nfk
P(Ey) = 3
géme point de vue : On est en présence d'un schéma de Bernoulli

de parameétres n et p = probabilité de succes =1/3.
Si k désigne le nombre de succeés :

- (1) (0 ()

2. (a) T; : «le tiroir n°i est vide ».
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(b) A : «deux tiroirs sont vides », ¢’est-a-dire que I'un des 3 tiroirs
a recu les n boules.

1

P(A) =3P(E,) =3 (3>n

Le « 3 » devant la probabilité correspond au choix du tiroir qui
a recu les n boules.
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* %% Exercice 3 : maximum et minimum de résultats sur un
lancer de 3 dés

On lance 3 dés D1, Dy et D3 qui ne sont pas truqués.
Pour ¢ € [1,6], on note :

S; :« le maximum des résultats de Dy et Do est < i »
I; :«le minimum des résultats de Dy et D3 est > 7 »

1. Calculer les probabilites P(S;) et P(I;).

2. Pour quelle(s) valeur(s) de ¢ a-t-on S; et I; indépendants ?

1. On a grace a 'indépendance des dés Dy et Do :

P(S;) = P(max(Dy,D2) <1)
= P((D1 <i)n (D <19))
<

= P(Dy <i)P(Dy <1)
_ i@
66 36
De méme, on a :
P(IZ) = P(min(Dg,Dg) > Z)

= P((D2 > i)N (D3 > 1))
= P(Dy > i)P(D3 > 1)
6—-(i—1)6—(i—1) (7—1)?

6 6 36
2. Ona S;NI;:« Dy <i, Dy =14, D3 > ¢ »donc par indépendance
des dés :
i 1 6->G—-1) i(7—1)
PS;NIL)=-x = =
(Sinli) =5 x5~ 216

Ainsi on a l'équivalence :

S; et I; indépendants <= P(S;N1;) = P(S;)P(l;)
i(7T—4) 2 (7T—14)?
216 36 36
— i(T—i)=6 cari¢ {0,7}
< t=1oub
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*veve Exercice 4 : tirages successifs dans une urne

Soit une urne avec une boule blanche, une boule noire et une
boule rouge. On y effectue des tirages successifs avec remise.
On notera B I’événement « on a au moins une boule blanche »

1. Ecrire I'événement B (ou B) de trois maniéres différentes :
- avec les A, :« on n’a aucune blanche sur les n-ers tirages »
- avec les B, :« on a une blanche pour la 1™ fois au n-éme tirage »
- avec les C, :« on a au moins une blanche sur les n-ers tirages »

2. Proposer alors trois calculs pour déterminer P(B) ; comment peut-
on interpréter le résultat obtenu?

1. On a les écritures :
_ *x +00 +oo
B = ﬂAn, B = UBn, B = UCn
n=1 n=1 n=1

2. Tout d’abord, par indépendance des tirages (avec remise), on a :
2\m 2\n—11
P(A,) = (5) , P(Bp) = (g) 3 (n — 1 non blanches et la 1™
2 _
blanche au n-éme tirage) puis P(Cp) =1 — (§>n (car C), repré-

sente n tirages sans blanche).

* Avec la 1% écriture, la suite d’événements (A, ), étant décrois-
sante (Ap4+1 C Ay) on a par le théoreme de la limite monotone :

_ 2
P(B)= lim P(A,)=0 car 3 €] - 1;1]

n—-+oo

On en déduit alors que : P(B) = 1.

* Comme les By, sont incompatibles (grace a « pour la 1*® fois » ),
on a:

—+00 “+o00
1 2\ n—1 1 1
PB) =3 PB) =33 (5) =57-2=1
n=1 n=1 3

2 €l -1;1]
car — —1;1].
3
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* La suite d’événements (Cy,), étant croissante (C,, C Cp41), on
a par le théoréme de la limite monotone :

P(B)= lim P(C,) =1

2
ar — €| — 1; 1],
Car3€] ,[

Ainsi, B est un événement quasi-certain ce qui se traduit par le
fait qu’il est presque siir d’avoir une blanche & un moment.
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*veve Exercice 5 : changement de piéce

1
On obtient Face avec une piéce A avec la probabilité 5 Une piéce B

2
donne Face avec la probabilité —.

On choisit une des piéces au hasard. On la lance.

Si on obtient Face on conserve la piéce que I'on vient de lancer, sinon
on change de piéce. On effectue ainsi une suite de lancers.

On notera, pour k > 1, Fy I'événement « on obtient Face au k-éme
lancer » , Ag : « on lance A au k-éme lancer » et B : « on lance B au
k-éme lancer » =Aj,.

1. (a) Pour k > 2, déterminer une relation entre P(Ag) (que 'on
notera pi) et P(Ag—1) (qui sera donc pg_1).

(b) En déduire I'expression générale de p, = P(A,) pour n > 1.

2. Quelle est la probabilité d’obtenir Face au n-éme lancer ?

1. (a) Pour tout k > 2, d’aprés la formule des probabilités totales
pour le systéme complet (Ag_1, Ax—1), on a :

P(Ag) = P(Ag-1)Pa,_, (Ax) + P(Ap—1) Py —(A)
Dou :
P(Ay) = P(Ag—1)Pa,_, (F—1) + P(Ay—1) Py —(Fj—1)

soit, en posant pp = P(Ay) :

1 2
— et (1-2) (= pi
Pk = 5Dk 1+( 3>( Pk—1)

Donc, pour tout k > 2,

1 1
Pk = —DPr—1+ 5 (1)

6 3
(b) La suite (pg)r>1 est arithmético-géométrique, on a donc une
méthodologie pour donner son terme général.
On cherche d’abord [ tel que :

1 2

1
1=21
6 "3
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En faisant (1) — (2), on a :
1
Vk =2, pp— 1= c(pr-1-1)

1
Donc, (pr—1) est une suite géométrique de raison 5 de premier

; o1 2_ 1.
erme pp =5"F=1"
1 1 n—1
Vn>1 py—l=— (-
n=2 Pa 10(6)

ce qui nous donne :

1 /1\""' 2
V> 1, pn= — (= il
ne=h P 10<6> T3

2. D’apres la formule des probabilités totales pour le systéme complet
d’événements de probabilités non nulles (A4,, Ay), on a :

1 2
— 5P(An)—}—5(1—13(An))
2 1
= Z_—_-P(A4A,
3~ gF(An)
5 1 (2 1 1 n—1
Ainsi,ona:P(Fn):36<5+10<6> >

Finalement :
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*ww Exercice 6 : lancer infini d’une piéce

On lance une piéce une infinité de fois. Pour tout & € IN*, on
note :
Ag : «le k-éme lancer donne pile »

1. Décrire par une phrase chacun des événements suivants :
400 4 +o00 400

Ey = () Ak, E2:<ﬂAk)ﬁ(ﬂAk>a Es =[] A
k=5 k=1 k=5 k=5

2. Ecrire a Vaide des Ay, ’événement :« on obtient au moins une fois
pile aprés le n-éme lancer et pas sur les n-ers » .

3. Ecrire a l'aide des Ay les événements :
(a) B, :«onn’obtient plus que des piles a partir du n-éme lancer »

(b) B :« on n’obtient plus que des piles a partir d’un certain lan-
cer » .

1. Ej : & partir du 5° lancer, tous les lancers donnent pile.
Es : les 4° lancers donnent face et tous les suivants pile.
E5 : au moins I'un des lancers & partir du 5* donne pile.

n +oo
2. On peut l'écrire : ﬂ Ap N U Aj, car on ne veut pas de Pile sur
k=1 k=n+1

les n-ers tirages et on en veut un au (n+1)-éme ou au (n+2)-éme,
ou ...

+oo
3.(a) On a: B, = ﬂ A car on veut Pile au n-éme lancer, et au
k=n
(n+ 1)-éme lancer et....
+o00  +4oo
(b) Ona: B, = U ( ﬂ Ak) car I'union nous permet de définir a
n=1 k=n

partir de quel rang on enchaine les Piles (par des intersections).
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*ww Exercice 7 : indépendance, union et intersection

On lance simultanément 3 dés indiscernables et non truqués.

= W N =

On note a, b, ¢ les résultats de chacun de ces dés.
Soit les événements :

A=(b+c=T7), B=(a+c=7) et C=(a+b=T7)

. Calculer P(A) et P(BUC).

. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

. Les événements A, B et C sont-ils mutuellement indépendants ?
. Que dire des propriétés suivantes ? :

(a) Si un événement est indépendant de deux autres, alors il est
indépendant de leur réunion.

(b) Si un événement est indépendant de deux autres, alors il est
indépendant de leur intersection.

1. % Tout d’abord, comme on lance 3 dés indiscernables : card £ = 63.

* Pour réaliser A, on a un choix quelconque pour a (soit 6 pos-
sibilités) et (b, c) peut étre (1,6), (6,1), (2,5), (5,2), (3,4) ou (4,3)
soit 6 possibilités.

On a donc card A = 62 et

1

* Par symétrie, on a P(B) = P(C) = 6

Ensuite, pour réaliser BNC', on peut avoir pour (a, b, ¢) les triplets

(1,6,6), (2,5,5), (3,4,4), (4,3,3), (5,2,2) ou (6,1,1) soit 6 possibilités.
Ainsi, on a :
1 1 6 11
P(BuC)=P(B P(C)—PBNC)==-4-——=—
(BUC) = P(B) + P(C) - P(BNO) = £ + ¢~ & = o

2. Voyons si l'on a P(AN B) = P(A)P(B).

Toujours par symétrie, on a : P(ANB) = —

36

1
Or, P(A)P(B) = — donc A et B sont bien indépendants.

~ 36
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3. Par symétrie, B et C' (ou A et C) sont indépendants.
A, B et C sont donc indépendants 2 a 2.
En remarquant que ANBNC =0 (vu que AN B donne a = b et
alors on ne peut avoir C car a +b=2a#7) on a :

P(ANBNC)=0# P(A)P(B)P(C)

Ainsi, on n’a pas l'indépendance mutuelle de A, B et C'.

4. (a) On a A indépendant avec B et avec C.
11
Voyons ce qu'il en est de A et BUC ;ona P(A)P(BUC) = —

216
et pour P(AN (BUCQ)) :

P(An(BUC(C)) = P(AnB)U(ANC))
P(ANB)+ P(ANC) - P(ANBNC)
1

18
La propriété est donc fausse (en général).

(b) Comme P(AN (BN C)) =0 et P(AYP(B)P(C) = ﬁ cette

propriété est également fausse (en général).
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*%7r Exercice 8 : nombre de parties de {ai,...,a,} de cardinal
k fixé

Soit n € N* et A ={a1,...,an}.

A contient 2" parties; chacune de ces parties est écrite sur un papier.
On place 'ensemble de ces papiers dans une urne.

On considére une partie B de A de cardinal k£ (ot 0 < k < n).

On tire au hasard un papier dans 'urne.

1. Quelle est la probabilité que la partie qui y est inscrite contienne
la partie B7

2. Quelle est la probabilité que la partie qui y est inscrite soit conte-
nue dans la partie B 7

3. Quelle est la probabilité que la partie qui y est inscrite n’ait pas
d’éléments en commun avec B 7

1. On veut que le papier tiré contienne les éléments constituant B ;
pour ces éléments il n'y a qu'un choix possible. Par contre, on va
devoir dénombrer les choix que I'on peut faire pour compléter les
éléments de B.

Cela revient a4 déterminer le nombre de parties que ’on peut former
avec ces n — k ¢léments restants (ceux de A — B).

Comme il y en a 2" on a alors la probabilité voulue :
vk
o ok

2. Ici, nous voulons déterminer les parties qui contiennent certains
éléments de B sans en avoir d’autres.
Il nous faut donc déterminer le nombre de parties d’'un ensemble
a k éléments, soit 2F.
On peut donc donner la probabilité cherchée :
2k 1
omn on—k

3. Dans cette derniére recherche, on doit déterminer le nombre de
parties ou les éléments sont & piocher dans B (qui contient n — k
élements), soit 27

Ainsi la probabilité est :

on—k
on 9k
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* %7 Exercice 9 : attente d’un double Pile

3
On a une piéce donnant Pile avec la probabilité 1 et on la lance

indéfiniment.
On note Cy, : « on a Pile-Pile pour la 1™ fois aux (n — 1)-éme et n-éme
lancers » pour n > 2.

1. Calculer P(C3) et P(Cs).

2. En tenant compte des 2° lancers (on pourra prendre comme sys-
téme complet d’événements (Fy, P) Pa, PiF»)), montrer que :

1 3
n >3, P(Cy) = ;P(Cnt) + 15 P(Ca2)
—+00
3. En déduire P(Cy) et calculer Y P(Cy). Qu'en déduire?
n=2

9
= — par indépendance.
1/3 216 9
On a P(C3) = P(F1PaPs3) = Z(Z) = g1 PAr indépendance.
2. Avec le systéme complet (Fy, Py Py, P F3), on a par la formule des
probabilités totales :

P(Cn) = Pp (CH)P(Fl) + Pp,p, (CH)P(P1P2) + PpF, (Cn)P(PlFQ)
1

3
- zP(Cn_l) + EP(Cn_Q)

On a Pr, (Cy) = P(Cp—1) car une fois que l'on sait que l'on a eu
Face au 1°" lancer, alors on remet & 0 notre modéle et on n’est plus
avec n lancers mais avec n — 1 lancers (et toujours pour finir par
Pile-Pile).

Meéme raisonnement pour Pp, g, (Cy,) = P(C)p,—2) car on a consommé
2 lancers donc il nous en reste n — 2 pour finir avec Pile-Pile.

Par contre, Pp,p,(Cy,) = 0 car n > 3 et on a obtenu Pile-Pile
avant I'heure.

1. On a P(Cy) = P(P\P,) = (

oo
N———

3. On a alors, en notant u, = P(Cy) :

1
Vn >3, up = Zunfl + Tﬁun72

c’est-a-dire (uy), une suite vérifiant une relation récurrente li-
néaire d’ordre 2.
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On a 'équation caractéristique :

2oL, 3
47 16
) 1++13 1—+v13
et elle a pour racines ¢ = —— et f = ———.

8 8

On a alors le terme général :
VYn > 2, P(C,) = Aa" + Bp"

Avec les conditions initiales trouvées P(C3) et P(C3), on trouve

que :
9
Aa2 + Bﬂ2 = 76
Aa® + BB = —
o’ + Bf ol
et cela nous donne (Lo — aL par exemple) :

A 9 _ 18 B 9 18
“16ala—B) V3413 168(B—a) 13— V13

1 5
Comme a, f €] — 1;1] (comme 3 < v/13 < 4 on a 5 <a<g et
3 1 L. . .
3 <p< _1)’ les séries géométriques de termes généraux o™ et

B™ convergent et :
+oo +oo +o0
Y P(Cn) = AY a"+B) p"
n=2 n=2 n=2

a2 ﬁQ
= A B
1—oz+ 1-—

B

9 o I5]
- 16(a—6)(1—a_1—ﬂ>
o 16(l—a)(1-8)

1 3
en utilisant le fait que a4+ = 1 et aff = T (grace a I'équation
1 3
— VT i 0 que I’on sait similaire a 22— (a+8)z+a8 = 0).

Ainsi, il est quasi-certain que l'on ait Pile-Pile & un moment donné
vu que par incompatibilité :

+o0o +o0
P(Jcu) =Y Pc)
n=2 n=2
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*%*w Exercice 10 : autour d’un lancer de piéce

On lance n fois une piéce dont la probabilité de donner Pile est
p €]0,1[={1/2}.
1. Pour k > 2, on considére I’événement E} :« on obtient Pile-Face
dans cet ordre et successivement pour la 1™ fois aux (k — 1)-éme
et k-éme lancers » . Calculer P(Ey).

2. Calculer la probabilité de I’événement F :« on obtient Pile-Face
au moins une fois » .

3. Pour k£ > 0, on note Fj, I’événement « on a obtenu exactement k
fois Pile » . Calculer P(Fy).

1. Pour obtenir P;_1F}, on peut avoir : P;--- Py_9P;_1F) ou 'un
des Aj =F - FjPjy1-- Py_1F}, ou j décrit [1,k—2].

Remarquons que le 1°" cas est le cas ot j = 0 dans A;.
Aussi, on a @ P(Fy -+ FjPji1-+ Pe1Fy) = ¢/p"~179q par inde-

pendance.
k—2

Comme Ej, = U Aj, on a par incompatibilité :
7=0
k—2
P(Ey) = P(Aj)
7=0
k—2 q j
-
J=0 b
k—1
- (3)
_ k— p 1
= pflyg T car = 75
P
I (VA )
p—q

n
2. On a l’égalité : B = U E et par incompatibilité :
k=2

n

P(E) = P(E)

k=2
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Ensuite, en remplacant, il vient :

PE) = 30 =t

1

pg ( 1—pt  1—g"
= p —q car p,q # 1
P—q 1—p 1—gq
_ pn-l—l _qn+1
P—q

3. On reconnait un modele binomial puisque l'on veut k succes (avoir
Pile) sur n épreuves indépendantes et ainsi :

Py = () )t
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* % Exercice 11 : attente du premier Pile-Face

On lance n fois une piéce dont la probabilité de donner Pile est
p €]0,1[={1/2}.
1. Pour k > 2, on considére I’événement E} :« on obtient Pile-Face
dans cet ordre et successivement pour la 1™ fois aux (k — 1)-éme
et k-éme lancers » . Calculer P(Ey).

2. Calculer la probabilité de I’événement F :« on obtient Pile-Face
au moins une fois » .

3. Pour k£ > 0, on note Fj, I’événement « on a obtenu exactement k
fois Pile » . Calculer P(Fy).

1. Pour finir notre séquence de tirages par Pr_1F}, on peut avoir :
Py Py_oPy_1Fy ou, progessivement, ajouter des Faces par la
gauche (pour éviter de faire un Pile-Face avant 1’heure!).

Cela nous donnerait :

Ey

PPy Py 9Py 1Fy
FiPy- - Py 9Py 1 Fy
FyFoPs -+ Py 9Py 1 Fy

CcC C C C

Fi\Fy - Fy_ 9P, 1 F},

On peut remarquer que tous ces événements sont incompatibles.
Remarquons aussi que la probabilité de I'événement Fy - - - Fj Pjy1 -+ - P11 Fj,
(1<j<k-—2)est:

. k1 _1 {9\
Vj € [1;k=2], P(Fy--- FjPj1 -+ PeyFy) = ¢/p" ' g =p* lq(E)
par indépendance.

On a la probabilité du 1°* événement (cas & part qui ne commence
pas par Face) qui est :

P(P; - Py_oPy 1 Fy) = p* g

par indépendance.
On peut remarquer que cette derniére probabilité correspond au
cas j = 0 de la formule plus générale.
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Ainsi, par incompatibilité :
J
P(Ey) = p* 1612@)
p
k—1
RO

q 1
= —7 carf#lvuquep#§
» p

pa(p*! —qk Y

p—q

"B\»Q

n
2. On a l'égalité : £ = U E} car on peut avoir ce Pile-Face au 2°

k=2
tirage ou au 3° tirage,. .., ou au n-éme tirage.

Par incompatibilité :

P(E) = ) P(Ey)

N ( k—l_qk—l)
I
n—1 n—1
I (1—p _ql—q ) car pg £ 1
P—q 1—p 1—g¢q
_ e —-p"h)  pP(l—g¢" )
- (-9 (p—aq)p
P _pn-i-l q2_qn+1
 p—q p—q
PP -t =gt
B p—q
_ p+q_pn+1_qn+1
p—q
_ 1_29”“*(1"“
p—q

3. On veut k succes (avoir Pile) sur n épreuves indépendantes et
ainsi :

Vk € [0;n], P(Fy) = ( Z >pk(1 _p)n—k

On rappelle que le coefficient binomial représente le nombre de
possibilités de placer ces k succés sur les n épreuves.
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Si le nombre de Piles est supérieur au nombre de lancers, alors on
est dans une situation impossible :

Vk >n, P(Fy) =0
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% Exercice 12 : tirage simultané de n boules dans une urne
en contenant N et comparaison 4 un numéro fixé

Une urne contient N boules numérotées de 1 & N. On tire simul-
tanément n boules.

1.

Déterminer la probabilité que toutes les boules obtenues aient un
numéro inférieur ou égal a k.

. Déterminer la probabilité que le plus grand numéro obtenu soit k.

. En déduire que I'on a la somme :

1. Le cardinal de I'univers décrivant cette expérience est < n >

Notons A :« toutes les boules ont un numeéro < k » .

On peut d’ores et déja remarquer que si k < n alors P(Ag) =0
puisque le plus grand numéro tiré est au moins égal a n.

Pour k > n, Ag est 'ensemble des combinaisons a n éléments

dans [[1; k] (il nous faut choisir & numéros parmi n d’ou le Z >

puis il faut choisir I'ordre croissant, il y en a un seul!; on a donc

< Z > x 1 possibilités).

Ainsi, on a par équiprobabilité :

2. Notons By :« le plus grand numéro vaut k » .
En premier lieu, on a si k < n, P(By) = 0.
Ainsi, supposons k > n.
By, est ’'ensemble des combinaisons a n éléments de [1; N] conte-
nant le numéro k et n — 1 autres numéros dans [1; k& — 1].
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Ainsi, on obtient :

n—1
P(Bp) = ——-%-
(Br) N
n
. On a clairement le fait que (Bk)kN:n soit un systéme complet d’éve-
nements ; d’oul :

N
> P(B) =1
k=n

En remplacant sa valeur, il nous vient, :

k—1
()

=0

S(4571)

ce qui nous donne :

(%)
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*%vr Exercice 13 : inégalité de Boole et application
1. Montrer l'inégalité de Boole :

n

vn =1, P( CJ Ax) <30 P(Ay)

k=1 k=1

2. Montrer alors que :

n

P(IQAk) >1- Y P(Ay)

k=1

puis : .
P(ﬂAk) ZP (Ap) — (n—1)
k=1

3. En déduire que, si trois événements A, B, C sont équiprobables,
de méme probabilité p et vérifiant P(ANBNC) =0 alors p < 3
4. On suppose a présent que la série ZP(AR) converge. Montrer

n>0
alors l'inégalité de Boole infinie :

+00 400
P<k9n Ak> < g;lP(Ak)

1. Procédons par récurrence sur n > 1.
Pour n =1, le résultat est trivial.
Supposons la formule vraie & Vordre n fixé dans IN*.

Cgi% n
P( U Ak) — P( U A UAnH)
k=1 k=1

- P( U Ak) 4 P(Apsr) — ( U A An+1>

par le crible de Pomcare.
Comme une probabilité est positive, on a déja :

P(Tj ) < p( U A) + P(Ani1)
k=1 k=1
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Ensuite, par hypothése de récurrence, on a :

n+1 n n+1
P(J Ak) <3 P(AR) + P(Ansn) = > P(4y)
k=1 k=1 k=1

La récurrence est établie.

. Avec les lois de De Morgan :

() -

|
g,
—
DL
P
ES
~

b
Il
—

I
|
Y
—
=
3
>
N

e
Il
—

Avec l'inégalité de Boole, il vient :

P 4) =1-3 P(Ay)
k=1 k=1
Ensuite, on peut écrire :
P( N Ak> >1-3"(1- P(Ay))
k=1 1

k=
Dot : . .
P( N Ak) >1-n+ Y P(4)
k=1 k=1
. On applique l'inégalité de Boole aux événements A, B et C :
P(AUBUC) < P(A)+ P(B) + P(0)
Or, d’aprés les lois de De Morgan, on peut affirmer que :
P(AUBUC)=P(ANBNC) < P(A)+ P(B)+ P(C)

Les événements (et donc les complémentaires) étant équiprobables
(etona PIANBNC)=1-P(ANBNC)=1), on extrait :

. 2
1§3(1—p)801tp§§
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4. Par le corollaire du théoréme de la limite monotone, on a :

+00 n
(U a)= . r(U )

Or, par la question 1., on a :
n n
P( U Ak) <Y P(A)
k=m k=m

En passant a la limite sur n, comme tous les termes convergent,

on a : oo .
P( U Ak) <Y P(Ay)
k=m k=m
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* % Exercice 14 : ajout d’une boule de la méme couleur que
celle tirée

Soit n € IN*. Une urne contient au départ une boule blanche et
une boule noire.

On effectue n tirages selon le protocole suivant : aprés chaque tirage, la
boule tirée est remise dans 'urne et on ajoute une boule de la couleur
qui vient d’étre tirée avant le tirage suivant.

1. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au 2° tirage.
2. Soit I’événement A,, : « on n’obtient que des boules noires lors des

n tirages » .
Calculer la probabilité P(A,).

3. Soit C, I'événement : « on obtient exactement une boule blanche

au cours des n tirages » .
Calculer la probabilite P(C,).

4. Pour k € [1;n], on note Pévénement T, : « on obtient la 1* boule
blanche au k-éme tirage » .

(a) Calculer P(T}) pour tout k € [1;n].

(b) Vérifier alors que : ZP(Tk) + P(A4,) =1
k=1

1. On parle du second tirage mais encore faut-il savoir ce que 'on a
eu au 1 tirage.
Avec le systéme complet d’événements (B1, N1), on a par la for-
mule des probabilités totales :

P(Bs) = Pp,(B2)P(B1)+ Pn,(Bz2)P(N1)
3 2 3 2

1

2

vu que l'on ajoute une boule de la méme couleur que celle tirée.

2. On a l’écriture :
P(A,)=P(Nin---NNyp)
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Avec la formule des probabilités composées (N1N---NNp,—1 # 0) :

P(An) = P(Nl)PNl(NQ) X oo X PN1-~~Nn_1(Nn)

2
p— ...X
3 n+1

vu qu’on ajoute une boule noire a chaque tirage (aprés n—1 tirages
il y a donc n — 14 1 = n boules noires et 1 boule blanche).

3. L’évenement C), se décompose alors sous cette forme :
C, =Bi{Ny---N, UN{B3N3---N,U---UNy---N,_1B,

(on a placé la seule boule blanche sur 'une des n places)
Par incompatibilité :

P(Cyp) = P(B1Nz---Nyp)+P(N1BaN3 - -- Np)+---+P(Ny--- Np_1By,)

Calculons la 1 probabilité par la formule des probabilités com-

posées :
P(BlNQ . Nn) = P(BI)PBl (NQ) X - X PB1N2~~~Nn_1<Nn)
1 1 n—1
= —X=X---X
2 3 n+1
(=1 1
T o (n+1)! (n+1)n

Ensuite, il est nécessaire de remarquer que toutes les probabilités
sont égales car les fractions que ’on va écrire a travers les formules
des probabilités composées sont les mémes (les dénominateurs vont
augmenter de la méme maniére : +1 & chaque fois, les numérateurs
vont étre les mémes & un ordre prés).
Des lors, on a :

1 1

P n) — =
(Cn) nx(n+1)n n+1

4. (a) On a l’écriture pour 1 <k <n:
P(Tk) :P(Nlﬂ~--ﬁNk,1ﬂBk)
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