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Arithmetique,
algebre

et trigonometrie

1.1 Symboles usuels de PPalgebre

Symboles
v

3
aeE

a¢ E

EDF
FcFE

ENF

EUF

aTb=c

aTe=eTa=a
aTa=e

Symboles dits quantificateurs
signifie « quel que soit » ; par exemple Va € E, quel que
soit a appartenant a E.
signifie « il existe » ; par exemple Ja € E, il existe a
appartenant a E, tel que ... .
a est un élément de lensemble E.
a mappartient pas a E.
Symbole de inclusion signifiant que F est un sous-
ensemble de E, cest-a-dire contenu dans E et pouvant
étre E lui-méme.
Ensemble vide.
Intersection de E et de F; ensemble des éléments
communsaEetaF
Réunion de E de F; ensemble des éléments apparte-
nant soit & E, soit a F, soit a leur intersection.
Complémentaire de A sous-ensemble de E ; on a
AN C A= @

Relation exprimant que c est le résultat de lopération
interne effectuée sur a et b éléments de E. On trouve
aussi :

alb; axb; a+b; a.b
e est [élément neutre de lopération T .
a et a’ sont des éléments symétriques dans lopération
T.
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aRb  a et b satisfont a une relation binaire désignée par R.
y—f(x)  xélément de E sapplique sur y, élément de F.
y& f(x)  Lapplication est bijective.
fog  application composée signifiant y — f[g(x)] ; ne pas
confondre avec g f signifiant y — g[f (x)].
amodulon  signifie a + Kn, quel que soit K entier relatif.
|a|  valeur absolue ou module de a.

1.2 Structures algeébriques

A) Groupe

Ensemble G non vide possédant une loi de composition interne satis-
faisant aux axiomes suivants :

1'Va,b,ce G:(a@aTbhbTc=aT BT o (associativité),
2°dee G,Va:aTe=eT a=a (e, élément neutre),
3’Vae G 3d :d Ta=aTd=e (a’, symétrique).

» Groupe abélien:Va,be G:a T b=>b T a(commutativité).

» Va,bce GaTc=bTc=>a=bcTa=cT b= a=b (tout
élément est régulier) ;
» Va, be G dxe Gtelque aTx=b:x=dTbh
et xTa=b:x=bT 4.
» Sous-groupe : G C G est un sous-groupe de Gsi Va,be G :a
T V' € G (V' symétrique de b dans G).
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B) Anneau

Ensemble A muni de deux lois de composition interne satisfaisant
aux axiomes suivants :

I. A est un groupe abélien pour la premiére loi (addition) :
1"Va,b,ce A:(a+b)+c=a+(b+0);

2’30 e A,Va:a+0=0+a=a;

3Vae A,Ia):a+@a=-a+a=0;

4'Va,be A:a+b=>b+a.

Il. Va, b, ce A: (ab) c= a(bc) (associativité de la multiplication).

IIl. Va, b,ce A:alb+ c)=ab+ ac, (a+ b) c= ac + bc (distributivité).

» Anneau unitaire: de€ A, Va:ea=ae=e
(e, élément neutre pour la deuxiéme loi, appelé unité).
> Anneau intégre: Va#0, Vb#0 = ab # 0 (pas de diviseurs de zéro).

Propriétés
VYa,b:(-a)b=a(-b)=(-ab), Va:a.0 =0.a=0.
C) Corps

Ensemble K muni de deux lois de composition interne satisfaisant
aux axiomes suivants :

I. K est un groupe abélien pour la premiére loi (addition).

‘Va,b,ce Ki(a+b)+c=a+b+ o0,

‘e K Va:a+0=0+a=aq,

‘Vae K,3-a):a+-a)=(-a) +a=0,

‘Ya,be K:a+b=>b+ a.

. K (privé de 0) est un groupe pour la deuxiéme loi (multiplication).
1°Va, b, ce K: (ab) c= a(bc),

2°dee K,Va:ea=ae=a,
1

A wWwN —

3"Va=0, 3g':aa'=a'a= e,
IIl. Va, b,ce K:alb+ c)=ab+ ac, (a+ b) c=ac+ bc.
Corps commutatif (ou droit) : la deuxiéme loi est commutative.
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1.3 Calculs dans I'ensemble
des nombres réels

1.3.1 Exposants et radicaux

Exposants : p, g entiers positifs, négatifs ou nuls, a et b réels différents

de 0

L 2a-a,
p

a
? b
@y-at, (b -aror, (L) L
by
Radicaux : n, q entier positifs, p entier relatif, a et b réels

Ya-beoa-tt, a1
?
"]a" = [{/;P =a! = o™

m, m’ rationnels, a et b réels positifs

&L=1, aP-=

P R @™ =ﬂmm" P __1_’
m
a
m m
(ab)” = d" b, (‘-Z) -
b bm

1.3.2 Identités usuelles

(a b)z =&t 2ab+ b

| 2
> A = (a+b)(a-b)
a+b\2 (a—b)\?
> ””‘( 2 ) _( 2 )
> (a % b)3 =2+ 3a2b+3zzbz + 4
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> (ﬂ1+ﬂ2+...+dn)2= Z al-2+2 Z aja;

1<i<n 1<Si<j<n
— 2

> ("1+"2+-~'+"n)3 = z 41-3 +3 z aja; + 6 Z 4;aja,

1<i<n 1<i<j<n 1Si<j<k<n

!
2 = Pk,

> (a,+a,+.. +a,) = Z g !all...an,

lepy s, 1

ol la sommation est étendue a tout ensemble dentiers ki, ..., k,, positifs ou
nuls tels que k; + ... + k,, = p.

Formule des anneaux :
K —d"=(x—a) (@ Vrad PP ),

Identité de Lagrange :
PP+ P @22+ 0D~ (ad + bbb + o )?

= (b =t )2+ (cd —ad )2+ (ab — bd )%
Théoréme de Bezout. — Si 2 polyndmes A et B sont premiers entre

eux, il existe un polyndme u de degré < a celui de B et un polynéme v
de degré < A tels que lon ait Au + Bv = 1.

1.3.3 Sommations usuelles

Somme des premiers termes d’une suite arithmétique :
a = premier terme, r = raison, n = nombre de termes.
Somme des # premiers termes S=a+ (@ +7) +...+ (@ + (n—1)7)
_ [2a+(n- l)r]n.
2

Somme des premiers termes d’une suite géométrique :
q = raison, a = premier terme

Somme des 7 premiers termes S =4+ ag +...+ aq”_l

iy
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Limite de Squand g < I et 7 —> oo :
s=-2.
1-¢
Produit des n premiers termes :

P = ()" = (al)z.

Sommations sur nombres entiers

» Somme des n premiers nombres entiers :

n(n+1)
-
» Somme des carrés des n premiers nombres entiers :

nn+1)2n+1)
6
» Somme des cubes des n premiers nombres entiers :

2
33=13+23+33+-~~+(n—1)3+n3= |:n_(712+_1)J :(51)2-

> Somme des quatriémes puissances des n premiers nombres entiers :

S1=1+2+3+w+(n-1)+n=

32=12+22+32+--~+(n—1)2+n2=

2
54:14+24+34+---+(7l—1)4+n4= n(n+1)(2n+;3(3n +3n—1).

» Somme des nombres impairs :
1+3+5++Q2n=3)+Q2n-1)=n*
» Somme des nombres pairs :
2+4+6++2n=28 =n(n+1).
» Somme des carrés des nombres impairs :
n(2n—1)2n+1) )

12+3%245% 4+ 2n—1)% = 3

» Somme des carrés des nombres pairs :
224 4% 4t (20) = 2n(n+ 1;(2;1 +1)

» Somme des cubes des nombres impairs :
1°4+3%+5% 4ot @n—1)° = ?2n - 1).
» Somme des cubes des nombres pairs :
25443460+ 1 (2n2=2n2n+1)2.
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» Sommes tirées de la relatior}i i1 n

2 n_X —

LHx+x" 4 +x”= 1 (progression géométrique).
x—
Dérivons :
" e 1)+ 1
14243524 e~ 12225 > , x#L
1 (x=1)

Faisons x = 3 puis divisons I’égalité obtenue par 2 :

1 _25+% '+_;_1_=2(1_n++21)= n+2

2 2 2 2" 2" 2"

En dérivant encore une fois, on a :

n+1 n
2423543424 annol)-2odme  —(tDx +1

dx (x—1)2
n(n=1x"" 2" (P = D+ 1) 22
(x-1)°
En faisant x = ; et en multipliant par—lz ,ona:
2
%_{__f ﬁ ".+7l(7l—1):22_n +37’l—4.
27 27 2 2" 2"

» Sommations dela forme S = Z n(n—1).

S15=12+23+34+-+nn-1)= M_—l—),

3
Siy3=123+234+ -+ (n—2)n _(nt 1)”(”4_ Dn-2)
T _(n+1)n(n—1)(n—/e+1) ..........................................
127 k+1
» Sommations de la forme S = Z L
n(n-1)
R SO SR SR (_1 _9_ 1
Si=12tast +n<n_1>-2 a1 W T
= ladla L1 L
2= 13%35" (2n+1)(2n+3) 2 2n+3
2

S= e 1 _lnion-2 1 1
37123 234 (n—2)(n—l)n 252 5, 4 2n(n-1)
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1.4 Numeration binaire

En numération binaire il 0’y a que 2 signes (que I'on désigne généralement
par 0 et 1). Tout nombre, en numération binaire, sexprime par une suite
de termes formés de 0 et de 1 qui, multipliés par les puissances de 2
successives, donnent la représentation décimale du nombre.

23=16+4+2+1
S 1 +2%x0+22x1+2!x1+20%x1=10111.

Pour transformer en binaire un nombre exprimé en décimal, il faut
commencer par diviser ce nombre par la plus haute puissance de 2 y
contenue, diviser le reste par la plus haute puissance de 2 contenue dans
ce reste, etc.

Puissance de 2 [J| Exempte |
20 = 1 Transformer 365 en numération binaire.
21 = 2 La plus haute puissance de 2 contenue :
22 _ 4 dans 365 est 256 = 25, reste 109 ;
23 8 dans 109 est 64 = 2°, reste 45;
24 = 16 dans 45est 32=2° reste 13;
2° = 32 dans 13est 8=23 reste 5;
6 _
27 = 64 dans 5est 4=2%reste 1;
2’ = 128 dans lest 1=2%reste O;
28 = 256
9 _
2]0— 512 | 36528 x1+27x0+20x1+2°x1+24x0
2”= 1024 +28x1+22x1+2'x0+2%% 1
2 = 2 048
2'2= 4096 =101101101.
213 = 8192

Etc.

Inversement pour transformer un nombre du binaire en décimal, il faut
additionner les puissances de 2 matérialisées par le rang du symbole 1.

10
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Transformer 1010100=2%+2%+20=4+16+ 64 = 84.

Le nombre de signes N utilisé en numération binaire est pour exprimer
un méme nombre de # chiffres en décimal,

_ 7 _ 7 )
~ log,p2 ~ 0,30103

Ainsi, un nombre de 9 chiffres en décimal exigera 30 signes en binaire.
Opérations en numération binaire

Table d’addition: [g]1
0({0f1
110

avec report de 1 a la colonne suivante pour l'addition 1 + 1 = 10.

Addition de 2 nombres

Se fait comme en décimal, en additionnant les chiffres de méme rang
en commencant par la droite. Quand on a 2 fois 1 le résultat est 0 et
on reporte 1 a la colonne suivante.

Additionner27=11011et13=1101.
11011
1101
101000=32+8=40.

Addition de plusieurs nombres. — Il faut procéder par récurrence,
additionner les 2 premiers, ajouter le troisi¢eme a la somme obtenue, etc.
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Soustraction — Méthode par complémentation

Dans le chiffre a soustraire on remplace les 1 par O et vice versa ; on
additionne avec le premier nombre ; on supprime le premier 1 sur la
gauche et on ajoute 1 au résultat obtenu.

83 - 42 =41.
83=1010011
42=101010; complément 010101.
Opération : 1010011
010101
1101000

1
101001 =32+8+1=41.

Multiplication — Table de multiplication

Multiplicande
0f1

0|00
Multiplicateur =1lol1

autrement dit: 1 x 1 = 1. Tous les autres cas donnent 0. La multipli-
cation s’opére comme en décimal. Tous les produits partiels sont 0
ou le multiplicande.

Additionner les produits partiels successivement.

12



