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Avant-propos

Louvrage est spécialement congu pour les étudiants de seconde année de classes préparatoires ECG,
option mathématiques approfondies. Il permet d’aborder tout le programme de mathématiques et d’in-
formatique et d’acquérir les bases nécessaires pour les concours.

Par la grande variété d’exercices et par le soin apporté aux illustrations, cet ouvrage convient a tous

les étudiants quel que soit leur niveau.

Chaque chapitre se compose :

e D’un cours détaillé avec les définitions, théoremes et preuves. Le cours est complété par :
— des exercices d’application directe,
— des points méthodes,

— des rappels des pieges a éviter.

* D’exercices d’approfondissement afin de mettre en pratique les différentes notions du chapitre et faire

le lien avec les chapitres précédents.
Les niveaux de difficulté sont repérés par les symboles <>, 4, ¢4, ¢ 44
Les symboles % et @ font respectivement référence a des exercices trés classiques a maitriser et aux

indications.

 Le chapitre se conclut par les indications, les solutions des exercices d’application, des exercices d’ap-
profondissement et des problemes longs.

Le dernier chapitre est spécialement dédié a I'informatique.
Méme s’il est conseillé de télécharger Python, la majorité des exercices ne nécessite pas l'utilisation d'un
ordinateur. Dans le cas contraire, la question est repérée par le pictogramme 3.

Bonne lecture !
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CHAPITRE 1

Rappels et compléments
dalgebre linéaire

Die Mathematiker sind eine Art Franzosen : redet man zu ihnen, so iiber-
setzen sie es in ihre Sprache, und dann ist es alsobald ganz etwas anderes.
GOETHE

Ecrivain allemand (1749-1832)

a. Les mathématiciens sont comme les Frangais : quoi que vous leur disiez, ils
le traduisent dans leur propre langue et le transforment en quelque chose de tota-
lement différent.

Ce chapitre reprend le cours de premiére année en algebre linéaire. La derniére partie complete ces
rappels avec les notions de trace d’'une matrice, de matrices semblables et de matrices de passage avec la
formule de changement de bases.

n Les espaces vectoriels

1.1 Espaces vectoriels, familles de vecteurs

Pour résumer, un espace vectoriel E est un ensemble muni de deuxlois « + » et « - » telles que :
* E est stable par multiplication a gauche par un nombre: VAR, Vu€E, A-u€E.
* Eeststable parsomme:VueE, VveE u+vekE.
* Ilyade «bonnes regles de calcul » entre les lois « + » et « - ».
Par exemple :
— VYuek, 0-u = Og (le vecteur nul).
— VYuekE, VA HER, Ac(p-u)=Axp-u.
— VYu,veE VA peR, A-(u+v)=A-u+A-v et A+w -u=A-u+p-u.
— VAE€ER, A-u=0g — A=0 ou u=0g.

SiA#0 alors Au=A-v = u=v.
— YA WeR? V(uv)eE?:
Siu#0g alors Au=p-u = A=L

Les éléments de E sont des vecteurs.

Rappels et compléments d’algebre linéaire 9
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Exemples de référence.
* R" est un espace vectoriel avec les lois + et - définies par
Yu=(xg,..,xp) ERL,Vv=(y1,...,yn) eER", VAER

Uu+v=01+y1, X2+, .., Xn+yn) et Au=QAxx;...,Axxp).

e Lensemble .4}, ,(R) des matrices de taille (n, p) est un espace vectoriel pour les lois usuelles.

* Les ensembles R[x] et R, [x] respectivement des applications polynomiales et des applications polyno-
miales de degré au plus n sont des espaces vectoriels pour les lois usuelles.

* L'ensemble < (I,R) des applications d'un ensemble I & valeurs dans R est un espace vectoriel pour les
lois usuelles.

Combinaisons linéaires, sous-espaces vectoriels

Dans la suite, une famille finie de vecteurs de E est la donnée d’une liste finie (17, uy,-- -, u,) de vec-
teurs de E. Le cardinal de la famille est alors le nombre de vecteurs.

DEFINITION (RAPPEL) combinaison linéaire
Soit (uy, ..., u,) une famille finie de vecteurs deE.

On appelle combinaison linéaire des vecteurs uy, ..., Uy, tout vecteur v s'écrivant

n
V= Z Ai-u; avecpourtout i€ ([1,n], A;eR.
i=1

On définit ensuite les sous-espaces vectoriels comme les parties (non vides) de E stables par combi-
naisons linéaires.

DEFINITION (RAPPEL) sous-espaces vectoriels

Soient E un espace vectoriel et F une partie deE. F est un sous-espace vectoriel deE si
* F est non vide.
* F est stable par somme, c’est-a-dire : Y(u,v)eF®, u+veF.

o F est stable par multiplication par un nombre, c'est-a-dire: VY ueF,VAeR, A-u€eF.

Méthodes.

e Pour vérifier que F est un sous-espace vectoriel, on se contente de vérifier que pour tout nombre A et
tous vecteurs u, vde F, A- u+ v € F et F # @. Pour le second point, il suffit d’exhiber un élément de F, le
plus simple étant Og.

* De plus, on démontre que tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. Donc, en pratique, lors-
qu’on souhaite prouver qu'un ensemble est un espace vectoriel, on montre que I'’ensemble en question
est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de référence (R”, R[x], 4, p[®)...)

PROPOSITION (RAPPEL) intersection de sous-espaces

SoientF, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors l'intersection F N G est un sous-espace vectoriel deE.

Chapitre 1



A Attention. En général, c’est faux pour la réunion.

DEFINITION (RAPPEL) sous-espace vectoriel engendré par une partie finie

Soient E un espace vectoriel et X une partie finie de E.

Lespace vectoriel engendré parX est défini par l'ensemble des combinaisons linéaires d’éléments de X.
On le note Vect(X). Autrement dit, siX = {uy, ..., u,}, alors

Vect(X) = { veE

n
H(Al,...,An)ERn, V= Z)\i-u,- } .
i=1

Remarques.

* Comme son nom l'indique, Vect(X) est un sous-espace vectoriel de E. En particulier, il contient le vec-
teur nul.

* Un espace vectoriel engendré par un vecteur non nul est une droite vectorielle. Un espace vectoriel
engendré par deux vecteurs non colinéaires est un plan vectoriel.

Familles génératrices, libres et bases

DEFINITION (RAPPEL) famille libre finie

SoitE un espace vectoriel, on dit que la famille & = (uy, ..., u,,) de vecteurs deE est une famille libre si la
seule combinaison linéaire nulle est la combinaison linéaire a coefficients nuls. Autrement dit,

m
Y (AL,...,Ap) €R™, Y Airui=0g = Vie[l,m], A;=0]|.
i=1

Remarque. Soit (1, v) € E?. La famille (u, v) est libre si et seulement si les vecteurs u et v sont non coli-
néaires.

Exemple. Dans les cas des polynémes : une famille finie (Qy,...,Q,) de R[x] est une famille libre si elle
est de degrés échelonnés. C’est-a-dire,

0 <deg(Q1) < deg(Q) <--- < deg(Q,).

Exercice 1. ¢ Exemples

1. & Dans R". Montrer que la famille (e, €3,€3,€4) de R* est libre ou
81=(3)_1)1y0)y 82=(1117_170)y 83:(_1)211)0) et €4=(1)111)1)-

2. A quelle condition sur le polynome P, la famille (P*)) .. est une famille libre de Ry, [x]?

1 1 1 1 0 1 1 0
3. Dansuﬂn(IR).PosonsA—[1 0 0 1], C= 11 1 1].

a) Justifier que la famille (A, B, C,D) est une famille libre de .45 (R).
b) Que dire de la liberté de la famille (A, B,C,D,1,)?

’ B=

et D:[

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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4. 4+ Dans les espaces fonctionnels. Etudier la liberté des familles suivantes.
a) Lafamille # = (tan,tan?,..., tan") dans o/ (] — /2, 7/2[,R).
b) @ Lafamille (fi)e[[o;n]] oll fi: x€ R— |x—i| € R dans « (R, R).

DEFINITION (RAPPEL) famille génératrice finie

Soit4 = (w,..., up) une famille finie de vecteurs deE.
On dit que ¥ est une famille génératrice deE, si tout vecteur de E peut s'obtenir par combinaison linéaire

a partir des vecteurs de 4. Autrement dit si,

p
Pour tout vecteur v € E, il existe Ay, ...,Ap € R tels que v = Z Ai-u;.
i=1

Remarque. Sous forme condensée, ¢ est génératrice de E si Vect($4) = E.

4 Dans chacun des cas, donner une famille génératrice de |'espace vectoriel.

Exercice 2
C 1. F={(xy;2) eR3 | x—2y=1z}.
i . . . S p.38
}\1 = 2. G:l'espace vectoriel des polynomes de degré au plus n de degré impair.

: 3. H:l'espace des matrices symétriques de taille 3.

- -

DEFINITION (RAPPEL) base

On appelle base d'un espace vectoriel E, toute famille libre et génératrice de E.

Exemples. Les bases canoniques de R", R, [x] et ./, ,(R)
La famille (¢;);=1,..., o1 ; = (0,...,0,1,0,...,0) avec 1 en i-éme position est une base de R".

o Lafamille (1, x,x2,...,x™) est une base de R, [x].

La famille des matrices élémentaires (E;, j)1<i<n €st une base de .4y »(R). Pour rappel, la matrice
1<j<p
élémentaire E; ; est la matrice ne contenant que des 0, sauf un 1 en position (i, j).

PROPOSITION (RAPPEL) coordonnées d’'un vecteur dans une base

Soient E un espace vectoriel et 8 = (uy, ..., u,) une famille de E. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Lafamille 2B est une base deE.

ii) Pour tout vecteur v deE,
il existe un unique n-uplet (x,xy, ..., X,) € R" tel que v = f Xj - Uj.
i=1

Dans ce cas, (x1,...,X,) sont les coordonnées de v dans la base 2.

12 Chapitre 1



1.2 Rappels : sommes de deux s.e.v et supplémentaires

DEFINITION (RAPPEL) somme de sous-espaces, somme directe

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels de E.
* Le sous-espace somme est défini parF+G = {u+v|(u,v) eFxG} .
* Ondit queF et G sont en somme directe, notéeF @ G, siFNG = {Og}.

Remarques.
* F+ G estle plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de 'inclusion) contenant F et G.

* On montre I’équivalence entre F et G sont en somme directe et

YueF, vegG, u+v=0 = u=v=0g.

PROPOSITION (RAPPEL) unicité de la décomposition

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lessous-espacesF et G sont en somme directe.

Tout vecteur u € F + G s'écrit de maniere unique sous la forme :

ii)
u=ug+ug avec up€F, ugeG.

DEFINITION (RAPPEL) supplémentaire

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels deE.
On dit queF et G sont supplémentaires si tout vecteur de E se décompose de fagcon unique en une somme

d’'un vecteur deF et d’'un vecteur de G. C'est-a-dire

VYVweE 3I'(u,v)eFxG, w=u+v.

A Attention. Il n'y a pas unicité du supplémentaire et il ne faut pas confondre supplémentaire et

complémentaire.

Remarque. Le raisonnement par analyse-synthese est particulierement adapté a cette définition.

44 Exemples
Exercice 3 1. Dans R3, onpose F={(x,y,2) eR3|x+y+2z=0}, u3 = (1,0,0) et up = (1,1,1).
A Montrer que Vect(u1) et Vect(uz) sont deux supplémentaires de F dans R3.

% Soit n e N*. On se place dans .4, (R).
Posons .%;, et oy, les sous-espaces vectoriels des matrices symétriques et antisy-

y métriques de taille (n, n). Justifier que %, et <, sont supplémentaires.
Rappels : A est symétrique si 'A = A, antisymétrique si 'A = —A.

i 2.

Rappels et compléments d’algebre linéaire

p- 38
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PROPOSITION (RAPPEL) caractérisation des supplémentaires

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels de E. Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Lessous-espacesF et G sont supplémentaires.

ii) FNnG={0g} etF+G=E.

Onadonc: F et G sont supplémentaires si et seulement siF @ G = E.

1.3 Rappels : précisions en dimension finie

Lorsqu’un espace vectoriel E est de dimension finie, toutes les bases ont le méme nombre de vecteurs.
Ce nombre est la dimension de E.

<> & Donner une base des espaces vectoriels suivants, préciser la dimension.
Exercice 4
R a b
\ 4 E; = eMoR) | a+b+c+d=0y,
— c d p. 39
N o
- Ex ={PeRa[x] |P'(1)=0} et Ez={Ae.#,®R)|Aestdiagonale}.
PROPOSITION (RAPPEL) cardinal d’'une famille libre/génératrice

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et £, ¢ deux familles deE.

Si | — Lafamille £ est libre.
— La famille 4 est génératrice deE.

Alors Card(¥) <dim(E) et dim(E) < Card(¥).

Remarque. La preuve du premier point est basée sur le théoréme de la base incompleéte. En dimension
finie, on peut compléter toute famille libre de vecteurs de E en une base de E. Pour le second point, on
montre que 'on peut extraire une base de E de n'importe qu’elle famille génératrice de E.

PROPOSITION (RAPPEL) cas d’égalité

Soit E un espace de dimension finie.
e Une famille libre £ de cardinal dim(E) est une base.

* Une famille génératrice§ de cardinal dim(E) est une base.

14 Chapitre 1



PROPOSITION (RAPPEL) existence d'un supplémentaire

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel de E admet un supplémentaire.

Remarque. Concaténation de bases
Soient %g = (ey,...,ep) et B = (f1,..., fr) des bases respectivement de F et G. On montre que si F et G

sont en somme directe, alors (ey,...,ep, f1,..., fr) est une base de F & G. En particulier, on en déduit que

dim(F & G) = dim(F) + dim(G).

THEOREME (RAPPEL) formule de Grassmann

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors,

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).

PROPOSITION (RAPPEL) caractérisation des supplémentaires

Soient E un espace vectoriel de dimension finie et F, G deux sous-espaces vectoriels deE.
Les trois énoncés suivants sont équivalents.
i) F et G sont supplémentaires. ii) F+G=E et dim(F) + dim(G) = dim(E).

iii) FnG={0g} et dim(F)+dim(G) = dim(E).

44 Soient ne N\ {0;1}, u= (ay, az...,an) € R\ {Opn} et
Exercice 5 nl &
p F=Vect(w) et G=1(x1,%2,....xn) €R"| Y apxp=0p.
v k=1
\‘r‘ p. 40
}/ N o 1. & FetGsontdess.e.vde R", préciser les dimensions de F et G.
o 2. Montrer que F et G sont supplémentaires dans R”.
3. Représenter dans le plan les sous-espaces vectoriels F et G lorsque u = (1,1).
1.4 Compléments : sommes de p sous-espaces vectoriels

Sommes de sous-espaces vectoriels

DEFINITION somme de s.e.v

SoientFy,...,Fp, des sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E.

p
On appelle somme deF,,...,Fp, lensemble Y F; ={uj+---+u, |Yie[1;pll, u; €F; }.
i=1

Rappels et compléments d’algebre linéaire

15



Exemples.
 Soit n € N\{0;1}. Notons I, I~ et @ respectivement 1'ensemble des matrices triangulaires supé-

rieures strictes, inférieures strictes et diagonales de taille (n, n). Ces trois ensembles sont des sous-espaces
vectoriels de ., (R) avec 4,(R) =F "+ 3 ~ + 2. En effet, pour (@i,j)i,jer;n) € A (R), on peut écrire

ap ayp ain 0 ap - ain 0 0 e 0 ap 0 0
az dazpy - az n 0 0 azn az 0 e 0 0 azpy e 0
) . . . . .
Aap-1,1 Aap-1,n 0 . an-1,n ap-1,1 0 0 . 0
an,1 ap2 ot anp,n 0 0 e 0 an,1 an2 0 0 0 s+ dApn
egt €T~ €2
e Soit & = (e1, ez, -, e,) une famille de vecteurs de E.
Vect (e1, e,..., ep) = Vect(er) + Vect(ey) + ... + Vect(ep).
< Soient Fy,...,F), des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E.
Exercice 6 »
= 1. Montrer que Y F; est bien un sous-espace vectoriel de E.
. i=1
$477 .40
Y o 2. Soit H, un sous-espace vectoriel de E tel que pour tout i € [[1; n]], F; c H. b
f )
1 - Montrer que Y F; c H.
i=1
PROPOSITION somme et dimension

SoientFy,...,Fp, des sous-espaces vectoriels d’'un espace vectoriel E.
Si les F; sont tous de dimension finie, alors y F; est aussi de dimension finie avec
i=1

P p
dim (Z Fi) <) dim(F;).
i=1 i=1

Preuve. Rappelons que, d’apres la formule de Grassmann, pour F, G deux s.e.v de E de dimension finie

dim(F + G) < dim(F) + dim(G) car dim(F+G)=0.

La proposition s’en déduit par récurrence.

Sommes directes, généralisation a p sous-espaces vectoriels

DEFINITION somme directe

La somme de p sous-espaces vectoriels Fy,Fa, ..., Fy, d'un espace vectoriel E est dite directe si

Y (u1,...,up) €Fy x--- xFp, Up+--+up=0g = up=--=up=0g.

La somme directe des s.e.vF1,Fy,...,F), estnotéeF1 @ F> ... ® F).

16 Chapitre 1



Exemples.
 Enreprenant I'exemple précédent, on améme 4, R) =T 6T~ ¢ 92.
 Sipour tout i € [[1; pl], F; = Vect(e;) ou e; est un vecteur de E non nul alors la somme f F; est directe si

i=1
et seulement si la famille (ey, ez,...,ep) estlibre.

Preuve. Raisonnons par double implication.

p
Supposons la famille libre. La somme est directe. Soit (u1, ug, ... up] €F xFa x...xFp tel que ¥ u; =0g. 1l
=1
existe donc Ay, Az, ..., Ap tels que uy = Ajey, up = Azep, ..., up = Apep. Onadonc

)\161+)\2€2+...+)\p6p=0E.

Comme la famille est libre, chaque A; vaut 0, u; = A;e; = Og. La somme est directe.

Soient Ay, Az, ..., Ap €R tels que Arer +Azez+-+ Apup = Of.
N~ ——
eF; €Fy EFp
Sila somme est directe, chaque A;e; vaut Og. Comme e; # Og, on a A; = 0. La famille est libre.
[ |
Exercice 7 4+ & Soient F1, F; et F3 trois s.e.v de E tels que
e _ _ _
A\ FinFp = {OE}» FonF3 = {OE} et FinF3= {OE}. p- 40
-
M A-t-on nécessairement F; @ Fp @ F3?
PROPOSITION somme directe et unicité

SoientFy,Fy,...,Fp des sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E. On a équivalence entre :

. P ,
i) Lasomme ¥ F; estdirecte.
i=1

ii) Tout vecteur deF +F, +...+F, sécrit d'une maniere unique comme somme de vecteurs
deFy,F,,...,Fy. Autrement dit,
YueF +F+...+Fp, 3! (w1, uz, ..., up) €F1 xFa x ... xF)

U=u+up+...+ up.

Preuve. Raisonnons par double implication.
Supposons ). Soit © € F + F2 +... + Fp. Par définition de la somme, u se décompose comme somme de
vecteurs des F;. Justifions 'unicité de la décomposition.

p p
Soient uy €Fy, v1 €Fy, up €Fp, 12 €Fy, ..., upeFp, vpeFptelsque u= Y u; = ¥ v;.
i=1 i=1

p p
Par linéarité de la somme Y wi-vi)=) u;j—- Y vi=u—u=0g.
=1 =1 i=1
€F;
Par définition de la somme directe, pour tout indice i, u; — v; = O, puis u; = v;. Ceci prouve 'unicité de
I’énoncé ii).

: .s . P
Réciproquement, supposons ii). Soit (ul, up,..., up] €F) xFp x...xFp telsque Og = u = ¥ u;. Onadonc
i=1

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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up o+ uz + ... + up = 0

Op + Og + ... + O = O
~—~ ~—~ ~—~
(S3] €Fy EFp
Par unicité de la décomposition, pour tout i € [1; p]], u; = Og. La somme est directe.
[ |
THEOREME caractérisation par concaténation de bases

Soient Fy,...,F, des sous-espaces vectoriels de dimension finie d’un espace vectoriel E. Soient %, %,,...,
9B des bases respectivement deFy, F, ..., F,,. On a équivalence entre les énoncés suivants.

. r ,
i) Lasomme ¥ F; estdirecte.
i=1

ii) Lafamille 98, obtenue par concaténation des familles %;, est une base de 5 F;.
i=1

Preuve. Raisonnons par double implication.

P . . 14 o N .
Supposons la somme Y F; directe. Soit u € ¥ F;. Le vecteur u s’écrit de maniere unique sous la forme
i=1 i=1

u=uj+uz+...+up avec u;€ekF;.
De plus, par définition d’'une base, chaque u; s’écrit de maniére unique dans la base 98;. Au final, u s’écrit
de maniere unique comme combinaison linéaire de la famille 8. Ceci étant vrai pour tout vecteur u arbi-

. ‘. p
trairement choisi, 9 est donc une base de ¥ F;.

i=1

p
Réciproquement, supposons que 28 est une base de Y. F;. Notons
i=1

B = (el,eg,...,ejl,ej1+1,ej1+2...,ejz, . ejp71+1,ejp71+2...,ejp).
vecteurs vecteurs vecteurs
de%l de@2 de%’p

Soit (w1, up, ..., up) € F1 x Fy x ... x Fp tel que uj + up +...+ up = Og. Or, pour tout indice i, le vecteur u; se
décompose dans la base 28; de F;.

Ji
AR eR uj = Z Arex (avec la convention jj = 0).
k=ji—1+1

Ji
Puis par somme )é f Arej = 0. Comme la famille 98 = (ex) kelrn; j, N €St libre, pour chaque indice k, A;. =0,
i=1k=1

. PP ipz PP 14 .
puis pour chaque indice i, u; = Og. On a vérifié la définition, la somme Y F; est directe.

i=1

[ |
44 & Exemple. Dans R?, on pose
Exercice 8 G = Vect(w (1.0,1,0)
A =Vect(u), u=

v F={x,yz0lx—y=z+t=0}, { B S

\",~ H=Vect(v), v=(0,1,0,1). p. 40
)& 1. Donner une base de F.
- 2. Vérifier que F& G e H = R* al'aide du théoréme précédent.
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THEOREME caractérisation en dimension finie

SoientFy,...,E, des sous-espaces vectoriels de dimension finie d'un espace vectoriel E. On a l'équivalence
entre les énoncés suivants.

i) Lasomme §Fi est directe. ii) dim()’fFi) = f dim (F;).
i=1 i=1 i=1

Preuve. Raisonnons de nouveau par double implication.

p
Sila somme ) F; est directe alors la famille 28 obtenue par concaténation de différentes bases de F; en est
i=1

une base. Par définition de la dimension :
p p P
dim| ) F;|=Card(%) = )_ Card(%;)=)_ dim(F;).
i=1 i=1 i=1

Lénoncé ii) est prouvé.
Réciproquement, s'il y a égalité des dimensions.

p
YF ,-) vecteurs.

— La famille 28 contient dim (
i=1

p
— Par définition de la somme, 98 est une famille génératrice de ¥ F;.
i=1

On sait alors (voir cas d’égalité page 14) que la famille 28 est alors une base de EF,-. D’apres le théoréeme
=1

14 .
précédent, on conclut que la somme Y. F; est directe.

i=1

[ ]
Exemple. Reprenons l’exemple précédent.
nn-1) nmn-1)
dim (9 ) +dim(J ") + dim(@) = St tn= n? = dim (4, ([R)).
. e 9 4+ & Soient Fy, F; et F3 trois sous-espaces vectoriels de E tels que
xercice
e FinF; = {OE}, FonF3 = {OE}, FinF3= {OE} b4l
.‘k / .
4 et dim(Fp)+dim(F2) + dim(F3) = dim(E).
|

A-t-on nécessairement F; @ Fp @ F3 = E?

n Matrices et applications linéaires

2.1 Définitions et théorémes

Si & = (ey,...,e,) est une base d'un espace vectoriel E, alors pour tout vecteur u de E, il existe un
unique n-uplet (xy,..., x;) € R" tel que

n
u= Z Xiéj.
i=1

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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Dans ce cas, (xi,...,X;) sont les coordonnées de 1 dans la base 8. On définit la matrice colonne des
coordonnées de u dans la base 28 par
X1

X2
Matg(u) =

Xn

Généralisation. Soient & = (uy, ..., up) une famille de vecteurs de E et 9 une base de E.

Pour tout k € [[1, p]], on note (x1,k, X2k, ..., Xnk) les coordonnées de u; dans la base 2.

On appelle matrice de la famille & dans la base %, notée Matg (%), la matrice dont les colonnes sont les
matrices coordonnées des vecteurs de % dans la base 2 :

X1,1 X132 ot Xip
X211 X22 ot X2p

Matg(F)=| . . . .| e pR).
Xn1 Xp2 - Xpp

Autrement dit, la matrice Matg (&) s’obtient en concaténant les matrices colonnes des coordonnées des

vecteurs de la famille.
On montre que & est une base de E si et seulement si Matg (%) est inversible.

DEFINITION (RAPPEL) matrice d'une application linéaire

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et Bg = (ey, ..., ep), Br deux bases respectives de E
etF. Lamatrice de ¢ € £ (E,F) relativement aux bases %y, et g, notée Matg, g.(p), est la matrice de la
famille (@(e1),..., p(ep)) dans la base By :

Matg; ((e1),...,p(ep)).

Représentation Pler) @le2) ¢(ep)

Notons (ey,--, ep) et (€1, --,€,) des bases de E et F. Une £ eee e ees « | €
maniere commode de se représenter la matrice est de pla-
cer en colonne les composantes des images de la base
(e1,-++,ep) par @ dans la base d’arrivée (¢;,--,€,). Le co- Dok
efficient en position (i, j) de la matrice est la composante
de ¢(e;) suivant le vecteur €.

€2

Remarques.

¢ La matrice Matg, %, () a dim(E) colonnes et dim(F) lignes.

* Dans le cas d'un endomorphisme (E = F), on peut choisir %g = %g. On note simplement Matgg, (¢) au
lieu de Matgg; 4. ().

¢ Lamatrice de I'application identité Matg; (idg) estla matrice identité I, oit p = dim(E).

¢ La matrice de 'application nulle u € E— Of € F est 0,,, avec n = dim(F), p = dim(E).
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THEOREME (RAPPEL) isomorphisme

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie (de dimension respective p et n) et %Bg, PBr deux
bases respectives deE et F.

LEF) —  MypR)

est un isomorphisme d'espace vectoriel.
@ —  Matg; g () P &

Alors lapplication ®: {

En particulier, pour tous @, w € Z(E,F) et A€ R,
Matgg, g, (¢ + ) = Matg, g, (p) + Matg, 2. () et Matg, g, Ap)=A Matgg, g, ().

Conséquences.

* A toute matrice A € ./, ,(R) correspond une unique application linéaire de R” dans R” dont A soit la
matrice dans les bases canoniques.

Elle est appelée 'application linéaire canoniquement associée a la matrice A.

* En dimension finie, il ne peut avoir d’'isomorphisme si la dimension de I'’espace de départ ne coincide
pas avec la dimension de 'espace d’arrivée. Ainsi, I'espace vectoriel des applications linéaires de E dans
F est aussi de dimension finie et

dim (Z(E,F)) = dim (4, ®)) = pn = dim(E) x dim(F).

THEOREME (RAPPEL) image d’un vecteur

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives Bg, $rg.
Soientpe £ (E,F) etu€E.

Sionnote | — U la matrice colonne des coordonnées de u dans la base %Bg.
— V la matrice colonne des coordonnées de @(u) dans la base PBr.
— A =Matg, 5, (), la matrice de 'application @ dans les bases g, Br,

alors AU =V.

Remarques.

o Cette relation s’écrit directement Matg, (¢(u)) = Matg, g, () Matg, (1).

* Cette formule s’étend par concaténation aux matrices d'une famille de vecteurs.
Soient ¢ € Z(E, F) et (uy,---, u4) une famille de vecteurs de E. Alors

’ Matgg, (@(u1),--,@(ug)) = Matg, g, (p) Matg, (11, -+, Ug) ()

THEOREME (RAPPEL) produit matriciel et composition d’applications

SoientE, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie de bases respectives By, Br, Bg.
Soientp € £ (E,F) ety e Z(F,G). Alors

Matg; g, (W o @) = Matg; g, (V) - Matg, g; (¢).

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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COROLLAIRE (RAPPEL) inversibilité et isomorphisme

Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie, Bg, Br deux bases respectives de E et F. Soit
p € Z(E,F). Les énoncés suivants sont équivalents.

i) Lapplication linéaire @ est bijective.

ii) La matriceMatg, g, () est inversible.

Matg, g, (¢ ') = Matg,, 2, (@) .

Dans ce cas
+ Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes.
1. & Prouver le corollaire grace au théoréme précédent.
Exercice 10 5
2. & Soient a,b,c, d € Ret g € £ (R*) défini par ¢(x,y) — (ax+ by,cx+dy).
] bf/ A quelle condition sur a, b, c et d, 'application  est bijective? p. 41
N
| & 3. a) & Soit n € N*. Déterminer A, la matrice de @ : P € R [x] — P(x+ 1) € Ry [x]
- dans la base canonique.
b) Justifier que A est inversible et déterminer A1
2.2 Rappels : noyau, image et rang

Les définitions et le calcul

DEFINITION (RAPPEL) noyau, image et rang d’'une matrice

Pour route matrice A € My p(R), on définit

Le noyau de A par Ker(A) = {X € M1 (R) |AX =01}

Limage de A par Im(A) = {Ye M, R)|IX € Mp 1 R), AX=Y}={AX:Xe ) (R)}.

Lerang deA, notérg(A), est le rang de la famille de ses vecteurs colonnes dans 4,1 (R).
Autrement dit, siA = [C, Cy---C,| alors
rg(A) = dim(Vect(Cl,Cg, ey Cp)).

* Propriétés de calculs
— Lerang est invariant par transposition :
Le rang est invariant par les opérations élémentaires :
- L'échange de lignes ou de colonnes (L; < L; ou C; < C;).
- La multiplication d'une ligne ou d’'une colonne par A € R* (L; — AL; ou C; — AC;).

VA€ Myp®),  1gA) =18(‘A).

- Laddition d’une autre ligne ou colonne (L; —L; +L; ou C; < C; +Cj).

22 Chapitre 1



Remarque. On a toujours rg(A) < p. De plus, le rang est invariant par transposition, autrement dit
VA€ Myp®),  18A) =rg(‘A).

En particulier, on a aussi rg(A) < n.

Exercice 11 4+ & Calculer les noyaux des matrices suivantes :

2—a 3 1

> -1 2 -1 P
P A=|3 -3 0| et Be=| 5 6+a 1 ol aeR. p.
) >
) & 2 2 0 1 1 -2-«

DEFINITION (RAPPEL) noyau, image et rang d’'une application linéaire

Pour tout @ € £ (E,F), on définit
* Le noyau de ¢ par Ker(¢) = {u € E|@(u) = Og}.

* L’image de ¢ par Im(gp) ={veF|ucE, ¢ =v}={¢w uck}.

* Lerangde @, notérg(y), est définipar  1g(g) = dim (Im(y)).

Remarque. Si(ey,...,e,) estune base de E, alors Im(¢) = Vect ((p(el), ey Lp(en)). Ainsile rang de ¢ corres-
pond au rang de la famille image (¢(e1),...,p(en)).

PROPOSITION (rAPPEL) rang d’'une matrice et d’'une application linéaire

SoientE, F deux espaces vectoriels de dimension finie et %g, Br deux bases respectivement deE et F.
Soient ¢ € £ (E,F) et A= Matg, g.(¢). Alors,

rg(A) = rg(y).

Formule du rang et conséquences

THEOREME (RAPPEL) formule du rang

SoientE, F deux espaces vectoriels avec E de dimension finie et p € £ (E,F). Alors

dim (Ker(¢)) + rg(¢) = dim(E).

Rappels. Lapplication ¢ € £ (E, F) est injective si et seulement si Ker(¢p) = {Og}.
Lapplication ¢ est surjective si et seulement si Im(¢p) = F. Dans le cas o F est de dimension finie, on a
aussi la surjectivité de  si et seulement si rg(¢p) = dim(F). A partir de la formule du rang, on montre les

énoncés suivants :

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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 Version endomorphisme , ..
. . , . . e Version matricielle
Soient E un espace vectoriel de dimension finie Soit A € .4, (R). On a équival ire :
netye Z(E). On aéquivalence entre : o1 n(%). DN a equivaience entre :
i) ¢ estinjective (Ker(¢) = {Og}). D Ker(@) = {0n)-
ii) rg(A) =n.

ii) ¢ estsurjective (rg(yp) = n).
iii) A estinversible.

iii) ( est bijective.

2.3 Compléments : matrices de passage

DEFINITION cas particulier des matrices de passages

Soient E, un espace vectoriel de dimension finie et 8, €, deux bases deE.
La matrice Matg(%€) est appelée matrice de passage de la base 98 a la base 6. On la note Py «. Dit
autrement, la j-eme colonne dePg « est la matrice colonne des coordonnées du j-eme vecteur de € dans

la base %B.

Exemple. Soient u = (1,2) et v = (3,4). La famille € = (u, v) est une base de R2. La matrice de passage de
la base canonique 28 = (e, e2) de R2 2 la base € est
1 3
ng,cg = [ 2 4 ] .

-2 2
On vérifieque ey = —2u+vete, =3/2u—-1/2v, d,OfchgN@Z[ 1 ?:/1/2 ]

Remarque. Pour 48 et ¢, deux bases de E, on a
Matg,¢ (ide) = Mats (6) = P . |

En effet, si on note € = (ey,...,e,) et B = (€1,...,€,)

id(ep) id(e») id(e;) e] 2 en

* * €1 * * €1
€ €2

Matg « (idg) = ok = * =Pgw.
* * €, | % % ] €

Remarque. Avec trois bases %, € et2 deE,onaaussiPg g =Pz« -Pg g (°).
4+ On considere la base canonique 8 = (1,x,x?) de Rp[x]. Soient a, b € R

Exercice 12 avec a # b. On considere les familles de polynémes € = (l,x— a,(x— a)z) ety =

(. (x-a? (x-a)(x-b),(x—-D)?).
,\Jf_ ) 1. a) Justifier que € et 2 sont deux autres bases de R [x]. p. 43
J >
b) Calculer Pg ¢, Py ¢ et Py . Vérifier par le calcul que Pz ¢ = P s - P .

2. Prouver larelation (e) dans le cas général de trois bases %, € et 2 de E.
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PROPOSITION coordonnées et changement de bases

Soient 9B, € deux bases d’'un espace vectoriel de dimension finie E.
Soit u un vecteur de E dontUg et Uy sont les matrices colonnes des coordonnées respectivement dans les

bases 2B et € alors
Ugg = ngycgucg.

Preuve. Lénoncé est une conséquence du théoreme page 21. Soit u € E tel que Ugg (respectivement U¢) est respec-
tivement la matrice colonne du vecteur u dans la base 28 (resp. €). A partir de u = idg (1) :

Mat%(u) = Mat@’cg (idE) Matcg(u), puis U@ = P@ng(g.

Exercice 13 . L.
pa <> Soient £ = (e, e2, e3) une base de Riet¢ = (e1 +e2,2e2 + e3,3e3). On vérifie que
. % est encore une base de R3. Existe-t-il un vecteur non nul de R3 ayant les mémes p. 44

ie
}\ 4 coordonnées dans ces deux bases?
- On pourra dans un premier temps, traduire matriciellement le probléme.
PROPOSITION inversibilité

Soient 98, € deux bases d'un espace vectoriel de dimension finie E. La matrice Pg « est inversible avec

(Pas) ' =Py m.

Autrement dit, l'inverse de la matrice de passage de la base 98 a la base € est la matrice de passage de la
base €6 a la base .

Preuve. On a vu que Matg (%) = Matg « (idg). Comme idg oidg = idg, on a

Matg « (idg) - Matcg,gg(idE) = Matg » (idg) = Iy
Mate o (idg) - Matg « (idg) = Maty (idg) = Iy
Par définition,Matgg « (idg) est inversible et Matg « (idg) = Mate g (idg)~!. On en déduit le résultat. -

Exemples. Vérifions la proposition précédente sur deux cas.
 On se place dans R3. Considérons %8 = (e, e», e3) la base canonique de R? et € = (e1,€»,€3), 1a famille

définie par
€= (1) 1y 1)} €= (2)312) et €3 = (_1)_270)-

On vérifie que la famille % est une famille libre de R, elle contient exactement 3 vecteurs. C’est donc une

base de R3. 1l vient
1 2 -1
Pz =Matg(€)=|1 3 -2
1 2 0
D’apreés ce qui précede, Pg « est inversible. On peut calculer I'inverse par un pivot de Gauss, on trouve
4 -2 -1
Pae '=|-2 1 1
-1 0 1

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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On peut vérifier ce calcul, par exemple, a 'aide de la premiére colonne

e1=4e1-2e-e3 < (1,0,0)=4(1,1,1)-2(2,3,2) - (-1,-2,0).

* Matrices de rotation
Soit o € R. Dans R2, notons % = (ey, e2) la base canonique et la famille €
composée des deux vecteurs

€1 =(cos(®),sin(@) et & =(-sin(®),cos(®)). e

Les vecteurs €; et €, s'obtiennent par rotation d'un angle « de centre I'origine ) .
a partir des vecteurs e; et e». La matrice de passage de 98 a 6 est alors : e

cos(a) —sin(a)
sin(a) cos(a)

Py ¢ =

Cette matrice est de déterminant cos(a)? + sin(a)? = 1 # 0. La formule de I'inverse pour les matrices (2,2)
donne

cos(a)  sin(a)
—sin(a) cos(a)

-1
Pge =

Or, les vecteurs e; et e; s'obtiennent aussi a partir de €; et €, par une rotation d'un angle —a. La matrice
de passage de € a %8 s'obtient donc ici en remplacant o par —a dans I'expression de Pg «. En utilisant la
parité du cosinus et I'imparité du sinus, il vient :

cos(a) sin(a)
—sin(a) cos(x)

cos(—a) —sin(—a)
sin(—a) cos(—o)

Pg, =

On retrouve bien I'égalité Py i = (P%fg)_l .

THEOREME formule de changement de bases

Soient @ € £ (E) avecE de dimension finie, 9B et € deux bases deE. Alors

Mat (@) =Pgg s~ -Matg () -Pg .-

Preuve. Partons de I'égalité ¢ = idg o oidg . Matriciellement, on obtient

Matcg ((p) = Mat%Y% (ldE) . Mat@ ((p) . Matgg,cg (idE)
= P<gy@ . Mat@ ((p) . P@fg.

Enfin, la proposition précédente donne le résultat : Mate () = P@]cg_l ‘Matg () -Pg . -

Remarque. On peut généraliser la formule de changement de bases. Si ¢ € Z(E,F) avec E et F, deux
espaces de dimension finie. Si %Bg, 6% (resp. B, 6F) sont deux bases de E (resp. de F) alors on montre
qu’en précédemment

Mat, <. (p) = Pz, < - Matg,, %, (P) Pg; ;-
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Exercice 14

a b b
4 & Soienta, beR,A=|b a b| etel'endomorphisme de R3 dont A est la
b b a

matrice dans la base canonique 28 = (e, 2, e3). Posons de plus € = (u1, u2, ug) avec

\’f up=ej—e3, uUp=ej—2ex+ez et uz=ej+es+es. p. 44
V&
& 1. Onadmet que € est une base de R3. Préciser B, la matrice de ¢ dans la base €.
2. Expliciter la relation entre A et B. A quelles conditions sur a et b, 'endomor-
phisme ¢ est un isomorphisme?
24 Compléments : matrices semblables
DEFINITION matrices semblables
Soient A, B € 4, (R).
On dit que A est semblable a B s'il existe une matrice inversible P telle queB =P~!-A-P.
4 &, Vrai ou faux? Pour tous A, B, C € 4, ([R).
Exercice 15 1. Aestsemblable a A. voox
5 2. Si A estsemblable a B, alors B est semblable a A. v ox "
7z .
W 3. SiAestsemblable a B, et B est semblable a C, alors A est semblablea C. v x :
® 4. Pour tout p € N, si A est semblable a B alors AP est semblable a BP. voox
5. SiA est semblable 2 B et A est inversible alors A~! est semblable 2 B!, voox
Exemple. Les matrices suivantes sont semblables :
0o 2 -1 1 0 O
M= 3 -2 0 et D=]0 2 0
-2 2 1 0 0 -4
4 Justifions 'exemple en considérant ¢, '’endomorphisme canoniquement associé
a la matrice M.
Exercice 16 1. a) Prouver I'existence de u € R3 tel que Vect (1) = Ker(¢ —idps).
(. De méme, on prouve que v = (4,3,-2), w = (2,3, -2) vérifient
i p. 45
Y Vect (v) = Ker(¢ —2idps) et Vect(w)=Ker(p +4idps).

b) Vérifier que (u, v, w) est une base de R3.

2. Démontrer que M et D sont semblables.

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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endomorphisme et similitude

PROPOSITION

Soient A, B € 4, (R), deux matrices et E un espace vectoriel de dimension finie n.
Les matrices A et B sont semblables si et seulement si A et B représentent un méme endomorphisme de E.

Cest-a-dire il existe deux bases 28, € deE et p € £ (E) tels que
A=Matg(p) et B=Matg(y).

Preuve. C’est une conséquence du théoreme de changement de base en précisant que toute matrice inversible peut
[ |

| étre vue comme une matrice de changement de base.

COROLLAIRE invariance du rang par similitude
Soient A, B € 4,,(R). Si A et B sont semblables, alors elles ont méme rang.

Preuve. Si A et B sont deux matrices semblables, alors elles représentent le méme endomorphisme ¢ € £ (R") dans
| des bases différentes. Ainsi, avec la proposition précédente rg(A) = rg(¢) = rg(B). -

Exercice 17
&kbf\/ < & Laréciproque est fausse. Pouvez-vous donner un contre-exemple? p. 45
l &
n Compléments : trace d’'une matrice
trace

DEFINITION
SoitA € M, (R). On définit la trace de A, notée Tr(A), comme la somme des coefficients diagonaux deA.

Autrement dit, pour A= (a;, ;)i je[1,n)
n

Tr(A) = ) ai,;.
i=1

A partir des régles de calculs usuelles, on montre que :

forme linéaire

PROPOSITION (RAPPEL)
Lapplication trace Tr : #,,(R) — R est une forme linéaire. C'est-a-dire, pour tous A, Be€ #,,(R), A € R,

Tr(A+B) =Tr(A) + Tr(B) et Tr(AA) =ATr(A).

Vocabulaire. Une forme linéaire est une application linéaire a valeurs dans R.
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Exercice 18 44 @

@k{\/ 1. Donner la dimension de Ker(Tr). Préciser une base. p. 45
- 2. Expliciter un supplémentaire du noyau.
w

PROPOSITION trace, transposition et produit

Pour tous A, B € 4, (R), Tr("A) =Tr(A) et Tr(AB)=Tr(BA).

Exercice 19 4+ Prouver cette proposition.
P f On note [Ml;,;, le coefficient en position (i, j) de la matrice M. On rappelle que pour
\\/k o ! p p. 45
¥ A€ MnpR) etBe MpgR), [AB];;= kz (Al; k(B j-
L 4 =1
COROLLAIRE invariance par similitude
Soient A € 4, (R) etP € M, (R), inversible. Alors  Tr(A) = Tr (P"'AP).
Preuve. D’apres la proposition précédente
Tr (P_IAP) =Tr (P_l (AP)] - Tr((AP)P_l) =Tr (APP_I) =Tr(Al,) = Tr(A).
[ |

Remarque. Autrement dit, deux matrices semblables ont méme trace. La réciproque est fausse, par
exemple la matrice I, et J (de taille (n, n) et ne contenant que des "1") ont méme trace pourtant elles
ne sont pas semblables (rg(J) = 1 # n =rg(1,) pour n > 1).

Exercice 20

P 4+ & SoientA, Be /4, (R).
) &’f 1. Que dire de Asi Tr(A’A) = 0? p. 45
} V/ 2. Que dire de A et B si pour tout X € .4, (R), Tr(AX) = Tr(BX) ?

4

n Compléments : les espaces stables

DEFINITION espace stable

Soient @ € £ (E) etF une partie deE. On dit queF est une partie stable par ¢ si

YueF, @(u) eF.

Rappels et compléments d’algébre linéaire 29
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Exercice 21 + Les questions sont indépendantes.

1. Montrer que toute somme de s.e.v stables par ¢ reste stable par ¢.

2. Soient @, W € Z(E) tels que @ oW = Yo @. Montrer que le noyau et I'image de v
sont stables par ¢.

Remarques.

¢ Soit F un sous-espace vectoriel de E avec (ey, ..., p) une famille génératrice de F.
Alors F est une partie stable par ¢ si et seulement si, pour tout i € [[1; pll, p(e;) € F.

Preuve. Supposons que pour tout i € [[1; pll, ¢(e;) € F. Soit u € F. La famille (ey, ..., ep) étant génératrice, il existe A g,

p
A2, .., Ap eRtelsque u = 'Zl)\i e;. Comme ¢ est linéaire et F stable par combinaison linéaire
i=

P
@) =) A;igle;) €F.
i=1 \fF-‘
€

Lespace F est donc stable par ¢. La réciproque est évidente.

 SiF est un sous-espace vectoriel stable par ¢, on peut définir la restriction de ¢ a F par

L F = F
Plg u —  @u.

Lapplication (p|F définit alors un endomorphisme de F.

Exercice 22

_ < Soient ¢ € Z(E) injectif et F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E
stable par ¢. Montrer que I'’endomorphisme induit par ¢ sur F est un isomorphisme.
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Exercices

Révisions en algebre linéaire

Exercice 23. 4+ @ Vrai ou faux?
1. Lasomme de deux matrices inversibles est inversible.

2. Toute matrice carrée est la somme de deux matrices inversibles.

Exercice 24. 4 Soient E un espace vectoriel de dimension 2 et f € £ (E) tel que fo f = —idg.
Soit u, un vecteur non nul de E.

1. Est-ce que f estinjective? surjective?
2. Justifier que (u, f (1)) est une base de E.

3. Donner la matrice de f dans cette base.

Exercice 25. ¢ & Rang et composition
Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie, ¢ € Z(E,F) et v € Z(F,G).

1. Montrer que rg(y o) < min{rg(y); rg(e) }.
2. Justifier que Im(g + W) < Im(¢) + Im(y). Puis, en déduire que rg(p + v) < rg(p) +rg(W).
3. a) Pour tout isomorphisme ¢ € %(E',E),ona 1g(fog) =rg(f).

b) Pour tout isomorphisme v € %(F,F),ona rg(wo f) =rg(f).

Exercice 26. ¢ On définit les matrices et 'application
2 1 4 1
5 3 ] B= [ 7 2

1. Vérifier que @ est linéaire.

MR —  MHr[R)

A= eMr[R) et (p:{ M —  AMB

2. Justifier que @ est une application bijective et exprimer (p‘l.
3. Montrer que la famille 9 = (I, A, B, AB) est une base de .#>(R), déterminer la matrice de ¢ dans %3.
Pour simplifier les calculs, on pourra utiliser ce calcul Python :

Editeur

import numpy as np >>>

A=np.array ([[2,1],[5,3]11) P

print (np.dot (A,A) -5*%A+np.eye (2)) 2| [fo. 0.1
g [0. 0.1]

B=np.array ([[4,1],[7,21]) “l [lo0. 0.1

print (np.dot (B,B) -6*B+np.eye (2)) [0. 0.11]

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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Exercice 27. ¢4 & Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f, g € Z(E) tels que
E=Imf+Img et E=Kerf+Kerg.

Montrer que ces sommes sont directes.
>> Solution p. 48

Exercice 28. ¢4 & Soit ¢p un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension n. On suppose que ¢ est
derang 1.
1. Montrer qu'il existe un réel A tel que @2 = Ag. Pour rappel ¢* désigne @ o .
2. & Montrer que si A # 1, ¢ —idg est bijective et exprimer son application réciproque a I'aide de ¢.

>> Solution p. 48

Exercice 29. 44 Exemples de formes linéaires

1

Pour tout P € Ry [x], posons : @1(P)=P1), @2P)=P(0), ¢3(P)=P(-1) et \u(P):f P(n)dt.
1

1. Justifier que ¢ et Y sont des formes linéaires de Ry [x]. On admet que @y et @3 sont elles-aussi des formes linéaires.
2. Justifier que (1,2, @3) est une base de £ (R [x],R).
3. a) Justifier 'existence de A1,A2,A3 € R tels que pour tout P € Ry [x],

1
f P(H)dt = A1P(1) + A2P(0) + A3P(-1).
1

b) Préciser les valeurs de A1,A2 et A3.

>> Solution p. 48

Le cas nilpotent

Exercice 30. ¢4 Variante sur les endomorphismes nilpotents
Soit ¢ un endomorphisme sur E de dimension 4 tel que ¢° = 0. (B)-
1. Justifier que p* =0 L(E)-

2. Dans la suite, on suppose de plus que @3 # 0 E)-
Peut-on avoir Ker¢p = Kercp2 ? Méme question avec Kerq)2 = Kercp3.

3. En déduire que dimKer 3 = 3.

4. Conclure en montrant qu'’il existe une base dans laquelle les coefficients de la matrice de ¢ dans cette base sont
nuls partout, sauf sur la deuxiéme diagonale inférieure.

>> Solution p. 49

Exercice 31. 44 Soient E un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢ un endomorphisme de E tel que :

IpeN', P =0 et P £0gp.
On dit que ¢ est un endomorphisme nilpotent d’indice p.

1. Montrer que Ker(g) c Ker((pz) c...cKer(pP) =E.
Vérifier que toutes ces inclusions sont strictes.

2. Soit %1 une base de Ker(¢). On la compléte en une base %> de Ker ((pz). On continue le procédé en complétant,
pour tout entier k € [[0, p — 1]] une base % de Ker (cpk] en une base %y, 1 de Ker ((pk“).

On trouve ainsi une succession de bases %) c %, <... < %p, ou %), est une base de E.
Donner la forme de la matrice de ¢ dans la base 98p. Préciser sa diagonale.
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3. En déduire que si A € 4, (R) est telle qu'il existe p € N tel que AP = 0y, alors A est de trace nulle.
Que dire de Trak) pour tout k € N* 2

> Solution p. 50

Exercice 32. ¢4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € £ (E). On suppose que, pour tout u € E, il
existe un entier n,, € N tel que f™#(u) = Og. Montrer qu'il existe un entier n tel que f” = 0. ).
> Solution p. 51

Compléments de deuxiéme année

Exercice 33. < & Peut-on trouver deux matrices A, B € .4, (R) telles que AB—BA=1;?
>> Solution p. 51

Exercice 34. 4 Soit ¢ € Z(E).
Démontrer que les sous-espaces vectoriels Ker(¢), Ker(¢p —idg) et Ker(¢p + idg) sont en somme directe.
> Solution p. 51

Exercice 35. ¢ Somme directe dans R, [x]
Soit n e N* fixé. Pour tout i € [[0; n]], on définit F; = {P e R,[x] |V j € [0; n]] \ {i}, P(j) =0}.
1. Justifier que pour tout i € [[0; n]],
n
F;=Vect(L;) ou L;=J]x-j).
j=0
J#i
n
2. Vérifier que la somme Fg + Fy +--- + F;, est directe, puis I'égalité @ F; =Ry [x].
i=0
> Solution p. 51
Exercice 36. 4 Soit A un élément donné de .4 (R) non colinéaire 2 Io. On note ¢ 'endomorphisme de R? dont
A est la matrice associée dans la base canonique (e, e2) de RZ On pose: w =ej] +ez.

1. En considérant les trois vecteurs e1, e» et w, montrer qu'il existe au moins un élément non nul x de R? tel que la
famille (x, @(x)) soit une base de R?.

2. Montrer que la matrice M associée & ¢ dans la base (x, ¢(x)) est de la forme

0
1

a
b
ol a et b sont deux réels, indépendants de la base (x, p(x)), que 'on exprimera en fonction de det(A) et Tr(A).

On pourra admettre que le déterminant est un invariant de similitude.
3. En déduire que la matrice A est semblable  sa transposée ‘A.
>> Solution p. 52

Exercice 37. ¢ & Trace d'un endomorphisme
Soient ¢ € Z(E) avec E de dimension finie et 98 une base de E. On définit la trace de ¢ par

Tr(p) = Tr (Matg ().

1. & Justifier que la trace de ¢ ne dépend pas du choix de la base.

2. Exemples
a) @ Soit n e N*, Calculer la trace de ¢ ot ¢ : Pe R, [x] — P—P' € Ry [x].
b) & Onpose @:A€ . tn[R) — ‘Ac tyR).

i) Justifier que le sous-espace des matrices symétriques de taille (1, n) (noté .#;,) et celui des matrices anti-
symétriques (noté «¢) sont supplémentaires dans .4, (R). Préciser les dimensions.

Rappels et compléments d’algebre linéaire

Exercices

33



34

ii) En déduire la trace de ¢.

¢) % Soit p un projecteur de E de dimension finie. Vérifier que la trace d'un projecteur d'un espace vectoriel de
dimension finie est égale a son rang.

> Solution p. 52

Exercice 38. 4 SoientA € ./3>(R),B € /> 3(R) telles que
0 0 O
AB=|1 0 1 0
0 0 1

Soient (e, e3, e3) la base canonique de R et f, g les endomorphismes canoniquement associés A et B.

1. Vérifier que g(eo) et g(es) forment une base de R?. Notons ¥ cette base.
2. Expliciter la matrice de go f dans cette nouvelle base.
3. Calculer BA.

> Solution p. 53

Exercice 39. ¢+ 44 & Commutant d’'une matrice nilpotente
Soit A € .#3(R) une matrice non nulle telle que A = 0.

1. Montrer que la matrice A est semblable a la matrice
0 0 1
B=|0 0 O0f.
0 0 O
2. & En déduire la dimension du sous-espace vectoriel 65 et celle de 6 = { M € 43 (R) ‘ AM =MA }
> Solution p. 53
Exercice 40. 444 Pour tout A € .4 (R), on définit 'application @y : .4, ([R) — R par ®p (X) = Tr(AX).
1. Montrer que @4 est une forme linéaire.
2. & Soit ¢ une forme linéaire sur .4, (R), justifier qu’il existe A € .4, (R) telle que @ = ®4.
>> Solution p. 54

Exercice 41. ¢ 44 & Base de polyndmes de Lagrange
Soient ag, ay, ..., an, n+1 réels deux a deux distincts. Notons & = (l,x,...,x”) la base canonique de Rj,[x] et
(eg,.-.,en), la base canonique de R+,

1. & Montrer que I'application suivante est un isomorphisme :

{ Rulx] — RVH—I
) P —  (P(ap),...,P(an)).

2. Pour tout i € [[0; n]], on définit le polynéme L; = ¢! (e;). Montrer que la famille € = (Ly,...,Ly) est une base
de Ry [x] et que

n
VPeRylxl, P=) P(a;)L;.
i=0

3. Préciser P@y%_l . Pour rappel, Pg « désigne la matrice de passage de la base 9 a la base € .

> Solution p. 54
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Exercice 42. ¢ 44 & Vecteurs cycliques et espaces stables
Soient E, un espace vectoriel de dimension finie n = 2 et ¢ € Z(E). On dit qu'un vecteur u € E est cyclique pour ¢ s’il
existe un entier m non nul tel que la famille %, m = (u, p(w), Qw),..., "1 (1)) soit une famille génératrice de E.
Pour rappel, cpi (u) =@owo...op(u) aveci compositions.

1. Comparer m et n.
2. @ Montrer que si u est cyclique pour ¢, alors 9,, , est une base de E.

3. Application
Dans la suite, on suppose que les seuls sous-espaces vectoriels stables par ¢ sont {0} et E.

a) & Justifier qu'il existe m € N tel que la famille %8 u,m soit libre mais 98,, ;,+1 n'est pas libre.
b) Vérifier que Vect(%,, ) est un espace stable par .

¢) En déduire que tout vecteur u € E\ {Og} est cyclique.

d) & Onnote ag,ay,...,an—1 les coordonnées de ¢ (1) dans la base 9, ;. Justifier que

¢"=ag-idg+ar-@+...+ap_1-¢" L.

e) Donner la matrice de ¢ dans la base 98, ,, a'aide des réels a;.

> Solution p. 55

1l 'y a pas de probleme, il n’y a que des professeurs.
JACQUES PREVERT
Poete francais (1900-1977).

Rappels et compléments d’algebre linéaire
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Indications et solutions

&, Indication de Pexercice 5 p- 15

1. Justifier que G est de dimension n—1 en exhibant une
base. On pourra supposer que a # 0.

&, Indication de exercice 7 p- 17
Og
&, Indication de Pexercice 8 p-18

Déterminer une base (wj,w2) de F. Vérifier en-
suite que la famille (u, v, w1, wo) est une base de R
Conclure avec la proposition précédente.

&, Indication de I'exercice 9 p-19

Adapter le schéma de I'indication 7 dans R3.

&, Indication de Pexercice 10 p. 22

Pour rappel :
Soit f : E — F. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
— [ estbijective.
— 1l existe une application g : F — E telle que :
fog=idpetgo f=idg.
Dans ce cas, g = L.

&, Indication de Pexercice 15 p. 27
Tout est vrai!
&, Indication de I'exercice 17 p. 28

On pourraregarder les matrices semblables aI, etles
matrices de méme rang que I.

& Indication de Pexercice 23 p. 31

La premiere est fausse et la seconde est vraie (on

4
vv[
»

pourra utiliser des matrices triangulaires).

&, Indication de Pexercice 33 p.33
Pensez a la trace.
& Indication de Pexercice 27 p. 32

Ecrire les formules du rang pour f et g ainsi que la
formule de Grassmann avec Im f +Img et Ker f +
Kerg.

&, Indication de I'exercice 28 p- 32

2. Exprimer l'application réciproque sous la forme
a +Pidg.

&, Indication de I'exercice 37 p- 33

1. Appliquer la formule de changement de base et la re-
lation Tr(AB) = Tr(BA).

2.a) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique.

2.b)ii. Ecrire la matrice de I'application ¢ dans une base
% adaptée ala décomposition

Fn @y = Mn[R).
3.c) Partir de I'égalité Ker(p) + Im(p) =E.

&, Indication de Pexercice 39 p. 34

1.Justifier I'existence de v € Ker @\Im et w € R3\Ker ¢.
Montrer que la famille (u, ¢ (w), w) est une base. Que
dire de la matrice de ¢ dans cette base?

2. Bcrire A = P™1BP. Justifier que M € €, si et seule-
ment si PMP~! € 5. Que peut-on en déduire sur les
dimensions de 6p et €4 ?

Calculer ensuite dim%g en déterminant les condi-
tions sur les coefficients de

a b ¢
M=|d e f
g h i
pour que M € 6g.

&, Indication de Pexercice 40 p. 34

2. Pour tout couple (i, j) € [11; 112, on pose @;; = ‘DE,-]-
Montrer que la famille (®; ;) est une base de I'espace
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vectoriel des formes linéaires sur .4 (R).
Utiliser ensuite la dimension de

dim (£ (Mn(R),R))
pour justifier que '’on obtient une base. Conclure.

&, Indication de I'exercice 41 p.34

1. Par un argument de dimension, il suffit de montrer
que @ est injective. Montrer ensuite que si P € Ker g,
P est nécessairement le polyndéme nul.

&, Indication de I'exercice 42 p-35

2. Procéder par récurrence sur la propriété : la famille
A, i est une famille libre (avec k € [[1; nl]).

3.a) Considérer la partie de N : A est 'ensemble des en-
tiers k tels que la famille %, . est libre.

3.d) Vérifier I'égalité pour tout vecteur de la base 98y, 5.

Exercice 1 p-11

1.Soient A1, A2, A3 et A4 quatre réels tels que A1 -1+ Ao
€2 +A3-€3+A4-€4 =Opa. C'est équivalent a

(BA1+A2 = A3+ Ag,—A1 + A2 +2A3 + Ay,
A1 —=A2 +A3+2Ag4,A4) =(0,0,0,0)

SA +A2—-A3+Ag =

—A1+A2+2A3+ 74

Al—A2+A3+ A4

Ag = 0.

Par un pivot de Gauss, on montre que A\; =Ap = A3z =
A4 = 0. La famille est libre.

o O O O

2. Soit P e Ry [x].
— SiP estde degré n, la famille (P(k)) estune
ke((0;n]]

famille de polynémes non nuls de degrés échelon-
nés, elle est donc libre.

— Sinon, deg(P) < n et pour k = deg(P) + 1, on ob-
tient PK) = 0, la famille ne peut étre libre.
Finalement, la famille est libre si et seulement si, P

est de degré exactement 7.

3.a) On suppose l'existence de quatre réels Ay, -+, Ay
tels que
AA+A2B+A3C+A4D =0o.

C’est-a-dire,

Al +A2+ Ay )\1+A2+)\3] B [0 Ol

A +A3+Ag Aa+Az3+As4] [0 O

Rappels et compléments d’algebre linéaire

Par unicité des coefficients d'une matrice, on obtient
le systeme linéaire :

)\1+)\2 +)\4

)\1+)\2+)\3

)\1 +)\3+)\4
)\2+A3+)\4 =

S

cocoo

Résolvons ce systeme par un pivot de Gauss,

AL +A2 +Ag 0
A3—Ag = 0
L =
Lo—Lp-L; —A2+A3 = 0
Ly—Ls—Li A+A3+Ag = 0
A1L+A2 +Ag = O
— As=As = 0 .

Ly—L4+L3 - )\2 + )\3 = 0
Lg—Ls-L1 2A3+Ag = O

On en déduit que A2 = A3 = Ay = A1 = 0. La famille
(A,B,C,D) est libre.

3.b) Une famille a 5 vecteurs dans un espace de dimen-
sion 4 ne peut étre libre. En étudiant les relations de
linéarité, on montre que:

-3 +2A-B-C+2D =0,.

La famille (A, B,C, D, I») n’est pas libre.

4.a) Soient A1, Ag, ..., Ay € R tels que
Ajtan+Aztan® +Agtan® +---+ A, tan” = 0.

Comme l'application tangente est une bijection de
1-%; % [ dans R. Pour tout x € R

Mx+Aax2 + A3+ + Apx =0.
Par unicité des coefficients d'un polynome
AM=A2=A3=...=Ap=0.
La famille (tani)ie[[l; ) estlibre.
4.b) Soient Ag,A1,--+, A, € Rtels que

MforAifi+...+Anfn=0.
Si Ag #0, alors la fonction

A An
fo= )\_Ofl )\_Ofn
est dérivable en 0 en tant que combinaison linéaire
d’applications dérivables en 0. Absurde, fy n’est pas

Indications et solutions
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dérivable en 0. D’o1 Ag = 0. Il en va de méme pour
tout A;. En conclusion, la famille (f;) je[0,5) est libre.

Exercice 2 p- 12

1. Soit X = (x, ,2) € R3.

XeF < x-2y=z
= X=Q2y+zy2
=y(2,1,0)+ 2(1,0,1).

Sionpose u=(2,1,0),v=(1,0,1).Ona
F =Vect(u, v)
La famille (u, v) est génératrice de F.

2. Pour tout P € G, il existe des réels ay,...ay, tels que

n
P(x) = ¥ a;x".On a aussi
i=0

n .
P(x)=-P(-x)=-)_ a;(-1)'x".
i=0

Par unicité des coefficients d'un polynome
vielo,nl, —a;j(-1)!=a;.
Ainsi pour tout indice i pair, a; = 0. Réciproquement,
tout polynéme
n .
P= Y ax
i=0
i impair

appartient a G. Dés lors une famille génératrice de G
est

(x,x3,x5,...,xp] avec p= {n;lJ

3. Soit M € /3(R). M est symétrique si et seulement si il
existe a, b, c,d, e, f € Rtels que

a b c

M=1|b d e

c e f
1 0 O 0 1 0 0 0 1
=al0 0 O0[+b[1 O Of+c|f0 0 O
0o 0 O 0o 0 O 1 0 0
0o 0 O 0o 0 O 0O 0 O

+d|0 1 0|+el0 0 1|+f|0 0 oOf.

0o 0 O 0O 1 0 0 0 1

Posons ainsi

M; = My = M3 =
1 0 0 0O 1 0 0 0 1
[0 0 0} [1 0 0] [0 0 0}
0O 0 O 0o 0 O 1 0 0
My = Ms = Mg =
0 0 O 0o 0 O 0o 0 O
0 1 0 0 0 l] 0 0 0] .
0o 0 0 0 1 0 0 0 1

On peut exprimer ces matrices a 'aide des matrices
élémentaires,

M;=E;3, Mo=Ej2+Ez;, M3z=E;3+Es),

My =Ez2, Mg=Ez3+Ezs et Mg=Es;3.
La famille (My,...,Mg) est génératrice de H.

Exercice 3 p-13

1. La partie F est un bien un sous-espace vectoriel de R3.
Vérifions que Vect(u1) en est un supplémentaire (le
raisonnement est similaire pour u>).

Soit v=(a,b,c) € R3.

* Analyse (recherche des conditions nécessaires).
Supposons qu’il existe up = (x,,2) € F et w €
Vect(uy) tels que

V=up+w

C’est-a-dire, il existe A € R tel que
(a,b,c) = (x,y,2) +A(1,0,0)
avec x+y+z=0.

On obtient le systeme

a = Xx+A
b =y
c = z
0 = x+y+z
Nécessairement,
A = a-x=a+y+z=a+b+c
X = =-y-z=-b-c
y = b
c = z

Ainsi, sila décomposition existe, elle est unique et

(a,b,c)=(-b-c,b,c)+(a+b+¢)(1,0,0).

eF eVect(uy)

o Synthese (recherche des conditions suffisantes).

Posons up=(-b-cb,c) et w=(a+b+c)uy,
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de sorte que up € F, w € Vect(uq) et
V=Up+w.
On a trouvé une décomposition.

e En conclusion, on a bien prouvé I'existence et I'uni-
cité d'une telle décomposition pour tout vecteur u.
Par définition, F et Vect(u1) sont supplémentaires
dans R3.

De nouveau, on constate qu’il n’y a pas unicité du
supplémentaire.

. Soit M € 4y (R).
* Analyse. Supposons qu'il existe deux matrices car-
rées A, S respectivement antisymétrique et symé-
trique telles que M = A + S. En transposant, il vient

M='A+'S=-A+S.

On en déduit par somme et différence des deux rela-
tions précédentes,

1 1
A=5[M—tM) et S:E[M+tM).

Résumons, si une telle décomposition M = A+S (avec
A antisymétrique et S symétrique) existe, alors les
matrices A et S sont uniques.

* Synthese.

1 1
Posons A=5[M—tM) et S=§(M+tM),

de sorte que

I
2k
0
£
I
|
>

1 1
Deplus A+S= 5(M—fM) +§(M+ ™M) =M.

Résumons :

— Les matrices A et S sont respectivement antisy-
métrique et symétrique;

— A+S=M.

On vient de justifier I'existence d'une telle décompo-
sition.

Rappels et compléments d’algebre linéaire

e Conclusion. On a prouvé que toute matrice carrée
M s’écrit, de maniére unique, comme somme d'une
matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.

A ® S = MuR).

Exercice 4 p- 14

1. Soit M € 4> (R),

MeE;
< 3abcdeR M=|" Z]
avec a+b+c+d=0
< 3abceR M=|? b
—a-b-c
<~ 3da,b,ceR,
1 0 0 1 0 0
M—ao _1]+b[0 117y _1].
—— —— ——
A Az As

On a donc I'équivalence :
MEeE] < MeVect(A1,A2,A3).
Puis Ej =Vect(A1,A2,A3).

La famille (Aj,A2,A3) est génératrice de E;. On véri-
fie que la famille est libre, c’est donc une base de E;.
Elle contient trois vecteurs. Concluons :

dim(E;) = 3.

2. On procede de méme. Soit P € Ry [x],

PeEy
<> 3a,b,ceR, P(x)=ax?+bx+cetP'(1)=0
<~—3da,b,ceR, P=ax?+bx+cet2a+b=0

<~3Ja,ceR, P=ax2—2ax+c:a(x2—2x)+c.

Si on note Py(x) = x2-2x et Po(x) = 1, on a mon-
tré que P € E; si et seulement si P € Vect(P1,P»). La
famille (P1,P») est donc génératrice de Ep. De plus,
cette derniére est libre (car de degré échelonné).
C’est donc une base de Ey,

dim(Ey) = 2.

. Pour i € [[1; n]], notons D; désigne la matrice diago-

nale de taille (n, n) ne contenant que des « 0» saufun
« 1»en position (i, 7).

(D})e[1;n) €st une base de Eg.

On a donc dim(E3) = n.

Indications et solutions

39



40

Exercice 5

1. Le vecteur u étant non nul, F est une droite vecto-
rielle :
dimF=1.

¢ Il existe un indice i tel que a; # 0. Pour simplifier,
supposons ay # 0. Les vecteurs

yl = (an;O,On-w

v2 =(0,ap,0,...,0,—a) = aner — azep

0,—a1)=ane;1 —ayen

v3=(0,0,ap,...,0,—as) = anes — agep

Vp-1=1(0,0,0,...,0,an,—ap-1) = anep—1 — an-1€n.

forment une famille libre de G avec n — 1 vecteurs.
Comme G #R", dimG < n— 1. On a donc I'égalité

dimG=n-1.

2. Utilisons le troisieme énoncé de la proposition pré-
cédente. On a bien

dimF +dimG = n = dimR"
et pour v € FNG, il existe A € R tel que
v=Au=(Aay,Aay,...,\ay).

La condition v € G impose

0= Z )\(lk
k=1

)\Z ak .
Comme u # Ogn, fakz;éOet)\zo.Onavzolget
k=1

FﬁGZ{OE}.

En conclusion, F et G sont supplémentaires dans R”.

3. G est une droite vectorielle engendrée par (1,-1).

G F

Exercice 6

1. Ona
OEZ OE + OE +--+ OE .
~—~— ~—~
ek, €k, €Fp
) s P . .
D’ol1 Og € ¥ F; qui est donc non vide.
i=1

P
* Soient u, ve Y F; et A, peR. Il existe
i=1

(u1,up,...,up) €F1 xFa x ... Fp,

(vi,v2,...,vp) €F1 xFa x ... x Fp

tels que

p p
u=)y ujetv=>y u.
i=1 i=1

Il vient

)\u+|,1v—)\Zul+va, Z()\ul+pv,)
i=1 i=1 zl‘—lg—’
ek

car chaque sous-espace F; est stable par combinai-

son linéaire. D’ou Au+ pv € Z F;.

i=1

¢ Finalement, ‘): F; est un sous-espace de E.

2.Soit u € ZF Onau= Zu, ol chaque u; € F;. Par

hypothese, u;eHetH est stable par somme donc

p
u=)y u;eH.
i=1

On a bien I'inclusion demandée.

Exercice 7

Non.
Le schéma de I'indication donne un contre-exemple
en intersectant trois droites vectorielles de R%. Les in-
tersections deux a deux sont bien réduits a {0}, pour-
tant la somme Fj + F» + F3 n'est pas directe.

Exercice 8

1. Précisons une base de chacun des sous-espaces :
— (u) est une base de G.
— (v) est une base de H.
— (w1, w2) avec

w1 =(1,1,0,0), w2=(0,0,1,-1)
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est une base de F. En effet, (wy, wo) estlibre (les deux
vecteurs sont non colinéaires) et aussi génératrice de
F puisque pour toutX = (x,y,z, ) € R4

x-y=0
z+t=0

x=y
zZ=—t
X=(x,x,2,—-2)

X=x(1,1,0,0) + 2(0,0,1,-1)

X=xw)+zwy

XeF

|

[N

X e Vect(wy, wr)

Ainsi F = Vect (w1, w2).

2.0n montre ensuite que la famille (u, v, wy, wo2) estune

famille libre de R?, c’est donc une base de R*. La fa-
mille est génératrice

F+G+H=Vect(u, v, wy, wp) =Rr*

et d’apres la proposition précédente, la somme est
directe
FeGeH=R"

Remarque. On a alors

dimF+dimG+dimH=2+1+1=dimR*
=dim(FeGeH).

Le théoréeme suivant généralise cette égalité.

Exercice 9 p.19

Non.
Pour un contre-exemple, il suffit de prendre 3 droites
vectorielles de R3 toutes contenues dans un méme
plan.

Rappels et compléments d’algebre linéaire

Exercice 10 p. 22

1. Raisonnons par double implication. Soit » la dimen-

sion commune de E et de F.

Remarque. Il ne pourrait exister d’isomorphisme si
dimE # dimF.

Supposons ¢ bijective. On peut alors considérer
¢! et d’apres le théoréme précédent, I'égalité

9o ! =idp
donne

Mat@p,@g () Mat@g,@p ((-pﬁl) = Mat%p,@p (po (pkl)

= Matgng@F (idF) =1y.

De méme tp_l o =idg

impose

Matg, ;. ((P_1)~Matgyl:,ggE () =Matg, g, (idg) =15.

Par conséquent, Matg,. 5. (¢) est inversible et son
inverse est la matrice Matg, g, (¢71).

Supposons la matrice Matgg,. g, (¢) inversible. 11
existe une matrice carrée B telle que

Matgg, . (p)-B=1, et B-Matg, g.(p)=1,.
Or il existe ¢ € Z(F,E) telle que B = Mat@E,@F (w).
Ainsi

MatggE (Yoy) = MatggE’%F (v) MatggF_@E (p) =1,
et Matgg. (poy) = Matg, . (¢) Matg, g. (V) =Ip.
Donc

Matgg, (W o @) = Matgg, (idg)
et Matgg, (¢ o W) = Matgg, (idp).
Onendéduit wop=idg et @ow=idg.

1

Finalement, ¢ est bijective et ¢~ = . En particulier,

Matg, s, (‘P_l) =B =Matg, g, ().

2. La matrice de ¢ dans la base canonique est

-

Cette derniere est inversible si et seulement si
det(A) # 0. D’apres le théoreme précédent, ¢ est un
isomorphisme si et seulement si

ad—bc#0.

Indications et solutions
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3.a) Al'aide de la formule du binéme de Newton, pour En effet,
k€ [[0; nll], -
o le) = -7
k ke (k) e j-1
=1+ = . —[j-1 :
e )=01+x) e;) Mk _ (] )(_1)]—1—£xe
= 14
=0
Notons (e1, e2,...,e,+1), la base canonique de Ry, [x]. _ i ]:_ 1 (_l)j—ixi—l
Soit j € [[1;n+1]]. io\i—1
J o (i-1
-1 o lep = Y (—l)f"(], )ei.
N J-1y — J=1) ¢ = i-1
el = o= |7, |x
=0
j i-1) Pour construire la matrice A™L, il suffit de partir de la
= Z (i 1)x’1 (i=L0+1) matrice A et d'alterner les signes sur les diagonales.
i=1\""
J j-1
¢le)) = g e;. Exercice 11 p- 23
iz1\i-1
¢ Calculons le noyau de la matrice A a I’aide d'un pi-
Ilvient: Matcan(p) = vot de Gauss.
SoitX="'[x y z]es1®).
1 1 1 1
1 n XeKer(A) < AX=03,
-x + 2y - z =0
i — 3x - 3y = 0
1 .- (j—l) -2x + 2y = 0
{ x - 2y 4+ z =0
—
. —3L3=2L, X - y B 0
: 1 n Li—-L
0 1 N X
= { ~ — X=|x].
Si on note a;, i les coefficients de cette matrice, alors y = x x
Finalement, le noyau est
.. j-1
Vi,jell;n+1], a; i=|" .
Jel | i,j (l _ 1) 1
Ker(A) =< x-|1| : xeR }.
En adoptant la convention que 1
e SoitX=![x y z]eds1®R).
-1 ..
(i—l) st i1>]. XeKer(By) <= BaX=03;] <
3.b) En reprenant le raisonnement précédent, ¢ est un @-x + 3y * “ =0
; ; 5x + 6G+a)y + z = 0
isomorphisme avec
X + ¥y - 2+az = 0
—1 —
@ " PeRy[x] —Px—-1) e Rylx]. Lp—Ly—5L3
Li<L1-2-a)L3
Sion note b; ; les coefficients de Al ona: l+wy + (G-a®z =0
I+a)y + (11+50)z = 0
. x + y - 2+x)z =0
.. j—i ] -1
Vi,jelln+1ll, b;j=(-1) . . —
i-1 Li—Lo-Iy
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1+)y + (11+5a)z
y - 2+w)z

{ 2+a)B+a)z
X +

En effet

[=]

11+5a-5+0%=a? +5a+6 = (2+a)(3 + ).

Procédons par disjonction des cas.
— Sia¢{-2,-3}, le systéme est équivalent a

zZ =
{ 1+a)y+(11+50)z =
x+y-2+w)z =

z =0
1+a)y 0

x+y = 0.

oS o o

Ainsi, si o ¢ {-1;-2;-3}, il n'y a que [0 0 0]

comme solution.
Pour a ¢ {—1;~-2; -3}, le noyau est {03 1}.

— Sia = -1, le systeme est alors équivalent a

z =0
x+y = 0.
On obtient :
X
XeKer(B_;) << X=|—-x
0

Par conséquent

1
Ker(B-1) = { X [—1] xEIR}.
0

— Sia = -2, le systeme est alors équivalent a

-y+z = 0
x+y = 0.
On obtient :
X
XeKer(B_y) <— X=|-x]|.
-X

1
Puis Ker(B_2)={x[—1‘ :x(—:[R{}.
-1

— Sia = -3, le systeme est alors équivalent a

{ —2y—-4z =

0 —
xX+y+z 0 {x = z

Rappels et compléments d’algebre linéaire

y = =2z

Il vient :
z
XeKer(B_3) < X=|-2z].
z
Par conséquent
1
Ker(B_z) =<z |-2|:z€eR}.
1
Exercice 12 p- 24

1.a) La famille ¢ est une famille de polyndmes non
nuls de degrés échelonnés. La famille est donc libre.
Comme elle contient autant de vecteurs que la di-
mension de Ry [x], c’est une base.

Justifions que 2 est une famille libre. Soient A1, A2,
A3 € R tels que

Mx—a)?+A(x—a)(x—b)+A3(x— b =0.

En évaluant en a, on obtient Az(a—b)2 =0 et A3 =0
puisque a # b. En évaluant en b, A1 = 0. Nécessaire-
ment Ay = 0 et la famille est libre. Avec trois vecteurs,
9 est une base de Ry [x].

1.b) Ona
1 -a a*
P%,‘g =10 1 -2a |,
0 0 1
a? ab b?
ng'@ = -2a -a-b -2b ]
1 1 1

car (x—a)2=x2—2a+u2, (x—b)2 =x2-2b+b?
et(x—a)(x—>b) =x2—(a+b)x+ab. De plus

(x—a)(x—b)=(x—-a)((x—a)+ (a—Db))
=x-a?+@a-bhx-a
et
x-b)? = ((x-a) +(a-b)*

=(x-a)?+2(a-b)(x-a)+ (a—b)>3.

0 (a-b) 2(a-b)
1 1 1

Ainsi P<gy@ =

0 0 (a—b)? ]

Indications et solutions
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Ensuite

Pa.¢ Peo
1 -a a 0 0 (a-b?
=0 1 =2a 0 a-b 2(a-b)
0 0 1 1 1 1
a®> -—ala-b)+a* (a-b?-a2(a-Db)+a?
=| -2a a—-b-2a 2(a-b)-2a
1 1 1

Apreés simplifications Pgg P 9 =Pg .

2. Partons de I'égalité idg cidg = idg . On obtient matri-
ciellement

Matg ¢ (idE] =Matg ¢ (idE) -Matyg ¢ (idE)

D’ol le résultat.

Exercice 13 p- 25

Oui.
On cherche un vecteur z non nul tel que

Matgg (1) = Mate (1).
Avec la relation précédente, on a

Py « Matg (1) = Matgg (u).

] |

Or on a aussi
1 0
1 2
0 1

Pge =

w o o

On cherche donc a, b, c € R tels que

1 0 0 a a
1 2 0 b |=|05b
0o 1 3 c [4

Larésolution d'un pivot de Gauss donne par exemple

u=(a,b,c)=02,-2,1).

Exercice 14 p- 27

1.On a par linéarité de ¢ :

¢ (u))=¢e1)—¢(e3)
= (aey + bes + beg) — (bey + bes + beg)
=(a-b)e;+(b—a)es
¢(u1)=(a—Db)(ey —e3)=(a—bu.

44

On vérifie de méme
pu)=(a-bup et ¢uz)=(a+2b)us.

Par définition :

a-b 0 0
B= 0 a-b 0
0 0 a+2b

1 1 1
0o -2 1].

Par la formule de changement de base
B=P !AP.

Ensuite, ¢ est un isomorphisme si et seulement si
A est inversible. Comme P est inversible, c’est équi-
valent a B inversible. Or cette derniere est diagonale.
La condition d’isomorphisme est donc

a—-b#0 et a+2b#0.

Exercice 15 p- 27

1 [t
2. [Vt

A=1,-A-1,7 L.

S'il existe P € .4, (R) inversible telle que B = P_IAP,
alors PBP™1 = A,

o[

Soient P, Q € .4, (R) inversibles telles que
B=pP'AP et C=Q7!BQ.

Alors
PQ)'APQ) =Q 'P7'APQ
=Q7!BQ=cC.

La matrice PQ est inversible, A est semblable a C.

o [ ]

On démontre par récurrence que si B = P1lAP

VpeN*,  BP =P IAPP.
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5. [V

1l existe donc une matrice P inversible telle que
A=PBP™! (e B=P7'AP)

La seconde relation permet de justifier que B est in-
versible par produit et

-1 -1
Bl= [P*lAP) =pIa~! (P*l) =p~1A7lp.
Exercice 16 p- 27
1.a) Vérifier que u = (1,1,1).

1

2

[a—

.b) Justifier que (u, v, w) est une famille libre a trois

vecteurs de R3. C’est une base de R3.

. Par la formule de changement de base

Mate () = Pean ¢~ Matcan (@) Pean % -

Posons P, la matrice de passage de la base canonique
alabase € = (u, v, w). Comme

eow=u, ew)=2v et @w)=-4w,
ona D =Mate (¢).
Finalement, on obtient

D=P !MP.

Les matrices M et D sont semblables.

Exercice 17 p- 28

Prenons le cas des matrices inversibles. A €
M (R) est inversible si et seulement si rgA = n. Sila
réciproque était vraie, toute matrice inversible serait
semblable a la matrice I;;. Absurde, seule I, est sem-
blable a I, car

P, P=PlP=1,.

Exercice 18 p- 29

. La trace est une forme linéaire non nulle, d’apres

la formule du rang, le noyau est un hyperplan de
My [R).

dim (Ker (Tr)) = n? - 1.

Notons E; ; sont les matrices élémentaires de .45 (R).
Une base est donnée par les matrices :
— Ejjpouri#j,

Rappels et compléments d’algebre linéaire

— Ej;j —Ep,npouri€[[1l,n—1].

2. Tout supplémentaire est de dimension 1. Toute droite

1

2.

ot

. Soient Fq,Fo,..

vectorielle engendrée par une matrice de trace non
nulle convient. Par exemple

Vect(I,).

Exercice 19 p- 29

Lidée est d’'inverser I'ordre de sommation dans
la somme double :

Tr(AB) = Z [AB];; = Z Z [Al; B
i=1 i=1k=1

n o n n
=Y Y [Blyi[Aljx = Y. [BAlgy = Tr(BA),
k=1i=1 k=1

Exercice 20 p.29
.PourA= (a,]) el vérifier que

n n
tA:ZZa
i=1j=1

Ainsi, pour Tr(A’A) = 0, on obtient une somme de
termes positifs qui est nulle. Nécessairement, chaque
terme est nul.

Vi, jelll;nl, a,-j:0.
La matrice A est nulle.
Par linéarité de la trace
Tr ((A - B)X) = Tr(AX - BX)

=Tr(AX) — Tr(BX) =
En particulier, pour X = “A-B),
Tr((A-B)(A-B)) =

D’apres la question 1, A—-B =0y, puis A=B.

Exercice 21 p- 30

.,Fp stables par @. Soit u € z F;.

existe donc (u1, up, ..., up) € F1 xFa x..

p
:Zu
i=1

.xFp tel que

p
> ¢(u;)eF
[=1 —~—

€F

Par linéarité de ¢ Pp(u) =

Indications et solutions
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46

car F est stable par somme. Ce qui conclut.

2. ¢ Justifions que Ker(y) est stable par ¢.
Soit u € Ker(y), montrons que ¢(u) € Ker(y).
Par définition,

v =0 = ¢(yw)=¢0g)=0k.
Or, ¢ et y commutent,
v(ew) = () = 0.
Ainsi, ¢(u) € Ker(y), Ker(y) est stable par .
* Démontrons que Im(y) est stable par ¢.

Soit v € Im(y), par définition, il existe u € E tel que
v(u) = v. Il vient

o) = @(yw) = y(pw)=yw),

ol w=@(u). D’ol1 p(v) € Im(y).
Finalement, Im(y) est stable par ¢.

Exercice 22 p- 30

Lapplication tp|F est un endomorphisme injectif
de dimension finie. Par le corollaire de la formule du
rang, (p|F est un isomorphisme.

Exercice 23 p- 31

Si A est inversible, —A aussi mais la somme A+ (—A) =
0;, ne I'est pas.

2. [ |

Soit A € ./, (R). On peut toujours écrire A sous la
forme

A=U+L
ol U et L sont respectivement des matrices triangu-
laires supérieures et inférieures avec des coefficients
diagonaux tous non nuls. Donnons un exemple avec
une matrice A avec un coefficient diagonal nul
0o 2 3 -1 0 0 1 2 3
-1 2 l]:[—l 1 0 |+]0 1 1].
7 0 4 7 0 2 0 0 2

Les matrices U et L sont inversibles et sont solutions
du probléme.

Exercice 24 p-31

1.0na
fo(=f)=idg et (—f)of=idg.

Par la caractérisation de la bijectivité, f est bijective
(donc injective et surjective) avec f e f-

2. Par hypothese f # idg. Il existe alors u € E tel que
f(w) # u. Montrons que (u, f(u)) est une base de E.
Soit (A, ) € R? tel que

Au+p-f(w)=0g (L).
On applique f
FAu+p- fw)

A fw)+p-f2(w
Afw)—p-u

f(Og) flinéaire
0g f%=-idg
0 (L)

En effectuant AL; — pLp, on trouve (A2 + p2)- 1 = 0.

Or u # Og car f(Og) = Og, alors que f(u) # u.
Donc A% + p2 = 0. Une somme de carrés de réels
(donc positifs) ne peut étre nulle que si tous les
termes sont nuls. Donc A = p = 0 et la famille
(u, f(u)) estlibre. De plus

Card(u, f (W) =2 = dim(E).
C’est une base de E.

3. Posons v = f(u) de sorte que f(v) = f2(u) = —u. La
matrice de f dans la base (u, v) est

0 -1
- 3
Remarque. Le résultat se généralise en dimension

paire. Vérifier par récurrence qu’il existe x1,Xx2,...,Xp
tels que la famille

(1, £ Ge1), X2, f (X2) 5 -ves X, f (X))

soit une base deE.

Pour cela, prendre xp ¢ Vect(x1, f (x1)), puis, x3 ¢
Vect(x1, f (x1), %2, f (x2)), etc. La matrice dans cette
base est une matrice par blocs

J 0, - 0y
Matg(f) = |2 0
0.2 02. » I
Exercice 25 p-31
1. A partir de I'inclusion
Im(y o) cIm(y),
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on a sur les dimensions

rg(wo @) =dimIm(yo @) < dim(Im(y)) = rg(y).

On a aussi
Ker(¢) < Ker(y o)

donc dim(Ker(¢)) < dim(Ker(y o ¢)),
puis par application de la formule du rang,

rg(¢p) = dim(E) — dim(Ker(¢))
= dim(E) — dim(Ker(y o @) =rg(wo ).

D’ot1 le résultat.
2. Soit v € Im(¢p + ). [l existe u € E tel que :
@+ =v, ie o+v)=u
Or, ¢(u) € Im(y), W(u) € Im(y). On a bien
v e Im(y) +Im(y).
D’ou Im(¢p + W) < Im(p) +Imy).
¢ Par la formule de Grassmann,

dim(Im(y) + Im(y)) = dim(Im(y)) + dim(Imy))
—dim(Im(¢) NnIm(w))

< dim(Im(¢)) + dim(Im(y))

dim(Im(y) + Im(y)) < rg(@) + rg(w).

De plus, I'inclusion de la question 1 donne :
dim(Im(¢ +v)) < dim(Im(yp) +Im(y)).
En conclusion, 1g(@p + W) <rg(yp) +rg(y).
3.a) D’apres la question 1 :
18(f o) <rg(f)
et rg(N=1g((foprop ) <rg(fop).
On en déduit I'égalité rg(f o @) = rg(f).

3.b 11 suffit de reprendre la rédaction précédente en
composant a gauche.

Exercice 26 p- 31

1.0n a, pour tousa e R, M,N € 4 (R) :

@M +N) =A(aM + N)B = cAMB + ANB
=apM) +@([NN)

Rappels et compléments d’algebre linéaire

donc ¢ est linéaire.

2. Les déterminants sont non nuls, les matrices A et B
sont inversibles et :

a_[ 3 -1 a_[ 2 -1
A _[—5 2]’B _[—7 4 |

On peut donc poser I'application linéaire
VMo (R) — Mo(R), N— ATINB7,
Or
{VM etb®), (Wop)M)=A"1(AMB)B~l=M
YNer®R), (poy)(N)=A(A"INB™})B=N,
Autrement dit
yop=Idpr et @ov=Idpmw-

D’apres la caractérisation de la bijectivité, ¢ est une
application bijective et sa bijection réciproque existe
et vaut cp_l =\.

3. Comme la famille contient autant de vecteurs que la
dimension, il suffit de prouver que la famille est libre.

aolp + A+ YB+3AB=0

ol 021
o 1 |*Pl 5 3
L[4 1] s[5 4] [0 0
Y7 2 41 11|70 o
a+20+4y+1556=0
P+y+46=0
—

50+7y+418=0
a+3p+2y+116=0
a+2p+4y+1556=0
P+y+46=0

=
50+7y+4156=0
P-2y-46=0 Ly—1IL14-L;
a+2p+4y+1586=0
BP+y+46=0
—
2y-2186=0 Lz« L3—5Ly
—-3y-80=0 Lg—Ls-Lp
Il vient

o= ﬁ = Y = 6 = 0
La famille 4 est libre. C’est une base de . (R).

¢ Le calcul Python donne

A2=5A-1, et B2=6B-1I,.

Indications et solutions
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Calculons les images de la base :
¢d2) =AB, @A) =(BA-1Ip)B=-B+5AB,

@(B) =A(6B-1I2) =-A+6AB

@(AB) =A(AB)B
=1 —5A - 6B +30AB.

On conclut, la matrice demandée est

0 0 0 1
0 0 -1 -5
A= 0 -1 0 -6
1 5 6 30
Exercice 27 p- 32

La formule du rang donne pour fetg:
dimIm f +dimIm f = dimE
dimKerg + dimIm g = dimE

et la formule de Grassmann impose

dimIm f +dimIm g - dim (Im f NIm g)
=dim(Im f +Img) = dimE.

dimKer f + dimKer g — dim (Ker f nKer g)
=dim (Ker f +Kerg) = dimE.

La somme de ces deux dernieres lignes donnent

dimE + dimE - dim (Im f nIm g) — dim(Ker f nKer g)
=2dimE.

Comme une dimension est nombre positif, nécessai-
rement

dim (Im f NIm g) = dim (Ker f nKerg) = 0.

Dot ImfnImg = {0g} et Ker f nKerg = {Og}, les
sommes sont directes.

Exercice 28 p- 32

. D’aprés la formule du rang

dimKer¢@ = dimE -rg(p) =n—-1.

Autrement dit, le noyau admet un supplémentaire de
dimension 1. Il existe donc ug € E\ Ker g tel que

Ker ¢ & Vect (ug) = E.

=A%B2 = (5A-1,) (6B—1I»)

Comme ¢ (ug) € E, il existe uj € Kerg et A € R tels que

Ug +Aug = ¢ (up).

Puis )
¢~ (tg) = @ (¢ (u0)) = @ (ug + Aug)
=@ (u) +A¢ (uo)
=A@ (up).

Vérifions que ce réel A répond au probleme.
Soit u € E, il existe v € Ker et p € R tel que

v+ (U = U.
Puis
@ (1) = 9% (v + pug) = @ (@(v) + pep (up))
= ¢ (o (ug)) = pe? (o)
= pA@ (ug) = A (Hug)
= Ao (uo) + pep(v)
=A@ (puo +v) = Ap(w).

Cela étant vrai pour tout u € E, ¢? = A¢.

. Soient «, B € R. Cherchons 'application réciproque

sous la forme ag + fidg.

(ap+pidg) o (¢ - idg) = ap® + P — ap - Pidg
=aAp+Pe—ap—Pidg
= (@A +p-a)p—Pidg.

On constate que

oA +P—-a=0 aA-1)=-p=1

SR s
a=1/A-1)
p=-1

Avec ce choix,

1 . . .
(m(p—ldE) o(p—-idg) =idg

. 1 . .
et ((p—ldE)O(}\_lq)—ldE)ZldE.

Par la caractérisation de la bijectivité, ¢ —idg est bi-
jective et

Ly A= 1 .
(p—idp) ™' = m((P—ldE)
Exercice 29 p- 32
1. Soient P,Qe Ry [x] et A € R,
e1P+AQ) = @P+AQM)
= PQ)+AQ()
e1P+AQ) = ¢1(P)+Ap1(Q).

Chapitre 1



Par linéarité de 'intégrale,

1
YPHAQ) = f(P+AQ)(t)dt

T
fP(t)-i—AQ(t)dt
-1

1 1
fP(t)dt+)\f Q(r)dt
-1 -1
yP+AQ = wP) +Ay(Q).

Les applications ¢1, ¥ sont linéaires. Comme !'en-
semble d’arrivée des applications est R : 1, @ sont
des formes linéaires.

2. Posons E = Z(Rz[x],R). Justifions que la famille
(@1,92,¢3) est libre. Soient A1, Ay et A3, trois réels
tels que

A1 @1 +A2¢2 +A3¢3 = 0.

Dit autrement, pour tout P € Ry [x],
A @1(P)+A2¢92(P) + A3 93(P) =0.

C’est-a-dire A1P(1)+A2P(0) + A3P(-1) =0.

On teste cette relation pour différents polynémes. On
choisit ces polynémes pour avoir0, —1 et 1 comme ra-
cines.

Pour P(x) = x(x+ 1), on trouve directement Ay = 0.
De méme, P(x) = (x—1)(x+1) = x> — 1 et P(x) =
(x —1)x donnent respectivement A2 =0 et A3 =0.

La famille est libre. Or, elle contient autant d’élé-
ments que la dimension de E car :

dim(E) = dim (£ Rz [x],R)) = dim(®y [x]) = 3.

Concluons: (1,2, P3) est une base de E.

3.a) D’apres ce qui précéde, (91,2, p3) est une famille
génératrice de E. Ainsi, y € E est une combinaison li-
néaire de la famille (@1, @2, p3), il existe A1, Ap et A3
tels que

W =A1@1 +A2¢2 + A3Q3.

C’est-a-dire, pour tout P € Ry [x],
W(P) =A1¢91(P) + A2 (P) + A3¢3(P),
1
f P(6)dt = A1 P(1) + A2P(0) + A3P(-1).
-1

3.b) Testons la relation précédente avec le polynome
P(x) =x(x+1),

1 1
f t(t+1)dt=f P(H)dt=2A;.
-1 1

Rappels et compléments d’algebre linéaire

1 1 1 2
Or [ (i + l)dtzf tzdt+f tdr=—.
-1 -1 -1 3

Il vient : A= 1

3

Remarque. Notons que l'on peut simplifier les calculs
en remarquant que les fonctions t — 2, t — 1 sont
paires et t — t impaire.

Avec les choix P(x) = x2 — 1 et P(x) = (x—1)x, on

trouve
A= o .
=— et Ag=-.
273 373

Exercice 30 p- 32

[

. Raisonnons par l'absurde en supposant que ¢* #
0 (E)- Il existe donc x € E tel que

@t (x) #0g.

Justifions maintenant que

Bx = (x,(p(x),tpz(x),tp3(x),<p4(x))
est une famille libre. Soient A, ..., A4 € R tels que
4 .
Y At x)=0g ()
i=0
En appliquant ¢* 2 chaque membre de I'égalité et
par linéarité de ?, il vient
d i+4 4
2 N0 =% (0g) =0p ()
i=0
Orpouri=1
00 = o' (9° () = o' (0) = O,
Dans la relation (%), il ne reste que
Ao (x) = 0p.
——
#0g

D’ot1 Ag = 0. En appliquant ensuite ¢3,¢?,... & (o),
on démontre de méme que A; =0, A2 =0,... Finale-
ment, la famille %, est libre.

Or cette famille contient 5 vecteurs alors que E est de
dimension 4. Absurde et

4
¢ =0gF)-
2.e Raisonnons de nouveau par I’absurde en supposant

Kerg = Ker(pz.

Indications et solutions
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