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Le plaisir des mathématiques


Jacques Dixmier  (**1)


{(Propos
recueillis et rédigés par André Warusfel)}
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Je ne sais pas très bien si j'ai eu l'impression de commencer à
faire des mathématiques au lycée, en Taupe ou à l'École Normale
Supérieure. Elles m'avaient fortement intéressé dès le départ, j'en
ai certes fait dès le secondaire et j'y ai pris goût grâce à
d'excellents professeurs, par chance tous formidables de la
cinquième à la Spéciales (aux mains de Roland Maillard, rigoureux
et excessivement dévoué), sauf en sixième où le pauvre homme était
chahuté à mort : même à l'époque, tous les profs n'étaient pas
bons ! Mais ce n'est vraiment que deux ou trois ans après ma
sortie de l'École que je me suis aperçu que je commençais à savoir
ce qu'était la recherche. Je me suis alors rendu compte que je ne
m'en étais absolument pas rendu compte à l'avancedots

Cela dit, même si on ne peut pas qualifier vraiment de
mathématiques ce que j'ai appris dans une Taupe aussi classique que
celle qui fut la mienne, j'en suis sorti bien formé. Pour mieux
exprimer ce que j'en pense maintenant, je me permettrai de citer
l'une de mes nouvelles de science-fiction (**2)  : mon
héros, mathématicien, proclame que les mathématiques ne sont pas
aussi abstraites qu'un profane peut l'imaginer; quand il travaille
un problème, il a l'impression d'être un explorateur, découvrant
des régions inconnues aux climats contrastés, des fleuves, des
forêtsdots Cherchant à
cartographier une planète montagneuse récemment découverte, il
décrit la rencontre d'obstacles imprévus à contourner, la recherche
des cols indispensables à la progression de la marche, les
bricolages à inventer, la fatigue et l'émotion finale intenses.
Mais il reconnaît que tout cela n'a été possible que grâce à
l'alpinisme pratiqué dans sa jeunesse : voilà ce
qu'est aujourd'hui le souvenir que j'ai de mon lycée et des
strophoïdes qu'on y escaladait.

Pour moi, le passage à l'École fut très spécial, car c'était
pendant la guerre (de 1942 à 1945). Ces conditions très
particulières forgeaient une grande solidarité entre les élèves,
tous plus ou moins soumis au même destin, voyant les choses de la
même manière en dépit, naturellement, des nuances entre les
opinions des uns et des autres. Évidemment il y avait toujours, au
départ, quelques différences entre les provinciaux découvrant Paris
et les élèves des « grands» lycées de la capitale, qui formaient
peut-être cinquante pour cent de la promotion, et qui se
connaissaient plus ou moins les uns les autres, avaient leurs
chansons, leurs traditions etc., ce qui pouvait dérouter
les provinciaux se sentant plus ou moins exclus au départ. Je ne
fus ni l'un ni l'autre, mais placé entre les deux groupes, puisque
venant de Hoche à Versailles (comme l'avait été Henri Cartan). Par
exemple, un bon nombre de «colleurs»\ venaient de lycées comme
Saint-Louis ou Louis-le-Grand, ce qui fit que j'étais quand même
assez proche de mes camarades déjà parisiens depuis au moins
plusieurs années. Mais d'une manière générale l'amalgame se fit
très vite.

Naturellement je m'y suis fait de solides amitiés. Pour ne parler
que des mathématiciens, il y avait là par exemple l'analyste Jean
Combes (à vrai dire appartenant théoriquement à la promotion 1941,
mais qui, en zone «libre» avait été obligé de passer par les
Chantiers de Jeunesse) qui sera plus tard mon collègue à Paris VI,
René Deheuvels avec qui je partageais une thurne, que je
retrouverai également à Paris VI et qui enseignera aussi à
Polytechnique, mon vieil ami le mécanicien Henri Cabannes, lui
aussi ex-Paris VI et aujourd'hui académicien vétéran, Paul Michaud
qui se tourna vers l'enseignement de Taupe (par exemple à Jacques
Decour), Jean-Marie Souriau qui fit carrière à l'université
d'Aix-Marseille en compagnie de Pierre Casal.

Je ne peux pas non plus oublier des «carrés» comme Gérard Debreu,
futur californien et prix Nobel d'économie, ainsi que Georges
Flory, autre professeur de Taupe (notamment à Louis-le-Grand) qui
jouera un très grand rôle dans la Revue de Mathématiques
Spéciales qui m'accueille aujourd'hui sous son nouveau
nom ! Il y avait là également d'excellents futurs physiciens,
comme l'astrophysicien du Collège de France Jean-Claude Pecker et
bien d'autresdots Certains se
tournèrent vers l'industrie : je dois citer René Chouchan,
ingénieur à la Compagnie Française des Métaux à la carrière trop
brève, mais surtout évidemment Marcel Boiteux, le futur grand
patron d'EDF : le pantouflage ne date pas d'aujourd'hui !
Et c'est bien ainsi.

Je me permets également de rappeler combien une promotion en temps
de guerre peut être bien particulière : après seulement une
année, deux cothurnes (Boiteux et Cabannes) décidèrent
indépendamment de gagner, non sans grande peine, l'Afrique du Nord,
et se retrouvèrent par pur hasard à Casablanca, pour s'engager dans
l'Armée ! Hélas, l'un des nôtres, Michel Voisin, décédera en
1945 des suites de sa déportation.

À l'École, j'ai suivi les cours d'Henri Cartan, en première et
deuxième année, puis pour la préparation à l'agrégation. Les leçons
qu'il nous faisait m'ont naturellement beaucoup influencé. Cela
dit, je ne suis entré à Bourbaki que quelques années après; au
début je n'étais pas tellement tourné dans ce sens-là, n'en voyant
pas tout de suite l'intérêt, préférant a priori les choses
plus intuitives, plus élémentaires; après bien sûr, cela a
clairement modifié mon point de vue.

J'ai rédigé ma thèse pendant l'année d'agrégation et la suivante.
Ce que j'ai fait alors ne valait pas les thèses de Godement ou de
quelques autres, je m'en rends compte maintenant, mais c'étaient
quand même déjà des résultats intéressants. Je l'ai faite, comme on
dit, avec Gaston Julia. Je n'ai pas exactement travaillé avec lui,
mais en tout cas je suis parti sur des idées fortes qu'il avait
données dans ses cours. Il a fini par dire qu'il était d'accord
avec ce que j'avais trouvé, après il est vrai m'avoir laissé
attendre un certain tempsdots
Mais, pour ma part, je considère qu'il faut se donner du temps et
de la peine pour ses étudiants; sauf situations très
exceptionnelles, je n'étais d'ailleurs pas toujours satisfait avec
les textes qu'ils m'apportaient, et parfois fortement puisque
l'accord entre leurs idées et les miennes pouvait varier de 10 à 90
pour cent. C'est un vrai travail d'intervenir auprès des thésards,
et il faut le faire. Je leur ai toujours dit d'avoir plusieurs fers
au feu, ne serait-ce que pour des raisons d'hygiène intellectuelle
et de plus grande sécurité, car on ne sait jamais si telle voie
sera fructueuse.

La Taupe était à l'époque principalement tournée vers la
géométrie : pourtant ma thèse, sur les espaces hilbertiens,
est bien plus une thèse d'analyse (fonctionnelle) que de géométrie,
même si certains, comme Dieudonné, ont eu raison de donner une
forme géométrique à de nombreux résultats; toutefois, par exemple,
l'étude de 
[image: formule] est tout au plus de l'algèbre linéaire et assez
peu géométrique finalement. Les derniers travaux que j'ai faits
portaient sur la théorie des invariants, là aussi d'origine
géométrique. Pourtant je ne me reconnais pas comme géomètre. Ce qui
est typiquement de la géométrie, c'est la géométrie riemannienne.
Il y a énormément de gens qui travaillent là-dessus, mais aussi la
géométrie combinatoire, sur les corps finis, et bien sûr la
géométrie algébrique. Ce qui m'a attiré vers l'analyse c'est le
cours de Valiron, aujourd'hui injustement considéré comme ringard.
Dieu sait si l'on s'endormait à son cours, mais on y apprenait
vraiment de la bonne analyse !

Je ne me qualifierai ni d'individualiste forcené, ni de grégaire -
bien qu'ayant travaillé à Bourbaki -, mais plutôt situé entre les
deux : ce ne sont ni des qualités ni des défauts, tout au plus
des traits de caractère. Grothendieck était de la première
catégorie, mais il a quand même accepté de collaborer avec
Bourbaki !

Qu'est-ce que le plaisir des mathématiques pour moi ? Il y a
bien sûr parfois l'éblouissement, mais aussi le côté plus pénible
consistant à gratter, gratter, même si personne ne peut vraiment
trouver cela toujours agréable. L'illumination, de temps en temps,
voilà l'essentiel qui justifie de se fatiguer. C'est essentiel dans
le plaisir de faire des mathématiques ! Pendant presque
cinquante ans (de 21 à 68 ans), j'ai assez souvent eu la chance de
pouvoir jouir de cela, en restant parfois trois semaines, trois
mois ou même trois ans à ramer sur un seul sujet : en fait,
j'ai effectivement séché pendant des années sur une question (tout
en ayant moi aussi d'autres fers au feu), et cela a fini par
aboutir à une certaine note aux Comptes Rendus où deux
pages réglaient un problème que j'avais fini par rendre simple
après de longs détours.

Je ne sais pas si j'aurais envie de commencer une seconde carrière
de chercheur : ce serait peut-être pour reprendre l'étude des
algèbres de Von Neumann au point, si élevé, où Alain Connes les a
hissées. Il raconte volontiers comment il avait trouvé sa voie.
Ayant fréquenté quelque temps mon séminaire, il a acheté par hasard
un livre, pour tuer le temps pendant un voyage en train vers un
colloque américain justement consacré à son contenu : il est
des rencontres moins acrobatiques ! Mais imaginer un tel
retour, impossible, est tout au plus un bon sujet de
science-fiction.


 








Les matrices symétriques sont-elles vraiment
diagonalisables ?




Marc Becker


PC[image: formule], lycée Masséna


Si tous les élèves de Spéciales savent bien que
les matrices symétriques réelles sont diagonalisables, en revanche
ils ignorent souvent que ce résultat est faux lorsque on prend des
matrices symétriques à coefficients complexes. Cet article se
propose d'étudier des conditions sur un corps commutatif

[image: formule] pour que toute matrice symétrique à coefficients
dans 
[image: formule] soit diagonalisable.




matrice symétrique, diagonalisable ;
corps réel, pythagoricien, ordonné, réel clos ; produit
scalaire relatif à un corps ordonné ; clôture réelle




 

à Jean Ferrieu

 

Notations. On note 
[image: formule] l'algèbre des matrices carrées de taille

[image: formule] à coefficients dans 
[image: formule], et 
[image: formule] ou simplement 
[image: formule] le sous-espace vectoriel des matrices
symétriques. Enfin 
[image: formule] désigne l'ensemble de toutes les matrices
symétriques.



Définition 1.[image: formule] On dira qu'un corps

[image: formule] diagonalise 
[image: formule] si pour tout entier 
[image: formule] toute matrice de 
[image: formule] est semblable dans 
[image: formule] à une matrice diagonale.

Conditions nécessaires. Corps réels
pythagoriciens


Deux exemples et une condition
nécessaire



	Soit 
[image: formule] un n-uplet d'éléments de 
[image: formule] non tous nuls et 
[image: formule] la matrice de terme général 
[image: formule]. La matrice 
[image: formule] est de rang 1, donc ses valeurs propres sont 0 et

[image: formule]. Elle est diagonalisable si et seulement si sa
trace est non nulle, c'est-à-dire si
[image: formule]



	Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] deux éléments de 
[image: formule] et 
[image: formule] la matrice :[image: formule]

Le polynôme caractéristique de 
[image: formule] est 
[image: formule]. Si 
[image: formule] est diagonalisable ce polynôme est scindé sur

[image: formule] et se factorise sous la forme 
[image: formule]. Par conséquent
[image: formule]








Si 
[image: formule] est un corps qui diagonalise 
[image: formule] on déduit de 
[image: formule] et 
[image: formule] les deux propriétés suivantes :

	(R) Toute somme de carrés non nuls d'éléments de

[image: formule] est non nulle ;

	(P) La somme de deux carrés d'éléments de 
[image: formule] est un carré ;






Les corps qui vérifient la propriété (R) sont appelés des corps
réels, ceux qui vérifient la propriété (P) des
corps pythagoriciens. On a donc l'implication
suivante :


[image: formule] diagonalise 
[image: formule] est pythagoricien réel.




Remarque : il est immédiat par récurrence que
la propriété (P) peut être remplacée par la propriété
suivante : une somme finie de carrés d'éléments de

[image: formule] est encore un carré.

Le corps 
[image: formule] est bien entendu pythagoricien et réel. Tous les
sous-corps de 
[image: formule] sont réels mais pas forcément pythagoriciens. Par
exemple 
[image: formule] est non pythagoricien puisque 
[image: formule] n'est pas le carré d'un rationnel. A l'inverse,

[image: formule] est pythagoricien mais n'est pas réel puisque

[image: formule]. Un exemple non trivial de corps pythagoricien
réel est le corps des nombres réels constructibles à la règle et au
compas, c'est-à-dire le plus petit sous-corps de 
[image: formule] (donc contenant 
[image: formule]) stable par racine carrée.

Propriétés des corps réels
pythagoriciens


On s'intéresse ici à la question suivante : si 
[image: formule] est pythagoricien réel et si 
[image: formule] quelle forme réduite «optimale» peut-on trouver
pour 
[image: formule] ? Pour ce faire, on a besoin d'étudier les
principales propriétés de ces corps.



Proposition 1. Un corps réel est forcément de
caractéristique nulle et n'est jamais algébriquement clos.



En effet, supposons 
[image: formule] de caractéristique 
[image: formule]. La somme de 
[image: formule] termes 
[image: formule] est nulle ce qui contredit (R). Supposons ensuite

[image: formule] algébriquement clos alors si 
[image: formule] désigne une racine carrée de 
[image: formule] on a 
[image: formule] ce qui conduit à la même contradiction.

[image: formule]



Remarque. Le sous-corps premier de 
[image: formule] est donc isomorphe à 
[image: formule]. On peut donc supposer (et on le fera désormais)
que 
[image: formule] est un sur-corps de 
[image: formule]. Notons au passage qu'aucune extension finie de

[image: formule] n'est pythagoricienne car elle devrait alors
contenir des racines carrées de tous les entiers premiers, et il
est bien connu que ces racines carrées sont linéairement
indépendantes sur 
[image: formule] (voir par exemple 
[image: formule]).



Définition 2. On appelle corps ordonné

[image: formule] la donnée d'un corps 
[image: formule] et d'une relation d'ordre totale 
[image: formule] sur ce corps qui vérifie les deux propriétés
suivantes :

	i  Pour tout 
[image: formule], 
[image: formule]

	ii  Pour tout 
[image: formule], 
[image: formule]






Par exemple, les corps 
[image: formule] et 
[image: formule] munis de leur ordre usuel sont des corps
ordonnés.

Dans un corps ordonné l'ensemble 
[image: formule]/[image: formule] est appelé le cône
positif. Ses éléments sont dits positifs, leurs opposés sont les
éléments négatifs. On a 
[image: formule] si et seulement si 
[image: formule]. Les conditions imposées sur la relation d'ordre
sont assez restrictives et font qu'assez peu de corps peuvent être
ordonnés. Voici, pour se familiariser avec cette notion, quelques
propriétés élémentaires de ces corps :

Proposition 2. Soit 
[image: formule] un corps ordonné. On a les résultats
suivants :

	pour tout 
[image: formule], 
[image: formule]

	pour tout 
[image: formule], 
[image: formule]

	pour tout 
[image: formule], 
[image: formule]

	
[image: formule] est un corps réel






Démonstration.[image: formule] Les trois premiers points
sont laissés au lecteur. Soit 
[image: formule] vérifiant 
[image: formule]. Alors, puisque chaque 
[image: formule] est positif, et qu'une somme de termes positifs
est positive, on a 
[image: formule] ce qui prouve que 
[image: formule] est nul pour tout 
[image: formule] et donc que 
[image: formule] est réel. 
[image: formule]

La proposition ci-dessus établit une implication naturelle entre
les notions de corps ordonné et de corps réel. En fait cette
implication est une équivalence puisque qu'on a :



Proposition 3. Tout corps réel peut être
ordonné.



Démonstration. On va construire une partie

[image: formule] de 
[image: formule] telle que la relation 
[image: formule] soit la relation d'ordre voulue. Considérons pour
cela l'ensemble 
[image: formule] de toutes les parties 
[image: formule] de 
[image: formule] qui vérifient les propriétés suivantes :

	
[image: formule]

	
[image: formule]


	
[image: formule]


	
[image: formule]






Les parties 
[image: formule] vérifiant ces propriétés s'appellent les cônes
propres de 
[image: formule].

L'ensemble 
[image: formule] est non vide. En effet si 
[image: formule] désigne l'ensemble des sommes de carrés
d'éléments de 
[image: formule], 
[image: formule] vérifie à l'évidence 
[image: formule] et également 
[image: formule] puisque 
[image: formule] est réel (d'ailleurs cette partie 
[image: formule] est minimale en ce sens qu'elle est incluse dans
tous les cônes propres de 
[image: formule]). La relation d'inclusion munit 
[image: formule] d'un ordre inductif (c'est-à-dire que pour toute
famille 
[image: formule] de parties de 
[image: formule] qui est totalement ordonnée l'ensemble

[image: formule] est aussi élément de 
[image: formule]). Le théorème de Zorn permet alors de choisir
dans 
[image: formule] une partie 
[image: formule] maximale pour l'inclusion. Montrons que

[image: formule] répond à la question.

Il est immédiat que la relation 
[image: formule] est réflexive et transitive, et que les axiomes
i et ii des corps ordonnés sont
vérifiés. Supposons que 
[image: formule] et 
[image: formule] avec 
[image: formule]. Alors, puisque 
[image: formule] on a 
[image: formule], ce qui est contraire à l'hypothèse, et donc la
relation est antisymétrique. Il reste à voir que l'ordre ainsi
défini est total, ce qui revient à montrer que 
[image: formule]. Choisissons donc 
[image: formule] tel que 
[image: formule] ne soit pas dans 
[image: formule] et considérons l'ensemble 
[image: formule]. On s'assure sans peine que 
[image: formule] vérifie les propriétés 
[image: formule] ci-dessus. Supposons 
[image: formule] ; alors 
[image: formule] car 
[image: formule] et donc 
[image: formule] ce qui est exclu. La partie 
[image: formule] est donc un élément de 
[image: formule] qui contient 
[image: formule] ; par maximalité on a 
[image: formule] et donc 
[image: formule]. 
[image: formule]



Sur 
[image: formule] la seule relation d'ordre possible est la
relation usuelle (car tout nombre est un carré ou l'opposé d'un
carré, ce qui prouve que le seul cône propre est l'ensemble des
carrés). Il en est de même pour 
[image: formule], mais en général un corps réel possède plusieurs
ordres ; par exemple, on peut démontrer (voir 
[image: formule]) qu'il existe, sur le corps des fractions
rationnelles, une infinité de structures ordonnées différentes.



Définition 3\ Soit 
[image: formule] un corps ordonné et 
[image: formule] un espace vectoriel sur 
[image: formule]. On appelle produit scalaire sur 
[image: formule] toute application bilinéaire symétrique positive
définie.



Cette définition ne surprendra personnedots mais notez quand même l'importance de
l'hypothèse «[image: formule] ordonné[image: formule]»\ sans laquelle elle
n'aurait pas de sens.



Proposition 4.\ Soit 
[image: formule] un corps pythagoricien réel, soit 
[image: formule] un espace vectoriel de dimension finie sur

[image: formule]. Alors il existe des produits scalaires sur

[image: formule] pour lesquels le procédé[image: formule] de Gram-Schmidt
s'applique.



Démonstration.\ Soit 
[image: formule] une base de 
[image: formule]. Si 
[image: formule] et 
[image: formule] on pose 
[image: formule]. L'application 
[image: formule] est manifestement bilinéaire symétrique ; de
plus, puisque 
[image: formule] est réel 
[image: formule] qui est une somme de carrés est non nul pour tout
vecteur 
[image: formule] non nul et est positif puisque c'est une somme de
carrés.

Maintenant puisque 
[image: formule] est pythagoricien, le scalaire 
[image: formule] est le carré d'un élément 
[image: formule] de 
[image: formule] qu'on peut choisir positif (d'après la propriété

[image: formule] des corps ordonnés). Cette «racine carrée» est
alors unique (notons cependant que 
[image: formule] dépend de l'ordre choisi sur 
[image: formule] dans le cas où celui-ci n'est pas unique). Comme
le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt n'utilise que des
opérations linéaires et l'existence de la racine carrée de

[image: formule] pour tout 
[image: formule], il s'applique sans restriction ici. 
[image: formule]



L'espace 
[image: formule] est ainsi muni d'une structure euclidienne en
tous points semblable à celle des espaces vectoriels sur

[image: formule]. En particulier, tout sous-espace vectoriel de

[image: formule] possède des bases orthonormales, et est
supplémentaire de son orthogonal. Cette structure va nous
permettre, en suivant la même méthode que dans le cas de

[image: formule], de démontrer un théorème de réduction des
matrices symétriques sur un corps réel pythagoricien.

Réduction des matrices symétriques dans un
corps réel pythagoricien




Théorème 1.\ Soit 
[image: formule] un corps pythagoricien réel, 
[image: formule] un entier ([image: formule]). Toute matrice

[image: formule] élément de 
[image: formule] est semblable dans 
[image: formule] à une matrice diagonale par blocs :


[image: formule], où chaque matrice 
[image: formule] est symétrique et possède, de plus, un polynôme
caractéristique irréductible sur 
[image: formule].



Démonstration. C'est une traduction du théorème
usuel de réduction des endomorphismes symétriques.

Etape 1. Un endomorphisme 
[image: formule] de 
[image: formule] est dit autoadjoint s'il vérifie 
[image: formule] pour tout couple 
[image: formule] de vecteurs de 
[image: formule]. On vérifie sans peine que 
[image: formule] est autoadjoint si et seulement si sa matrice
dans une base orthonormale de 
[image: formule] est symétrique.

Etape 2. Un endomorphisme autoadjoint 
[image: formule] est toujours semi-simple
(c'est-à-dire qu'à tout sous-espace vectoriel 
[image: formule] stable par 
[image: formule] on peut associer un supplémentaire 
[image: formule] également stable par 
[image: formule]). En effet si 
[image: formule] est stable par 
[image: formule] alors, pour tout 
[image: formule] dans 
[image: formule] et tout 
[image: formule] dans 
[image: formule] on a : 
[image: formule] ce qui prouve que 
[image: formule] et par conséquent que 
[image: formule] est stable par 
[image: formule].

Etape 3. On démontre le théorème par récurrence sur

[image: formule] :

Le cas 
[image: formule] est trivial. Si 
[image: formule], supposons le résultat vrai en dimension

[image: formule], et considérons 
[image: formule]. Modulo le choix d'une base orthonormale, on lui
associe 
[image: formule] un endomorphisme autoadjoint d'un espace

[image: formule] de dimension 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] un facteur irréductible (de degré 
[image: formule]) du polynôme caractéristique 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] un vecteur non nul de 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] l'espace vectoriel vect[image: formule] ; alors :

	
[image: formule] est stable par 
[image: formule], car 
[image: formule] est combinaison linéaire des vecteurs

[image: formule]

	
[image: formule] est le polynôme caractéristique de la restriction
de 
[image: formule] à 
[image: formule]. En effet 
[image: formule] est manifestement un polynôme annulateur de cette
restriction puisque 
[image: formule] et comme 
[image: formule] est irréductible, c'est le polynôme minimal de

[image: formule]. Il divise donc 
[image: formule]. Mais par ailleurs l'inégalité 
[image: formule] prouve que les degrés des deux polynômes sont
égaux.







Considérons alors une base orthonormale 
[image: formule] adaptée à la décomposition en somme directe

[image: formule] (elle existe puisque on peut appliquer le procédé
de Gram-Schmidt). La matrice de 
[image: formule] dans une telle base est de la forme

[image: formule]

où 
[image: formule] et 
[image: formule] sont symétriques (puisque 
[image: formule] est orthonormale) et 
[image: formule]. Il suffit alors d'appliquer l'hypothèse de
récurrence à 
[image: formule]. 
[image: formule]



Remarques.


[image: formule] Comme les deux bases intervenant dans la
démonstration sont orthonormales, la matrice 
[image: formule] qui diagonalise 
[image: formule] par blocs peut être choisie «orthogonale»
c'est-à-dire telle que 
[image: formule].


[image: formule] Chaque matrice 
[image: formule] peut en fait être choisie tridiagonale. En effet,
appliquer le procédé de Gram-Schmidt consiste à conjuguer par une
matrice triangulaire supérieure. Or dans la base 
[image: formule] la matrice de 
[image: formule] a des termes 
[image: formule] nuls pour 
[image: formule]. Comme cette propriété est conservée par produit
par une matrice triangulaire supérieure, le terme général

[image: formule] de 
[image: formule] est nul pour 
[image: formule] et donc par symétrie pour 
[image: formule] si la base orthonormale choisie dans 
[image: formule] est justement l'orthonormalisée de 
[image: formule].


[image: formule] Si 
[image: formule] est un facteur irréuctible de 
[image: formule] il est premier avec son polynôme dérivé, et par
conséquent, ses racines ( dans une extension algébrique convenable)
sont simples. Il en résulte que chaque matrice 
[image: formule] (et donc 
[image: formule]) est diagonalisable dans 
[image: formule] où 
[image: formule] est une clôture algébrique de 
[image: formule].


[image: formule] Comme 
[image: formule] est pythagoricien, toute matrice symétrique (2,2)
a un polynôme caractéristique scindé sur 
[image: formule]. En particulier les facteurs irréductibles de

[image: formule] ne peuvent pas être de degré 2.


[image: formule] On retrouve, en utilisant la remarque ci-dessus
que, dans 
[image: formule], toute matrice symétrique est diagonalisable
puisque les polynômes irréductibles sont de degré 1 ou 2. Plus
généralement on en déduit :



Tout corps réel pythagoricien dont les polynômes
irréductibles sont de degré au plus 2 diagonalise S.



Les corps ayant la propriété ci-dessus feront l'objet de la suite
de notre étude. Mais avant, vérifions qu'il existe des corps (réels
pythagoriciens) qui ne la vérifient pas. En voici un exemple :
considérons le corps 
[image: formule] des nombres constructibles dont nous avons déjà
vu qu'il est réel et pythagoricien.

Les éléments de 
[image: formule] ont pour degré (sur 
[image: formule]) une puissance de 
[image: formule] donc tout polynôme 
[image: formule] irréductible de degré 3 est également
irréductible dans 
[image: formule]. Si l'on choisit alors la matrice symétrique

[image: formule]

on constate que 
[image: formule] est un polynôme irréductible sur 
[image: formule] en appliquant le critère d'Eisenstein (

[image: formule] divise 
[image: formule] et 
[image: formule] et 
[image: formule] ne divise pas 
[image: formule]). Il s'ensuit que la matrice 
[image: formule] n'est pas diagonalisable dans 
[image: formule].

Conditions suffisantes. Corps réels clos




Définition, premiers exemples




Définition 4. On dit qu'un corps 
[image: formule] est réel clos si 
[image: formule] est un corps algébriquement clos.

Le corps 
[image: formule] sera également noté dans la suite 
[image: formule].

Exemples. 
[image: formule] est bien sûr un corps réel clos. Si on note

[image: formule] le corps des nombres algébriques réels, alors

[image: formule] est la clôture algébrique de 
[image: formule] et donc 
[image: formule] est bien réel clos. Plus généralement, pour tout
sous-corps de 
[image: formule], l'intersection de sa clôture algébrique avec

[image: formule] est un corps réel clos.

L'étude des corps réels clos a été menée par Artin et Schreier dans
un article de 
[image: formule] (voir 
[image: formule]), et présente un intérêt essentiel en géométrie
algébrique réelle. Nous allons ici montrer que ces corps
constituent le cadre naturel pour diagonaliser les matrices
symétriques.

Propriétés des corps réels clos




Commençons par établir une propriété de maximalité :

Proposition 5 Tout corps réel clos est réel et
pythagoricien. Aucune extension algébrique stricte d'un corps réel
clos n'est réelle.



Démonstration.\ Supposons 
[image: formule] réel clos. Soient 
[image: formule] deux éléments de 
[image: formule]. Comme 
[image: formule] est algébriquement clos, 
[image: formule] est un carré dans 
[image: formule] donc il existe 
[image: formule] tels que 
[image: formule]. En multipliant par 
[image: formule], il vient 
[image: formule] ce qui prouve que 
[image: formule] est pythagoricien.

Mais 
[image: formule] étant un corps, le polynôme 
[image: formule] est irréductible sur 
[image: formule]. Par conséquent 
[image: formule] n'est pas un carré dans 
[image: formule], et donc n'est pas une somme de carrés d'après ce
qui précède. Le corps 
[image: formule] est donc réel.

Enfin, comme 
[image: formule] est algébriquement clos et est de degré 2 sur

[image: formule], c'est la seule extension algébrique de

[image: formule]. En particulier, 
[image: formule] n'a pas d'extension algébrique réelle.

[image: formule]



Remarques.\


[image: formule]\ Il existe des extensions (non algébriques) d'un
corps réel clos qui sont réelles. Par exemple le corps 
[image: formule] est un corps réel.


[image: formule]\ La réciproque de la proposition précédente est
aussi vraie : si 
[image: formule] est un corps réel dont aucune extension
algébrique stricte n'est réelle alors 
[image: formule] est un corps algébriquement clos. Mais la
démonstration est sensiblement plus difficile (voir 
[image: formule]).



Proposition 6.\ Soit 
[image: formule] un corps réel clos. Les polynômes irréductibles
sur 
[image: formule] sont de degré 1 ou 2. Tout élément 
[image: formule] est un carré ou l'opposé d'un carré.



Démonstration. 
[image: formule] On fait exactement la même démonstration que pour
classifier les polynômes irréductibles sur 
[image: formule] en utilisant que 
[image: formule] est algébriquement clos. Les polynômes
irréductibles du second degré sont, à un coefficient multiplicatif
près, de la forme 
[image: formule] avec 
[image: formule] non nul.

Pour prouver que 
[image: formule] ou 
[image: formule] est toujours un carré on commence par rappeler
que, comme 
[image: formule] est réel, il peut être ordonné par un ordre

[image: formule]. Si 
[image: formule] désigne un polynôme irréductible du second degré,
alors la fonction polynomiale 
[image: formule] garde un signe constant d'après l'expression
précédente. Supposons alors 
[image: formule] positif. Le polynôme 
[image: formule] est négatif en 0 et vérifie 
[image: formule]. Ceci assure que 
[image: formule] n'est pas irréductible et possède une racine
puisqu'il est de degré 2. Donc 
[image: formule] est bien un carré. Si 
[image: formule] est négatif on le remplace par 
[image: formule]. 
[image: formule]



Voici quelques conséquences de la proposition précédente, dont la
dernière nous intéresse particulièrement :



Corollaires  :

	Un corps réel clos ne peut être ordonné que d'une seule façon.
En effet tout élément positif doit être un carré et si l'on note

[image: formule] l'ensemble des carrés de 
[image: formule] la relation d'ordre est forcément 
[image: formule].

	Dans un corps réel clos, tout polynôme de degré impair possède
au moins une racine.

	Tout corps réel clos diagonalise S.






Construction de corps réels clos




Pour que le résultat précédent soit utile, il faut que les corps
réels clos ne soient pas trop rares. La proposition suivante permet
d'en construire:



Proposition 6.\ Soit 
[image: formule] un corps réel, soit 
[image: formule] une clôture algébrique de 
[image: formule]. Il existe un corps réel clos 
[image: formule] tel que 
[image: formule].



Démonstration. Considérons l'ensemble des corps

[image: formule] qui sont réels et vérifient 
[image: formule]. Par un argument analogue à celui de la
proposition 1.3 , le théorème de Zorn permet de
choisir dans cet ensemble un corps maximal 
[image: formule] pour l'inclusion. Ce corps ne possède aucune
extension algébrique qui soit réelle, puisque une telle extension
serait incluse dans 
[image: formule] ce qui contredirait la maximalité de 
[image: formule]. D'après la réciproque (admise) de la proposition
2.1 un tel corps est réel clos.[image: formule]



Remarque. Il est même possible de choisir

[image: formule] de façon à ce que l'unique ordre sur 
[image: formule] prolonge l'ordre de 
[image: formule] (voir 
[image: formule]) et 
[image: formule] est alors unique à isomorphisme près. Ce corps
est appelé la clôture réelle de 
[image: formule].



Exemple.\ Voici une petite application de ce qui
précède. Soit 
[image: formule] un nombre transcendant non réel (par exemple

[image: formule]). Le corps 
[image: formule] est réel puisqu'il est isomorphe à 
[image: formule] qui est réel. Sa clôture réelle est un sous-corps
de 
[image: formule] qui diagonalise 
[image: formule]. Pourtant ce n'est pas un sous-corps de

[image: formule]. Les matrices symétriques diagonalisables ne sont
donc pas forcément réelles !

La condition «[image: formule] réel clos» est suffisante
pour diagonaliser 
[image: formule]. Pour terminer montrons qu'elle n'est pas
nécessaire.

Un corps réel non clos qui diagonalise
S




Le polynôme 
[image: formule] est irréductible sur 
[image: formule] mais pourtant n'est pas le polynôme
caractéristique d'une matrice symétrique réelle puisqu'il n'est pas
scindé sur 
[image: formule]. Considérons alors un corps 
[image: formule] inclus dans 
[image: formule] qui ne contient pas 
[image: formule]. Toujours en utilisant le théorème de Zorn, on
peut supposer que ce corps est maximal, c'est-à-dire que tout
sur-corps de 
[image: formule] inclus dans 
[image: formule] contient aussi 
[image: formule]. Alors on a :



Proposition.\ 
[image: formule] diagonalise S.



Démonstration. Il suffit de montrer que tout
polynôme scindé sur 
[image: formule] et à coefficients dans 
[image: formule] est scindé sur 
[image: formule]. Soit donc 
[image: formule] un tel polynôme ; on peut supposer

[image: formule] irréductible sur 
[image: formule] de degré 
[image: formule]. Ses racines dans 
[image: formule] sont toutes simples on les note 
[image: formule]. Si le corps 
[image: formule] est un sur-corps strict de 
[image: formule], il contient 
[image: formule]. Il existe alors un polynôme 
[image: formule] de degré inférieur ou égal à 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. Le polynôme 
[image: formule] s'annule en 
[image: formule] et, puisque 
[image: formule] est irréductible, est divisible par 
[image: formule]. Il en résulte que pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] est une racine de 
[image: formule]. Maintenant puisque 
[image: formule] est à coefficients réels, et 
[image: formule], on a forcément 
[image: formule] et donc le polynôme 
[image: formule] de degré 
[image: formule] s'annule 
[image: formule] fois, ce qui est impossible puisqu'il n'est pas
nul. On a donc forcément 
[image: formule], ce qui prouve que 
[image: formule] (et pareillement tous les 
[image: formule]) est dans 
[image: formule].[image: formule]



De plus 
[image: formule] n'est pas réel clos, puisque l'extension

[image: formule] est réelle. Nous avons bien construit un corps
qui répond à la question.

Conclusion


«La vérité se trouve toujours au milieu». Les «bons» corps pour
diagonaliser les matrices symétriques se trouvent à mi-chemin entre
les corps réels pythagoriciens et les corps réels clos. Trouver une
caractérisation complète de ces corps nécessite quelques rudiments
de théorie de Galois : on peut prouver qu'un tel corps
diagonalise 
[image: formule] si et seulement si c'est une intersection de
corps réels clos (voir 
[image: formule]).

Cette étude met en évidence le point suivant : pour pouvoir
diagonaliser les matrices symétriques, il faut obligatoirement
disposer d'une structure euclidienne. Insistons sur le fait que,
comme dans le cas de 
[image: formule], la réduction des matrices symétriques est faite
au moyen de matrices orthogonales, c'est-à-dire qu'il y a
co\ïncidence entre la réduction de l'endomorphisme et celle de la
forme quadratique associée (qui, elle, est toujours possible pourvu
que le corps soit de caractéristique différente de 
[image: formule]). Ceci incite à conjecturer une généralisation
des propriétés des matrices symétriques définies positives
(réduction simultanée, matrice de Gram et analogue) à tout corps
qui diagonalise S. Enfin signalons que les corps réels clos
possèdent beaucoup d'autres propriétés remarquables. En
particulier, il existe dans ces corps des théorèmes des «valeurs
intermédiaires» et des «accroissements finis» pour les polynômes et
les méthodes de localisation de racine de type Descartes et Sturm
s'appliquent (voir 
[image: formule]).
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On montre que si, dans un anneau commutatif

[image: formule], un sous-groupe additif 
[image: formule] est stable par multiplication et contient tout
élément dont il contient toutes les puissances à partir d'un
certain rang, le sous-groupe 
[image: formule] de 
[image: formule] partage cette propriété. On utilise ce résultat
pour prouver que si toute puissance assez grande d'une fonction

[image: formule] de 
[image: formule] dans 
[image: formule] est indéfiniment dérivable alors il en est de
même de 
[image: formule]




indéfiniment dérivable, série formelle sur un
anneau commutatif




Le but de cette note est d'apporter une réponse à un problème
intriguant (et même déroutant pour qui s'y est attelé) :

étant donnée une fonction 
[image: formule] réelle de variable réelle telle que 
[image: formule] et 
[image: formule] sont de classe[image: formule] 
[image: formule], montrer que 
[image: formule] est de classe 
[image: formule].

Cette question semble avoir circulé par moment dans divers milieux:
jury d'Agrégation, École normale supérieure, American Mathematical
Monthly puis RMS (qui n'ont fait qu'indiquer des références
renvoyant à 
[image: formule]). Quoiqu'il en soit, une démonstration est
publiée pour la première fois par H. Joris en 1982 ([image: formule]) et une sympathique
preuve basée sur un résultat algébrique est donnée par I. Amemiya
et K. Masuda en 1989 ([image: formule]). C'est cette seconde
approche qui est exposée ici.

Notons que la condition ( 
[image: formule] et 
[image: formule] sont de classe 
[image: formule]) entraîne que 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] pour tout entier 
[image: formule] (puisqu'alors 
[image: formule] avec 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule] et 
[image: formule]).

De même l'hypothèse plus générale ( 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] pour des entiers naturels 
[image: formule] premiers entre eux) laisserait 
[image: formule] de classe 
[image: formule] pour tout entier 
[image: formule] assez grand.

L'énoncé qui va être prouvé sera donc le suivant :

[Théorème de Joris] Si 
[image: formule] est une fonction réelle de variable réelle telle
que 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] pour tout entier 
[image: formule] assez grand alors 
[image: formule] est de classe 
[image: formule].




Avant de nous lancer dans la preuve proprement dite, signalons que
ce résultat reste valable pour une fonction à valeurs complexes (la
démonstration s'adaptant facilement), et même pour une fonction de
plusieurs variables grâce à un épatant résultat de Boman
([image: formule])[image: formule]:

[Théorème de Boman] La fonction 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] si et seulement si 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] pour toute fonction 
[image: formule] de classe 
[image: formule].




En revanche le théorème de Joris (tout comme celui de Boman) n'est
plus valable si on remplace la régularité 
[image: formule] par une régularité 
[image: formule] avec 
[image: formule]. Par exemple la fonction 
[image: formule] n'est pas de classe 
[image: formule] alors que le sont 
[image: formule] et 
[image: formule].
 



Notations


[image: formule] 
[image: formule] sera utilisée comme abréviation de 
[image: formule].


[image: formule] Si 
[image: formule] est une fonction définie sur 
[image: formule] et 
[image: formule] on notera 
[image: formule] la restriction de 
[image: formule] à 
[image: formule].


[image: formule] Enfin rappelons que si 
[image: formule] est un anneau commutatif (et unitaire)

[image: formule] désigne l'anneau des séries entières à
coefficients dans 
[image: formule].

Un peu d'algèbre


Soit 
[image: formule] un anneau commutatif (et unitaire) et

[image: formule] une partie de 
[image: formule]. On dira que 
[image: formule] satisfait à 
[image: formule] dans 
[image: formule] si les trois conditions suivantes sont
remplies :


[image: formule]    
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule] ;


[image: formule]    
[image: formule] est stable par multiplication ;


[image: formule] ([image: formule] et 
[image: formule]) 
[image: formule] 
[image: formule].
 



Exemple. Soit 
[image: formule] un ouvert de 
[image: formule]. Prenons 
[image: formule], l'anneau des fonctions (à valeurs réelles)
définies et continues sur 
[image: formule]. Considérons:

[image: formule]

Il est à peu près évident que 
[image: formule] satisfait à 
[image: formule] dans 
[image: formule]. (Pour vérifier 
[image: formule], il suffit de considérer 
[image: formule] impair tel que 
[image: formule], puis 
[image: formule] telle que 
[image: formule] et 
[image: formule] et enfin 
[image: formule].)

 



Cette propriété 
[image: formule] se transmet aux séries formelles grâce au lemme
de transfert suivant :
[Lemme de transfert] Soit 
[image: formule] un anneau (commutatif et unitaire). Si

[image: formule] satisfait à 
[image: formule] dans 
[image: formule] alors 
[image: formule] satisfait à 
[image: formule] dans 
[image: formule].


La preuve de ce théorème utilise le lemme suivant.
Soit 
[image: formule] une série formelle à coefficients dans

[image: formule] telle que 
[image: formule] pour tout entier 
[image: formule] assez grand. Alors 
[image: formule] et 
[image: formule].




Démonstration du lemme 1. Soit donc 
[image: formule] telle que 
[image: formule] pour tout entier 
[image: formule] suffisamment grand. 
[image: formule] Puisque, pour tout 
[image: formule] assez grand, 
[image: formule], en particulier 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] assez grand et on en déduit que 
[image: formule] en utilisant le point 
[image: formule] de 
[image: formule].

On pose 
[image: formule].

	
[image: formule] est un sous-anneau de 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. En effet on vérifie successivement les
points qui suivent (les deux premiers étant immédiats).


[image: formule] 
[image: formule].


[image: formule] 
[image: formule].


[image: formule] 
[image: formule]. Soit en effet 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule]. La stabilité de 
[image: formule] par produit donne alors : 
[image: formule]

Ainsi 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] (et même 
[image: formule]). On en déduit: 
[image: formule] en utilisant le point 
[image: formule]\ de 
[image: formule].

Puisque cela est vrai pour tout 
[image: formule] on conclut bien que 
[image: formule].


[image: formule] 
[image: formule] 
[image: formule]. Soit en effet 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule] et 
[image: formule]. 
[image: formule] étant un sous-groupe de 
[image: formule] on a:

[image: formule]

la petite accolade résultant de la stabilité de 
[image: formule] par produit tandis que la grande provient
de : 
[image: formule]. Puisque cela est vrai pour tout 
[image: formule], on conclut bien que 
[image: formule].




	
[image: formule]. On montre cela par récurrence forte sur

[image: formule].


[image: formule] On sait que 
[image: formule].


[image: formule] Supposons: 
[image: formule] pour 
[image: formule], et notons 
[image: formule]. Soit 
[image: formule]. Remarquons que 
[image: formule] pour tout entier 
[image: formule] (puisque 
[image: formule] est un sous-anneau de 
[image: formule]) et donc que 
[image: formule] (puisque 
[image: formule]).

Pour tout entier 
[image: formule] assez grand on aura:

[image: formule]

(Rappelons que 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule] stable par produit).

Puisque: 
[image: formule], on en déduit qu'en particulier 
[image: formule], et cela pour tout entier 
[image: formule] assez grand. Il reste donc : 
[image: formule], (point 
[image: formule] de 
[image: formule]) ; puisque c'est valable quelque soit

[image: formule], on a bien 
[image: formule].


	
[image: formule]. En effet on sait à présent que 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] et tout 
[image: formule] (car 
[image: formule]), ce qui nous permet d'observer que pour tout

[image: formule] assez grand :

[image: formule]









Le lemme est à présent complètement démontré.

 



Démonstration du théorème 3. Supposons donc que

[image: formule] satisfait à 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Remarquons que pour montrer que 
[image: formule] satisfait à 
[image: formule] dans 
[image: formule], seule la vérification du point 
[image: formule] de 
[image: formule] présente une difficulté, les points 
[image: formule] et 
[image: formule] étant facilement acquis.

Vérifions donc le point 
[image: formule] de 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] telle que 
[image: formule] pour tout entier 
[image: formule] assez grand. Pour 
[image: formule] on note 
[image: formule] de sorte que 
[image: formule] et 
[image: formule]. Une récurrence sur 
[image: formule] permet grâce au lemme de montrer simultanément
que 
[image: formule] et que 
[image: formule].

Un peu d'analyse


Nous aurons besoin de deux lemmes élémentaires. Le premier
s'obtenant classiquement par la formule de Taylor et la dérivation
sous le signe intégrale, nous ne le démontrerons pas.

[Lemme de division] Soit 
[image: formule] et 
[image: formule] tels que 
[image: formule] pour 
[image: formule]. Alors il existe 
[image: formule] telle que 
[image: formule]. De plus 
[image: formule].




[Lemme de prolongement] Soit 
[image: formule] un ouvert de 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] deux fonctions continues sur 
[image: formule] telles que:

 - 
[image: formule] ;

 - 
[image: formule] est dérivable sur 
[image: formule] et 
[image: formule] sur 
[image: formule].

Alors 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] sur 
[image: formule] et 
[image: formule].




Démonstration du lemme 3. Il suffit bien sûr de
montrer que 
[image: formule] est dérivable sur 
[image: formule] de dérivée égale à 
[image: formule]. Fixons 
[image: formule] (si 
[image: formule] on sait déjà que 
[image: formule]). Pour 
[image: formule], on note:

[image: formule]

Distinguons deux cas.


[image: formule] Si 
[image: formule] alors 
[image: formule].


[image: formule] Si 
[image: formule], soit 
[image: formule] la composante connexe de 
[image: formule] (ouverte car 
[image: formule] est ouvert) contenant 
[image: formule] ([image: formule] ou 
[image: formule] pouvant être infinis). Supposons par exemple

[image: formule]. Nécessairement 
[image: formule] (car 
[image: formule]). 
[image: formule] est donc continue sur 
[image: formule] et dérivable sur 
[image: formule]. L'inégalité des accroissements finis laisse
alors 
[image: formule]. Puisque 
[image: formule], on a 
[image: formule] et par suite 
[image: formule].

Dans les deux cas on a 
[image: formule]. Or 
[image: formule] (continuité de 
[image: formule] en 
[image: formule]) et par conséquent 
[image: formule]. Cela prouve que 
[image: formule] est dérivable en 
[image: formule] avec 
[image: formule] et termine la preuve.

Fonctions plates




On dit d'une fonction 
[image: formule] continue sur 
[image: formule] qu'elle est plate en 
[image: formule] si:

[image: formule]

En particulier 
[image: formule].

Notons 
[image: formule] l'ensemble des 
[image: formule] en lesquels 
[image: formule] est plate. On a naturellement 
[image: formule] pour tout 
[image: formule]. Dans le cas d'une fonction 
[image: formule] de classe 
[image: formule], la formule de Taylor-Young permet d'établir la
caractérisation suivante : 
[image: formule] est plate en 
[image: formule] si et seulement si 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] ; par conséquent 
[image: formule] est un fermé et 
[image: formule] est un ouvert.

Démonstration du théorème de Joris


Soit donc 
[image: formule] telle que, pour tout 
[image: formule] assez grand, 
[image: formule] est de classe 
[image: formule]. Pour ne pas alourdir inutilement les notations,
nous supposerons que 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] pour tout 
[image: formule]. L'égalité 
[image: formule] montre que 
[image: formule] est continue sur 
[image: formule].

On pose 
[image: formule] ; 
[image: formule] est un ouvert de 
[image: formule] puisque 
[image: formule] est de classe 
[image: formule]. On note 
[image: formule] et 
[image: formule].

Rappelons que 
[image: formule] satisfait à 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Constatons que pour 
[image: formule] et 
[image: formule] on a 
[image: formule] puisque 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] et plate (donc nulle) en tout point de

[image: formule].


[image: formule] 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] sur 
[image: formule]. En effet si 
[image: formule] alors 
[image: formule]. Une des dérivées de 
[image: formule] ne s'annule donc pas en 
[image: formule]. Le lemme de division assure alors l'existence
d'une fonction 
[image: formule] et d'un entier 
[image: formule] tels que 
[image: formule] et 
[image: formule]. Il existe de même une fonction 
[image: formule] et un entier 
[image: formule] tels que 
[image: formule] et 
[image: formule]. Par continuité, 
[image: formule] pour 
[image: formule] voisin de 
[image: formule]. Pour de tels 
[image: formule] on a:

[image: formule]

La continuité de 
[image: formule] en 
[image: formule] impose alors 
[image: formule] de sorte qu'il devient évident que 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] au voisinage de 
[image: formule].


[image: formule] Un morphisme d'anneaux. Définissons:

[image: formule]

La linéarité de la dérivation et la formule de Leibniz permettent
de vérifier sans peine que 
[image: formule] est un morphisme d'anneaux.


[image: formule] Prolongement des 
[image: formule]. Puisque 
[image: formule], on est en droit d'écrire pour 
[image: formule]:

[image: formule]

Cela étant valable pour tout 
[image: formule], le lemme de transfert établi plus haut permet de
conclure (par le point 
[image: formule] de 
[image: formule]) que 
[image: formule], ce qui signifie que 
[image: formule] quelque soit 
[image: formule]. Cela prouve donc l'existence pour tout entier

[image: formule] d'une fonction 
[image: formule] continue sur 
[image: formule], nulle sur 
[image: formule] et telle que 
[image: formule].


[image: formule] Conclusion. On termine la preuve en
montrant par récurrence sur 
[image: formule] la propriété 
[image: formule] et 
[image: formule] :

	le résultat est acquis pour 
[image: formule] ;

	si on le suppose vrai pour un entier 
[image: formule] alors le lemme de prolongement appliqué à

[image: formule] et 
[image: formule] termine la récurrence.
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Parties d'un arc de demi-cercle stables par
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L'application 
[image: formule], dite «doublement d'angle », du cercle dans
lui-même donne un exemple élémentaire de système dynamique
chaotique. On se propose dans cet article d'étudier les parties
d'un arc de demi-cercle donné, qui sont stables par 
[image: formule] et maximales pour cette propriété. Cette étude a
déjà fait l'objet d'un article de François Maurel (voir

[image: formule]) avec un point de vue voisin mais plus
algorithmique. On retrouvera les principaux résultats établis dans
cet article en les précisant.




doublement d'angle, système dynamique,
fonction génératrice d'Euler, partie confinée




Notations et définitions





	Si 
[image: formule] et 
[image: formule], on note 
[image: formule] l'unique réel 
[image: formule] tel que 
[image: formule].


	On pose 
[image: formule]. On identifie 
[image: formule] avec le cercle unité de 
[image: formule] à l'aide de la bijection 
[image: formule], ce qui revient à choisir l'angle plat comme
unité de mesure d'angle et à identifier un point du cercle avec la
mesure de son angle polaire dans 
[image: formule].


	
[image: formule] sera donc considéré géométriquement et
topologiquement comme un cercle :

    - Si 
[image: formule], les deux arcs fermés de 
[image: formule] d'extrémités 
[image: formule] et 
[image: formule] sont 
[image: formule], de mesure 
[image: formule], et 
[image: formule], de mesure 
[image: formule].

    - Si 
[image: formule], le demi-cercle fermé d'origine 
[image: formule] est l'arc 
[image: formule] ; le point de 
[image: formule] diamétralement opposé à 
[image: formule] est 
[image: formule].

    - On munit 
[image: formule] de la distance 
[image: formule] définie par 
[image: formule] (mesure du plus petit arc de 
[image: formule] d'extrémités 
[image: formule] et 
[image: formule]). Cette distance définit la topologie usuelle du
cercle sur 
[image: formule]. En particulier 
[image: formule] est compact.


	Le « doublement d'angle » 
[image: formule] est l'application de 
[image: formule] dans 
[image: formule] : 
[image: formule].

    - On a 
[image: formule] si 
[image: formule] et 
[image: formule] si 
[image: formule].

    - 
[image: formule] est continue, surjective, et 
[image: formule] si et seulement si 
[image: formule] et 
[image: formule] sont égaux ou diamétralement opposés.

    - Si 
[image: formule] est un arc fermé de 
[image: formule] de mesure 
[image: formule], 
[image: formule] induit un homéomorphisme de 
[image: formule] sur l'arc fermé 
[image: formule] de mesure 
[image: formule].

    - Si 
[image: formule] est un arc fermé de 
[image: formule] de mesure 
[image: formule], 
[image: formule] induit une surjection de 
[image: formule] sur 
[image: formule].


	Si 
[image: formule], on appelle orbite de 
[image: formule] l'ensemble 
[image: formule]. S'il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule], alors 
[image: formule] est fini et 
[image: formule] induit une permutation circulaire de 
[image: formule] d'ordre 
[image: formule]. On dira alors que 
[image: formule] est une orbite périodique d'ordre

[image: formule].


	On dira d'une partie de 
[image: formule] qu'elle est confinée si elle est stable
par 
[image: formule] et est incluse dans un arc de cercle de mesure

[image: formule].


	Si 
[image: formule] est une partie compacte de 
[image: formule], on notera 
[image: formule] ; 
[image: formule] est compacte car 
[image: formule], et c'est la plus grande partie de 
[image: formule] stable par 
[image: formule].


	Si 
[image: formule] et 
[image: formule] sont deux entiers, on note 
[image: formule] leur p.g.c.d. Pour 
[image: formule], on note 
[image: formule] l'indicatrice d'Euler de 
[image: formule]. C'est le nombre d'éléments 
[image: formule] tels que 
[image: formule] et 
[image: formule].






On se propose de trouver les parties confinées de 
[image: formule], et de décrire 
[image: formule] lorsque 
[image: formule] est un arc de cercle de mesure 
[image: formule].

Étude d'un système linéaire




Pour 
[image: formule] tels que 
[image: formule], 
[image: formule], on note 
[image: formule] le système linéaire suivant :




[image: formule].





Nous aurons besoin des résultats suivants, qu'on vérifie sans
difficulté :


	
[image: formule] est un système de Cramer. On note 
[image: formule] sa solution. Alors 
[image: formule] pour tout 
[image: formule].


	Si 
[image: formule], on a 
[image: formule].


	Si 
[image: formule], on a 
[image: formule], et 
[image: formule].







Si 
[image: formule], on notera 
[image: formule] l'ensemble 
[image: formule].

Parties confinées




a) Si 
[image: formule] est un demi-cercle fermé, alors 
[image: formule].

b) Si, de plus, 0 est intérieur à 
[image: formule], alors 
[image: formule].






[image: formule] Preuve de a). Soit 
[image: formule] un demi-cercle fermé ; on a 
[image: formule], donc pour toute partie 
[image: formule] non vide de 
[image: formule], 
[image: formule] est non vide. Posons 
[image: formule], puis

[image: formule], 
[image: formule].




Chaque 
[image: formule] est compact ; on a bien sûr 
[image: formule], puis 
[image: formule] par récurrence facile.

Les 
[image: formule] constituent une suite de compacts non vides
emboîtés, et 
[image: formule] est non vide.


[image: formule] Preuve de b). Supposons que 0 soit
intérieur à 
[image: formule]. Il existe alors 
[image: formule], 
[image: formule], avec 
[image: formule], tels que 
[image: formule].

Raisonnons par l'absurde et supposons 
[image: formule]. On peut alors choisir 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. Supposons par exemple que 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] tel que 
[image: formule] ; alors 
[image: formule], donc 
[image: formule]. C'est absurde. 
[image: formule]

a) Si 
[image: formule] est un arc de cercle fermé de mesure 
[image: formule], alors 
[image: formule] est finie.

b) Si de plus 
[image: formule], alors 
[image: formule].





[image: formule] Preuve de a). Soit 
[image: formule] un arc de cercle fermé de mesure 
[image: formule].

La restriction de 
[image: formule] à 
[image: formule] est injective.

Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] distincts dans 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] ou 
[image: formule]. De plus si 
[image: formule] alors dans les deux cas, 
[image: formule], si bien que, en itérant, on constate l'existence
d'un entier 
[image: formule] tel que


[image: formule].



Soient 
[image: formule] des éléments distincts de 
[image: formule]. En choisissant 
[image: formule] assez grand, on voit que 
[image: formule] contient 
[image: formule] éléments distincts 
[image: formule] dont les distances mutuelles sont minorées par

[image: formule].

Comme 
[image: formule] est un arc de mesure 
[image: formule], il vient 
[image: formule]. Ainsi 
[image: formule] est fini et 
[image: formule].


[image: formule] Remarque. La restriction de 
[image: formule] à 
[image: formule] étant injective, 
[image: formule] induit une permutation de 
[image: formule].


[image: formule] Preuve de b). Si de plus 
[image: formule], il existe un demi-cercle dont l'intérieur inclut

[image: formule], et, d'après Proposition 1, 
[image: formule]. 
[image: formule]

a) Toute partie confinée non vide de

[image: formule] est finie, et c'est une orbite périodique.

b) Pour 
[image: formule], il existe exactement 
[image: formule] orbites périodiques confinées d'ordre

[image: formule].





En effet, soit 
[image: formule] une partie confinée non vide de 
[image: formule]. Elle est incluse dans un arc fermé 
[image: formule] de 
[image: formule] de mesure 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] ; 
[image: formule] est donc finie d'après Proposition 2 et

[image: formule] induit une permutation de 
[image: formule].

Si 
[image: formule], alors 
[image: formule], qui est l'unique orbite périodique d'ordre
1.

On suppose désormais que 
[image: formule].

On a donc 
[image: formule] et par conséquent 
[image: formule] et 
[image: formule], avec 
[image: formule], 
[image: formule].

Rangeons les éléments de 
[image: formule] par ordre décroissant :




[image: formule].





On a 
[image: formule] car 
[image: formule] est confinée.

Notons 
[image: formule] le nombre d'éléments de 
[image: formule] qui sont situés dans 
[image: formule].

Nécessairement 
[image: formule] et : 
[image: formule] ;

puis : 
[image: formule],..., 
[image: formule], 
[image: formule],..., 
[image: formule].

On observe que 
[image: formule].

Comme 
[image: formule] est une permutation, il vient : 
[image: formule],..., 
[image: formule], 
[image: formule],..., 
[image: formule].

Remarque. On voit que la permutation de 
[image: formule] induite par 
[image: formule] se traduit par la translation sur les indices

[image: formule].


[image: formule] est solution du système de Cramer 
[image: formule] étudié en partie 1.

Si 
[image: formule] n'est pas premier avec 
[image: formule], on obtient 
[image: formule] ce qui est absurde. Donc 
[image: formule]. Alors, en vertu de la Remarque ci-dessus,

[image: formule] agit sur 
[image: formule] comme un cycle de longueur 
[image: formule], et 
[image: formule] est une orbite périodique d'ordre 
[image: formule]. De plus on a nécessairement 
[image: formule].

Réciproquement, si 
[image: formule] et 
[image: formule], 
[image: formule] est bien une orbite périodique confinée d'ordre

[image: formule] ayant exactement 
[image: formule] éléments dans 
[image: formule]. 
[image: formule]



Étude de 
[image: formule] lorsque 
[image: formule] est un demi-cercle


Lorsque 
[image: formule] est un demi-cercle, on a vu que 
[image: formule] est non vide. On se propose maintenant de décrire
précisément l'ensemble 
[image: formule] à l'aide des fonctions 
[image: formule] et 
[image: formule] définies ci-dessous.

	Pour 
[image: formule], on note 
[image: formule] le demi-cercle fermé d'origine 
[image: formule] : 
[image: formule]. Remarquons que si 
[image: formule], 
[image: formule] et qu'alors, sur 
[image: formule], les topologies induites par celle de

[image: formule] et celle de 
[image: formule] co\ïncident.


	On définit 
[image: formule] par : 
[image: formule] ; si 
[image: formule], 
[image: formule].

La série qui définit 
[image: formule] sur 
[image: formule] converge normalement par rapport à 
[image: formule] ; on en déduit que 
[image: formule] est continue à gauche, et continue en tout
irrationnel ; elle est aussi continue en 0.

La fonction 
[image: formule] est strictement croissante et vaut 1 en 1 ;
elle est donc à valeurs dans 
[image: formule].


	On note 
[image: formule] l'adhérence dans 
[image: formule] de 
[image: formule].

On a 
[image: formule].


	Soit 
[image: formule]. On définit 
[image: formule] par : 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule].

La fonction 
[image: formule] est décroissante, vaut 
[image: formule] en 0 et 
[image: formule] en 1 ; elle est donc à valeurs dans

[image: formule]. Elle est continue à droite.


	On note 
[image: formule] l'adhérence dans 
[image: formule] de 
[image: formule].

On a 
[image: formule].







Pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] est stable par 
[image: formule], et on a donc 
[image: formule].




En effet :


[image: formule] Si 
[image: formule], alors 
[image: formule] et 
[image: formule]


[image: formule] Si 
[image: formule], alors 
[image: formule] et 
[image: formule].

Ainsi 
[image: formule] est une partie du demi-cercle 
[image: formule] stable par 
[image: formule].

Il en est donc de même pour 
[image: formule], et 
[image: formule]. 
[image: formule]


[image: formule] est l'ensemble des points 
[image: formule] de 
[image: formule] dont l'orbite est incluse dans le demi-cercle

[image: formule].





[image: formule] Notons en effet 
[image: formule] l'ensemble des points 
[image: formule] de 
[image: formule] dont l'orbite est incluse dans le demi-cercle

[image: formule].


[image: formule] Posons 
[image: formule] ; on a 
[image: formule] ; ainsi 
[image: formule] est une partie fermée de 
[image: formule].


[image: formule] Montrons que 
[image: formule] : Soit 
[image: formule] où 
[image: formule] ; comme 
[image: formule], 
[image: formule] est dans 
[image: formule] et 
[image: formule].

Donc 
[image: formule] est inclus dans 
[image: formule]. Or 
[image: formule] est dense dans 
[image: formule] ; par suite 
[image: formule].


[image: formule] Pour montrer que 
[image: formule], on introduit les composantes connexes de

[image: formule]. Ce sont 
[image: formule] et les 
[image: formule], avec 
[image: formule]. Il reste à prouver qu'aucune d'elles ne contient
de point de 
[image: formule].


[image: formule] Soit 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] et 
[image: formule].


[image: formule] Soit 
[image: formule] un rationnel écrit sous forme irréductible

[image: formule], avec 
[image: formule], 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] l'entier impair 
[image: formule]. Calculons : 
[image: formule], et 
[image: formule].


[image: formule] Soit avec les notations du point précédent,

[image: formule]. On voit que 
[image: formule] et que 
[image: formule]. Donc 
[image: formule]. 
[image: formule]

On complète par une retombée sur la fonction génératrice
d'Euler.

On a 
[image: formule].





Il est aisé de prouver directement ce résultat. Voici une
démonstration s'inscrivant dans la logique de ce qui précède.

On montre facilement que l'ensemble des points de 
[image: formule] dont l'orbite n'est pas dense dans 
[image: formule] est de mesure nulle. Donc 
[image: formule] est de mesure nulle et 
[image: formule] est de mesure 2.

Or on a vu que les composantes connexes de 
[image: formule] sont 
[image: formule] et les 
[image: formule] où 
[image: formule]. Si 
[image: formule] est écrit sous forme irréductible 
[image: formule] avec 
[image: formule], la mesure de 
[image: formule] est 
[image: formule] et la conclusion suit. 
[image: formule]

Si 
[image: formule] est un irrationnel de 
[image: formule], on a 
[image: formule] et 
[image: formule] est un ensemble de Cantor.




En effet, on sait déjà que 
[image: formule].

Pour établir l'égalité, on étudie les composantes connexes de

[image: formule], qui font intervenir l'ensemble 
[image: formule] des points de discontinuité de 
[image: formule].

Soit 
[image: formule] ; il est dans 
[image: formule] si et seulement si il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule] ; les éléments de 
[image: formule] sont donc les 
[image: formule], où 
[image: formule] parcourt 
[image: formule]. Cet ensemble est dense dans 
[image: formule].

La fonction 
[image: formule] est donc strictement décroissante.

Les composantes connexes de 
[image: formule] sont les 
[image: formule] où 
[image: formule] parcourt 
[image: formule] ; 
[image: formule] est un ensemble de Cantor d'après ce qui
précède.

On a 
[image: formule] et 
[image: formule].

Or 
[image: formule] sauf si 
[image: formule], donc sauf si 
[image: formule]  ; on obtient ainsi 
[image: formule].

De plus 
[image: formule] pour 
[image: formule], et 
[image: formule].

Il vient donc :

[image: formule] pour 
[image: formule],



[image: formule].


Si 
[image: formule], alors 
[image: formule] et 
[image: formule].

Finalement seuls les éléments de 
[image: formule] sont dans 
[image: formule]. 
[image: formule]

Si 
[image: formule] est un rationnel de 
[image: formule], 
[image: formule] est un ensemble dénombrable infini.




Soit 
[image: formule] un rationnel mis sous forme irréductible

[image: formule] avec 
[image: formule].

Notons 
[image: formule] et 
[image: formule], pour 
[image: formule] (on écrit 
[image: formule] au lieu de 
[image: formule] pour alléger les notations). En particulier

[image: formule] et 
[image: formule]. La fonction 
[image: formule] est en escalier sur 
[image: formule] et 
[image: formule].

Pour 
[image: formule], notons 
[image: formule], et 
[image: formule].

Pour 
[image: formule], on a 
[image: formule].

Définissons une suite 
[image: formule] ainsi : 
[image: formule] pour 
[image: formule], et pour tout 
[image: formule], 
[image: formule]. On vérifie immédiatement que 
[image: formule] ; plus précisément pour 
[image: formule], 
[image: formule], 
[image: formule], ce qui montre son appartenance à 
[image: formule] ; de plus 
[image: formule].

On a 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] (on le vérifie d'abord pour 
[image: formule] , puis on le prouve par récurrence à l'aide de la
relation 
[image: formule]).

Notons que la suite 
[image: formule] est caractérisée par : 
[image: formule], et pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] est l'unique antécédent de 
[image: formule] par 
[image: formule] qui est situé dans 
[image: formule].

Vérifions que 
[image: formule] n'est autre que l'ensemble des 
[image: formule].

Il est clair que tous les 
[image: formule] sont dans 
[image: formule].

De plus 
[image: formule]. Or 
[image: formule] pour 
[image: formule], et 
[image: formule]. Si 
[image: formule], alors 
[image: formule]. Finalement seuls les 
[image: formule] sont dans 
[image: formule]. On a montré que 
[image: formule] est bien l'ensemble des 
[image: formule].

Il reste à examiner les cas 
[image: formule] et 
[image: formule]. On vérifie aisément que 
[image: formule] et que 
[image: formule]. 
[image: formule]

Si 
[image: formule] est un rationnel de 
[image: formule], 
[image: formule] est un ensemble dénombrable infini.




La preuve est analogue à celle de Proposition 7. En posant ici

[image: formule], on vérifie que 
[image: formule], où la suite 
[image: formule] est caractérisée par : 
[image: formule] et pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] est l'unique antécédent de 
[image: formule] par 
[image: formule] qui est dans 
[image: formule]. On peut d'ailleurs se ramener au cas précédent
en considérant la permutation de 
[image: formule] : 
[image: formule] (voir Remarques complémentaires).

[image: formule]

Si 
[image: formule], 
[image: formule] est fini et c'est une orbite périodique
confinée.




Cette Proposition complète les Propositions 6, 7 et 8, où l'on a
décrit 
[image: formule] lorsque 
[image: formule].

Supposons maintenant que 
[image: formule] n'est pas dans 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] est un compact inclus dans 
[image: formule] mais qui ne contient pas 
[image: formule] ; 
[image: formule] est donc confinée. Par suite c'est une orbite
périodique confinée.

Pour préciser, distinguons deux cas.


	{cas 1 : 
[image: formule].}

Alors 
[image: formule]. Donc 
[image: formule].

	{cas 2 : 
[image: formule].}

Alors, pour un certain rationnel 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule]. Mettons 
[image: formule] sous forme irréductible 
[image: formule] où 
[image: formule]. On constate alors que 
[image: formule], d'où, nécessairement 
[image: formule]. 
[image: formule]






Remarques complémentaires





	La définition de 
[image: formule] et de 
[image: formule] est suggérée par l'examen de 
[image: formule] et un passage hardi à la limite :

[image: formule] et 
[image: formule]. La densité de l'ensemble des points dont
l'orbite est périodique confinée dans l'ensemble des points dont
l'orbite reste dans un demi-cercle (on le vérifie à l'aide de

[image: formule] et des quatre dernières Propositions) explique
a posteriori l'efficacité de cette approche.


	On peut aussi exploiter la permutation de 
[image: formule] : 
[image: formule], qui commute avec 
[image: formule] (géométriquement c'est la symétrie par rapport à
l'axe horizontal) : elle transforme 
[image: formule] en 
[image: formule] pour 
[image: formule] et donc 
[image: formule] en 
[image: formule]. Elle transforme également 
[image: formule] en 
[image: formule], ce qui donne 
[image: formule]. On en déduit facilement que 
[image: formule] est invariant par la symétrie 
[image: formule].


	Plus précisément, on obtient : 
[image: formule], 
[image: formule], 
[image: formule] (on le justifie en passant à la limite :

[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule]).


	On obtient également : 
[image: formule], 
[image: formule] (prendre 
[image: formule]).


	Terminons par un corollaire plaisant.

Pour tous réels 
[image: formule] et 
[image: formule] tels que 
[image: formule] et 
[image: formule], les deux parties de 
[image: formule] 
[image: formule] et 
[image: formule] sont complémentaires.




En effet les égalités 
[image: formule] et 
[image: formule], donnent les développements propres de

[image: formule] et de 
[image: formule] en base 2. Comme 
[image: formule], le résultat suit. 
[image: formule]

On peut également le prouver directement.







1{F.Maurel, Une étude d'orbites particulières pour
le doublement d'angle : orbites confinées dans un demi-cercle,
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La classe de similitude d'une matrice à
coefficients dans un corps contient une matrice ayant une forme
réduite. Nous proposons un algorithme effectif, fondé sur les
opérations portant sur les rangées de la matrice, permettant de
calculer cette réduite.
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Les outils




Position du problème


Soit 
[image: formule] un corps et 
[image: formule] une matrice carrée à coefficients dans

[image: formule]. La classe de similitude de 
[image: formule], ensemble des matrices 
[image: formule] lorsque 
[image: formule] décrit 
[image: formule], contient des éléments privilégiés. Par exemple,
si 
[image: formule] est diagonalisable, cette classe contient une
matrice diagonale, d'ailleurs pas unique en général. Bien entendu,

[image: formule] n'est pas toujours diagonalisable. Lorsque son
polynôme caractéristique est scindé, 
[image: formule] admet néanmoins une réduite de Jordan. Mais, sur
un corps quelconque (ne serait-ce que 
[image: formule]), cette situation élémentaire ne se produit pas
toujours et il convient de partir à la recherche d'un représentant
privilégié de cette classe de similitude. Il est nécessaire pour
résoudre la question posée d'introduire la notion de matrice
compagnon (Matrices compagnons ). Nous énoncerons ensuite
le résultat théorique, qui donne de chaque classe de similitude un
unique représentant privilégié (res ). Nous fournirons enfin les rappels
nécessaires à l'emploi des opérations sur les rangées d'une matrice
(op ).

La seconde partie (a
) est consacrée à un algorithme permettant de trouver
l'élément privilégié de la classe de similitude. Cet algorithme est
principalement fondé sur les opérations élémentaires. Sa mise en
œuvre est l'objet de la dernière partie (b ).

Dans la suite, les espaces vectoriels sont de dimension finie.

Matrices compagnons


Matrices
compagnons

{[image: formule]} Donnons-nous un 
[image: formule]-uplet 
[image: formule] de scalaires ou, ce qui revient au même, un
polynôme 
[image: formule], unitaire de degré 
[image: formule]. La matrice

[image: formule]



est appelée matrice compagnon du polynôme 
[image: formule]. Grâce à un développement direct, on
constate que le polynôme caractéristique de cette matrice est

[image: formule], ce qui peut expliquer la dénomination.

Notons 
[image: formule] l'endomorphisme d'un 
[image: formule]-espace vectoriel 
[image: formule], rapporté à la base 
[image: formule], qui est repéré par 
[image: formule]. On a 
[image: formule] lorsque 
[image: formule], et donc 
[image: formule] lorsque 
[image: formule]. Quant à 
[image: formule], il est égal à 
[image: formule]. Autrement dit, 
[image: formule]. On constate d'une part que le polynôme minimal
de 
[image: formule] ne peut être de degré inférieur à 
[image: formule], puisque la famille 
[image: formule] est libre, et d'autre part qu'il divise

[image: formule], puisque 
[image: formule]. C'est donc 
[image: formule]. Un endomorphisme repéré par une matrice
compagnon est dit cyclique (de polynôme

[image: formule]).

{[image: formule]} Soit, réciproquement, un endomorphisme

[image: formule] de l'espace vectoriel 
[image: formule], 
[image: formule] un vecteur de 
[image: formule] et 
[image: formule]. On notera, raisonnablement, 
[image: formule] cet espace vectoriel.

Ce sous-espace, espace cyclique vis-à-vis de 
[image: formule] engendré par 
[image: formule], est stable par 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] l'endomorphisme induit par 
[image: formule] sur 
[image: formule] et considérons l'ensemble des polynômes

[image: formule] tels que 
[image: formule] soit nul. C'est un idéal non nul de 
[image: formule], dont on note 
[image: formule] le générateur unitaire, que l'on appelle
polynôme minimal de 
[image: formule] vis-à-vis de 
[image: formule]. En particulier, 
[image: formule].

La famille 
[image: formule] est donc libre. Mais elle est aussi génératrice
car un polynôme quelconque 
[image: formule] s'écrit 
[image: formule] avec 
[image: formule], donc 
[image: formule]. Ainsi, 
[image: formule] est une base de 
[image: formule], dans laquelle la matrice de 
[image: formule] est clairement la matrice compagnon de

[image: formule], puisque 
[image: formule]. On notera en particulier que 
[image: formule] et aussi que 
[image: formule] est à la fois le polynôme minimal de 
[image: formule] et celui de 
[image: formule] vis-à-vis de 
[image: formule].

{[image: formule]} Nous plaçant dans les conditions de l'alinea
précédent, déterminons 
[image: formule], où 
[image: formule] est un polynôme quelconque.


lemme dim

Si 
[image: formule] est cyclique de polynôme 
[image: formule], on a

[image: formule]






Démonstration. Notons 
[image: formule]. Puisque 
[image: formule] divise 
[image: formule], 
[image: formule]. L'égalité de Bezout permet d'autre part d'écrire

[image: formule], soit 
[image: formule], ce qui entraîne que 
[image: formule] et donc que 
[image: formule]. Cette égalité nous autorise à supposer que

[image: formule] divise 
[image: formule] et à démontrer alors que 
[image: formule].

Posons 
[image: formule] et 
[image: formule]. Clairement, 
[image: formule]. Si 
[image: formule], on peut écrire a priori 
[image: formule], et 
[image: formule]. Donc 
[image: formule] divise 
[image: formule], donc 
[image: formule] divise 
[image: formule], ce qui signifie que 
[image: formule]. Donc 
[image: formule]. Ainsi, 
[image: formule] est l'espace cyclique vis-à-vis de 
[image: formule] engendré par 
[image: formule]. Pour déterminer sa dimension, il suffit de
calculer le polynôme minimal de 
[image: formule] vis-à-vis de 
[image: formule]. Or

[image: formule]



Ce polynôme minimal n'est donc autre que 
[image: formule].

Il en résulte que 
[image: formule], donc le résultat attendu.
cqfd

Le résultat


res




theoreme res

Soit 
[image: formule]. Il existe dans la classe de similitude de

[image: formule] une unique matrice de la forme

[image: formule]

telle que, de plus, les matrices 
[image: formule] soient les matrices compagnons de polynômes

[image: formule] de degré 
[image: formule] formant une suite décroissante pour la
divisibilité. Cette matrice est dite réduite de 
[image: formule].




Commentaires.


[image: formule] Les polynômes 
[image: formule] sont appelés facteurs invariants de

[image: formule]. La liste 
[image: formule] des facteurs invariants est unique. En revanche,
les espaces cycliques associés ne sont nullement uniques.


[image: formule] La démonstration de l'existence d'une
forme réduite sera donnée, comme on peut
l'escompter, dans l'établissement de l'algorithme fournissant une
construction effective de la matrice 
[image: formule]. Il en existe de nombreuses autres. Citons la
plus conceptuelle, qui repose sur l'étude des modules sur l'anneau
principal 
[image: formule], et la plus brève, qui s'appuie sur l'algèbre
linéaire et la dualité.


[image: formule] Il est clair que le polynôme 
[image: formule] est le polynôme minimal de

[image: formule]. L'existence entraîne donc qu'il existe un
vecteur 
[image: formule] dont le polynôme minimal vis-à-vis de

[image: formule] soit le polynôme minimal de 
[image: formule]. En particulier, 
[image: formule] est un espace cyclique de dimension maximale.
Cette condition nécessaire nous sera utile pour mettre en œuvre
l'algorithme.


[image: formule] La démonstration de l'unicité est de facture
assez différente. Pour être complets, nous la donnons à
présent.

Démonstration de l'unicité. Soit 
[image: formule] un polynôme irréductible quelconque et

[image: formule] la valuation 
[image: formule]-adique d'un polynôme 
[image: formule]. On a 
[image: formule]. D'après le lemme, en posant ici 
[image: formule], on a, pour 
[image: formule] entier positif ou nul,

[image: formule]



Par différence,

[image: formule]


[image: formule]



Grâce à une nouvelle différence,

[image: formule]



Ainsi, pour 
[image: formule], le nombre 
[image: formule] des 
[image: formule] ayant 
[image: formule] pour valuation 
[image: formule]-adique est donné. Puisque l'on dispose aussi de
la valeur 
[image: formule], 
[image: formule] est connu. En revanche, on ne connaît pas
(encore) 
[image: formule].

Comme les 
[image: formule] forment une suite décroissante pour la
divisibilité, on les obtient de façon unique de la manière
suivante. On se limite aux polynômes irréductibles 
[image: formule], formant l'ensemble fini 
[image: formule], tels que l'un des 
[image: formule] ne soit pas nul. On crée pour chaque 
[image: formule] la liste décroissante 
[image: formule] des exposants 
[image: formule], chaque 
[image: formule] figurant 
[image: formule] fois, liste que l'on complète par un nombre
infini de 
[image: formule]. En lisant ces listes verticalement, on obtient
les 
[image: formule]-uplets des valuations 
[image: formule]-adiques correspondant à la liste des 
[image: formule], si l'on se limite aux tableaux verticaux
contenant au moins un terme non nul. Cela prouve l'unicité.
Remarquons que la limitation à un ensemble fini de polynômes
irréductibles est de pure commodité et ne remet pas en cause
l'unicité, bien qu'a priori cette limitation semble
dépendre de la donnée des 
[image: formule]. cqfd

Commentaires.


[image: formule] On remarquera dans la démonstration de l'unicité
l'intervention des polynômes irréductibles de 
[image: formule]. Il existe une autre version du théorème
theoreme
res , qui consiste à décomposer d'abord l'espace grâce
au théorème des noyaux appliqué à la décomposition en facteurs
irréductibles du polynôme minimal de 
[image: formule], puis à appliquer à chacun des endomorphismes
induits le théorème theoreme res . Cette démarche simplifie à
certains égards la démonstration de l'unicité. Les polynômes des
matrices compagnons qui interviennent alors sont des puissances
d'un même polynôme irréductible, et forment la suite des
facteurs élémentaires de 
[image: formule]. D'ailleurs, l'introduction des facteurs
élémentaires est souvent théoriquement utile, car la divisibilité
devient un ordre total sur les puissances d'un même polynôme
irréductible. Cependant, ce point de vue se prête mal à la démarche
algorithmique que nous voulons présenter, car la décomposition en
facteurs irréductibles d'un polynôme n'est pas de nature linéaire,
et est tout bonnement impossible à réaliser exactement : sur

[image: formule], elle suppose la connaissance des racines.


[image: formule] Le théorème prend toute sa valeur dans la
conjonction de l'existence et de l'unicité. Elle permet en effet de
caractériser l'appartenance d'une matrice

[image: formule] à la classe de similitude de 
[image: formule]. Il suffit en fait de réduire 
[image: formule] et 
[image: formule] à leur (unique) forme réduite : 
[image: formule] et 
[image: formule] sont semblables si et seulement elles ont même
forme réduite.

Cependant, il n'est pas absolument nécessaire de calculer
effectivement la forme réduite pour déterminer si deux matrices
sont semblables. La démonstration de l'unicité explicite en effet
une autre caractérisation de la classe de
similitude de 
[image: formule] : ce sont les matrices 
[image: formule] telles que, pour tout polynôme 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule]. On peut dans la pratique se limiter à un nombre
fini de polynômes, les diviseurs de 
[image: formule] et ceux de 
[image: formule], ou des polynômes minimaux correspondants.

Opérations sur les rangées et
similitude


op



Dans la suite, les rangées sont numérotées à partir de 
[image: formule]. La 
[image: formule] colonne est donc celle d'indice 
[image: formule].

Nous utilisons des notations usuelles pour coder les opérations sur
les rangées d'une matrice 
[image: formule]. Ainsi, l'opération codée

[image: formule]



lorsque 
[image: formule] est un scalaire et 
[image: formule], 
[image: formule] sont deux indices distincts, consiste à remplacer
la colonne d'indice 
[image: formule] de la matrice 
[image: formule] par cette colonne de laquelle on a soustrait

[image: formule] fois la colonne d'indice 
[image: formule]. Le point notable dans les opérations qui vont
suivre est la nécessité, pour rester dans la classe de similitude
de 
[image: formule], d'opérer conjointement l'opération
correspondante sur les lignes, qui est codée par

[image: formule]



En effet, la succession de ces deux opérations, appliquées à
l'identité, redonne l'identité. On peut aussi constater que la
seconde opération revient à multiplier 
[image: formule] à gauche par 
[image: formule], tandis que la première consiste à multiplier

[image: formule] à droite par 
[image: formule]. Ici, 
[image: formule] désigne la matrice (de transvection) ayant des

[image: formule] sur la diagonale et des 
[image: formule] partout ailleurs, à l'exception d'un 
[image: formule] à la ligne d'indice 
[image: formule] et la colonne d'indice 
[image: formule].

L'algorithme


a

Le cœur de l'algorithme


al

Nous commençons à mettre en œuvre l'algorithme sans nous préoccuper
de son interprétation. Soit 
[image: formule] un endomorphisme d'un espace vectoriel

[image: formule].

On suppose pour l'instant que la matrice 
[image: formule] de 
[image: formule] dans une base 
[image: formule] de 
[image: formule] admet la forme suivante :




[image: formule]

En d'autres termes, elle se met sous la forme bloc :

[image: formule]

où 
[image: formule], de taille 
[image: formule], admet elle-même une expression
particulière : c'est la transposée d'une matrice compagnon. La
dernière ligne de 
[image: formule] est quelconque et sa valeur n'intervient pas.

Nous effectuons des opérations élémentaires sur les colonnes de

[image: formule], en effectuant l'opération correspondante sur les
lignes, de façon à rester dans la classe de similitude de

[image: formule]. Nous numérotons les rangées à partir de

[image: formule]. Si nous effectuons 
[image: formule], nous pouvons, grâce à la présence de

[image: formule], annuler le terme 
[image: formule]. L'opération sur les lignes est 
[image: formule] : elle ne change ni la matrice 
[image: formule], ni la première ligne de 
[image: formule].

On peut ainsi rendre nulle la première ligne de 
[image: formule] sans affecter aucune des 
[image: formule] premières colonnes de 
[image: formule]. Si l'on applique le même procédé pour annuler la
seconde ligne de 
[image: formule] en partant du terme 
[image: formule], on ne modifie toujours pas les 
[image: formule] premières colonnes de 
[image: formule]. En outre, les opérations sur les lignes ne
modifient pas non plus les deux premières lignes de 
[image: formule]. En poursuivant ainsi, on peut annuler les

[image: formule] premières lignes de 
[image: formule] sans modifier les 
[image: formule] premières colonnes de 
[image: formule]. C'est la fin de cette étape.

Notons toujours 
[image: formule] la base dans laquelle la matrice ainsi obtenue
repère 
[image: formule]. Si l'on suppose que l'un des termes 
[image: formule], pour un 
[image: formule], est non nul, on voit que la famille 
[image: formule] est libre. Posons en effet 
[image: formule]. Alors, si 
[image: formule], par une récurrence facile,

[image: formule]



avec 
[image: formule] pour 
[image: formule]. La famille 
[image: formule] admet donc, dans la base des 
[image: formule] (après permutation de 
[image: formule] et 
[image: formule]), une matrice comportant un bloc triangulaire
inférieur de taille 
[image: formule] avec un 
[image: formule] et des termes 
[image: formule] non nuls sur la diagonale.
Le choix de la base initiale




Parmi tous les vecteurs de 
[image: formule], il en existe un, 
[image: formule], dont le polynôme minimal 
[image: formule] vis-à-vis de 
[image: formule] est de degré maximal ou, ce qui revient au même,
tel que 
[image: formule] soit de dimension maximale 
[image: formule]. L'obtention effective d'un tel vecteur sera
examinée dans vectinit . La matrice de 
[image: formule], endomorphisme induit par 
[image: formule] sur 
[image: formule], est une matrice compagnon. Le lemme
lemme trans
ci-après assure qu'il existe une base de 
[image: formule] dans laquelle la matrice de 
[image: formule] soit la transposée de cette
matrice. On complète cette base en une base de 
[image: formule]. Si l'on applique l'algorithme al à la matrice 
[image: formule] de 
[image: formule] dans cette base, on constate que l'on a construit
un supplémentaire 
[image: formule] de 
[image: formule] stable par 
[image: formule]. En effet, la 
[image: formule] ligne de 
[image: formule] est nulle, puisque 
[image: formule] est maximal.

Enfin, soit 
[image: formule]. La famille 
[image: formule] est liée. On peut donc écrire

[image: formule]




[image: formule] étant un polynôme non nul de degré inférieur ou
égal à 
[image: formule]. Comme 
[image: formule] et 
[image: formule] sont stables par 
[image: formule], 
[image: formule], donc 
[image: formule] divise 
[image: formule] et 
[image: formule] (en supposant désormais 
[image: formule] unitaire). Par conséquent, 
[image: formule]. Autrement dit, le polynôme minimal de

[image: formule] divise 
[image: formule].

Si donc on applique le procédé décrit ci-dessus à l'endomorphisme
induit par 
[image: formule] sur 
[image: formule], on obtient itérativement une réduite de

[image: formule].

Un lemme




Pour appliquer l'algorithme, il convient d'abord de montrer qu'une
matrice compagnon est semblable à sa transposée et, surtout, de
déterminer effectivement une matrice de passage. Pour comprendre la
façon dont on procède, on peut s'intéresser au cas particulier où

[image: formule] est la matrice compagnon du polynôme 
[image: formule]. Dans ce cas en effet, l'endomorphisme cyclique

[image: formule] repéré par 
[image: formule] envoie 
[image: formule] sur 
[image: formule] pour 
[image: formule] et 
[image: formule] sur 
[image: formule]. Par conséquent, il suffit d'appliquer à la base
la permutation 
[image: formule] pour obtenir la transformation désirée. La
matrice de passage est sans surprise une matrice de permutation,
formée de 
[image: formule] sur la diagonale secondaire. On s'inspire
vaguement de ce cas particulier pour rechercher une matrice de
passage convenant au cas général.


lemme trans

Soit 
[image: formule] une matrice compagnon. La matrice

[image: formule]



vérifie 
[image: formule] pour un certain choix des 
[image: formule].




Démonstration du lemme. Puisque 
[image: formule] a été choisie symétrique, il suffit de s'arranger
pour que que 
[image: formule] soit elle-même symétrique car alors 
[image: formule]. Il suffit de calculer 
[image: formule] pour constater que cette condition équivaut à la
suivante :


[image: formule]

cqfd



Mise en œuvre de l'algorithme


b

Recherche d'un vecteur initial


vectinit



Soit 
[image: formule] un endomorphisme d'un espace vectoriel

[image: formule] et 
[image: formule] la liste de ses facteurs invariants. Le théorème
theoreme
res entraîne que le polynôme minimal de 
[image: formule] est le premier facteur invariant 
[image: formule]. Si 
[image: formule] est un vecteur de 
[image: formule], son polynôme minimal divise 
[image: formule]. Et s'il n'est pas égal à 
[image: formule], c'est un diviseur strict de 
[image: formule]. Donc l'ensemble des 
[image: formule] dont le polynôme minimal n'est pas égal à

[image: formule] est la réunion d'un nombre fini d'espaces
vectoriels stricts, les noyaux 
[image: formule] où 
[image: formule] décrit les diviseurs stricts de 
[image: formule]. Cette réunion est petite au regard de

[image: formule]. Par exemple, si 
[image: formule] ou 
[image: formule], elle est de mesure nulle. Dans ce cas, choisir

[image: formule] au hasard conduit à un vecteur qui permette
d'initialiser l'algorithme avec une probabilité égale à

[image: formule]. Le cas d'un corps fini n'est certes pas aussi
favorable, mais un choix aléatoire de 
[image: formule] reste une bonne idée.

Il convient cependant d'avoir une certitude. Supposons donc que le
choix de 
[image: formule] conduise à un échec. Cela peut se produire dans
deux cas. Le premier est celui où l'algorithme al n'aboutit pas à une dernière
ligne nulle pour la matrice 
[image: formule]. Dans ce cas, le vecteur 
[image: formule] correspondant à une coordonnée non nulle sur
cette ligne engendre un espace cyclique de dimension au moins

[image: formule]. Il suffit de reprendre l'algorithme
al avec ce vecteur

[image: formule] pour vecteur initial. Le second est celui,
certainement exceptionnel mais pas impossible, où l'algorithme
fournit un supplémentaire stable pour 
[image: formule]. Il faudra alors conserver l'espace 
[image: formule], et reprendre l'algorithme sur 
[image: formule]. Par ce procédé, on aura de toutes façons
décomposé l'espace en somme d'espaces cycliques. Il y aura alors un
travail de recomposition à effectuer, travail qui s'appuie sur le
lemme suivant.

Si 
[image: formule] est la somme directe d'espaces cycliques
vis-à-vis de 
[image: formule] engendrés par des vecteurs 
[image: formule], le polynôme minimal de 
[image: formule] est le ppcm des polynômes minimaux des

[image: formule].




La preuve de ce lemme, facile, est laissée au lecteur. Cette
remarque permet de déterminer un vecteur 
[image: formule] qui donne à coup sûr le premier facteur
invariant.

Résumons. Il existe une situation exceptionnelle parmi les
situations exceptionnelles, conduisant à une décomposition de
l'espace en sous-espaces cycliques qui ne donne peut-être pas la
décomposition en facteurs invariants. Pour tenir compte de ce cas,
difficile à déceler, il est préférable de modifier l'objectif de
l'algorithme. Il se contentera de décomposer l'espace en
sous-espaces cycliques, vérification et recomposition éventuelle
étant laissées à une procédure terminale.

L'intérêt à procéder ainsi réside dans le maintien d'une complexité
raisonnable dans la plupart des cas. Donnons cependant l'exemple
d'un cas défavorable. Supposons que l'on cherche à réduire une
matrice diagonale à éléments diagonaux distincts. En choisissant
pour 
[image: formule] le premier vecteur de base, on aboutit à la même
matrice. Si l'on poursuit avec les vecteurs de la base canonique,
on n'aura toujours que des espaces cycliques de dimension

[image: formule]. Et si l'on poursuit successivement avec les
sommes deux à deux, trois à trois dots des vecteurs de base, on se rend compte
qu'il faudra 
[image: formule] essais avant de parvenir à nos fins, une fois
éprouvé le vecteur 
[image: formule] !

Schéma de l'algorithme complet et
complexité




On se donne des références globales 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] contenant la matrice de passage courante, son
inverse et la matrice de 
[image: formule] dans la base courante. Ces matrices sont
initialisées, respectivement, à 
[image: formule], 
[image: formule] et la matrice donnée de 
[image: formule].

On suppose connues des procédures qui effectuent les opérations
élémentaires sur les rangées et qui extraient des matrices d'une
matrice donnée. En particulier, 
[image: formule] renvoie la colonne d'indice 
[image: formule] de 
[image: formule].

Il convient de déterminer, un vecteur 
[image: formule] étant choisi, la dimension 
[image: formule] de 
[image: formule] ainsi que les nouvelles valeurs de 
[image: formule] et de 
[image: formule]. On établit une fonction 
[image: formule] qui consiste à modifier le contenu de ces
références lorsque l'on remplace le vecteur d'indice 
[image: formule] de l'ancienne base par un nouveau vecteur

[image: formule]. Cette procédure doit renvoyer le booléen
indiquant si les 
[image: formule] premiers vecteurs forment une famille libre (et
alors la compléter en une base de 
[image: formule]). On définit alors la procédure partielle
suivante


[image: formule]


[image: formule]


[image: formule]


[image: formule]


[image: formule]


[image: formule]


[image: formule]

On écrit ensuite la procédure 
[image: formule], qui correspond à l'algorithme al . On doit d'abord écrire la
procédure 
[image: formule], qui consiste à modifier la base (donc

[image: formule] et 
[image: formule]) à l'aide du lemme. Cette procédure prend en
argument les indices d'extraction de la matrice correspondante. La
procédure 
[image: formule] est alors aisée.

Il faut à présent répéter la procédure 
[image: formule] jusqu'à ce que la matrice 
[image: formule] soit nulle.



La complexité est mesurée par le nombre de multiplications
effectuées pour réduire une matrice de taille 
[image: formule]. Il ne faut pas perdre de vue que l'on doit
disposer aussi de la matrice 
[image: formule] de passage à la base de réduction.

On évalue ce nombre dans le cas raisonnable où tout se passe bien,
à chaque étape. Nous ne cherchons qu'une estimation grossière. Nous
constatons d'abord que le calcul de la base de l'espace cyclique
engendré par 
[image: formule] nécessite : en effet, le calcul de

[image: formule], pour 
[image: formule] donné, nécessite moins de 
[image: formule] produits. L'algorithme al , nécessite lui aussi moins de

[image: formule] produits. On obtient donc une majoration en

[image: formule], puisque la liste des facteurs invariants est de
longueur 
[image: formule] au plus.

Quelques illustrations




Les détails des démonstrations sont laissés au lecteur.

Transposition et similitude


Le théorème theoreme
res montre qu'une matrice est semblable à sa
transposée. En réalité, le lemme lemme trans entraîne qu'une réduite
canonique est symétriquement semblable à sa
transposée. Il en résulte que toute matrice est produit de deux
matrices symétriques (pepin).

Espaces stables par un endomorphisme
cyclique


espaces stables

Soit 
[image: formule] un endomorphisme cyclique de 
[image: formule] de polynôme 
[image: formule], avec 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] un espace stable par 
[image: formule]. L'ensemble des polynômes 
[image: formule] tels que 
[image: formule] est un idéal de 
[image: formule], dont on note 
[image: formule] le générateur unitaire. On peut alors écrire

[image: formule]. Posons 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] appartient à 
[image: formule], donc 
[image: formule]. Réciproquement, si 
[image: formule], on peut écrire 
[image: formule] avec 
[image: formule] multiple de 
[image: formule]. Ceci entraîne que 
[image: formule]. On voit donc que l'induit d'un cyclique est
cyclique.
Invariance de la similitude par changement
du corps de base


Si 
[image: formule] et 
[image: formule] appartiennent à 
[image: formule] et si 
[image: formule] est un surcorps de 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] peuvent être considérées comme des matrices à
coefficients dans 
[image: formule]. Le théorème theoreme res , et précisément son
interprétation en termes de rang, montre que

[image: formule] et 
[image: formule] sont semblables comme matrices de 
[image: formule] si et seulement si elles sont semblables comme
matrices de 
[image: formule]. Il se trouve que cette propriété admet une
démonstration très élémentaire à laquelle, seuls, les corps

[image: formule] finis sont réfractaires (duval).

Cas des corps finis


Tentons de préciser légèrement la probabilité pour que le choix
aléatoire d'un vecteur initial conduise à un succès lorsque le
corps de base est fini, par exemple 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] un polynôme irréductible de degré 
[image: formule] et 
[image: formule] cyclique de polynôme 
[image: formule]. Dans ce cas, les 
[image: formule] convenables sont ceux qui sont dans 
[image: formule] sans être dans 
[image: formule]. Il y a 
[image: formule] tels vecteurs. Maintenant, si 
[image: formule], 
[image: formule] étant toujours cyclique de polynôme 
[image: formule], nous pouvons appliquer le théorème des noyaux et
l'étude espaces
stables pour en déduire que le nombre de 
[image: formule] convenables est 
[image: formule]. Pour avoir une idée, supposons que 
[image: formule] est scindé et que les 
[image: formule] sont égaux à 
[image: formule] : il n'y a qu'un cas favorable! Cela dit,
cette situation ne se produit que lorsque 
[image: formule] (un polynôme de degré 
[image: formule] ne peut guère être simplement scindé). Une
estimation en moyenne suppose une connaissance des polynômes
irréductibles sur un corps fini, mais ne s'y réduit pas : elle
reste à faire.

{2}

gant Gantmacher.
Théorie des matrices. Tomes 1 et 2, Dunod, 1965.

duval Y. Duval.
Invariance par extension du corps de base. RMS
n[image: formule] 114-1,
p. 21 à 25.

pepin H. Pépin et B. Randé.
Réponse 231. RMS n[image: formule] 109-7,
p. 1005 à 1010.







 


Problèmes de CAPES de la session
2005


 

 

Le lecteur voudra bien trouver dans les pages suivantes :
 

 


[image: formule]a) l'énoncé de l'épreuve de géométrie proposée en
remplacement le 8 avril. Un corrigé succinct en est déjà disponible
sur notre site rms-math.com.
 

 


[image: formule]b) l'énoncé de l'épreuve de géométrie du 9 mars
qu'elle a remplacé (ce texte est parfaitement correct; seule une
erreur de manipulation matérielle a été cause de son rejet décidé
par le ministère après que l'épreuve a eu lieu).
 

 


[image: formule]c) l'énoncé de l'épreuve d'analyse du 8 mars. Un
corrigé complet en est déjà disponible sur notre site
rms-math.com. 
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Étude de courbes planes et de leurs transformées
de Descartes








Sauf exceptions dûment signalées, chaque partie peut
être traitée indépendamment des autres.
 



Dans tout le problème, on se place dans le cadre d'un plan
euclidien 
[image: formule] rapporté à un repère orthonormé direct

[image: formule] par rapport auquel les coordonnées sont notées

[image: formule] et 
[image: formule]. La droite 
[image: formule] est définie par son équation 
[image: formule] où 
[image: formule] est une constante réelle strictement positive;
elle coupe l'axe des abscisses au point 
[image: formule].
 



La notation :

[image: formule]

désigne la partie 
[image: formule] du plan définie comme l'ensemble des points

[image: formule] dont les coordonnées 
[image: formule] vérifient l'égalité 
[image: formule]; cette relation est alors appelée une équation de

[image: formule]. Une définition analogue est posée dans le cas de
coordonnées polaires 
[image: formule] par rapport au repère formé du point 
[image: formule] et de la demi-droite 
[image: formule].

Première partie




Soit 
[image: formule] une constante réelle strictement positive. On
note 
[image: formule] la courbe décrite par le point 
[image: formule] de coordonnées :

[image: formule]

où 
[image: formule] décrit la réunion 
[image: formule]. On note 
[image: formule] la projection orthogonale de 
[image: formule] sur 
[image: formule] et 
[image: formule] le point de 
[image: formule] d'ordonnée 
[image: formule].



I.1.  Dans le cas particulier

[image: formule], 
[image: formule], étudier la courbe 
[image: formule] (variations, étude asymptotique, points
singuliers, représentation graphiquedots); on pourra s'aider d'une calculatrice
graphique.



I.2.  Donner l'allure de

[image: formule] dans le cas général, en distinguant :

	[[image: formule]a)]

	les cas où 
[image: formule],

	les cas où 
[image: formule],

	les cas où 
[image: formule].








I.3.  Déterminer une fonction
polynomiale 
[image: formule] à deux variables telle que 
[image: formule] soit une équation de 
[image: formule].



I.4.  Donner une équation
polaire de 
[image: formule].



I.5.  Déterminer les points
réguliers 
[image: formule] de 
[image: formule] et donner en ces points les coordonnées d'un
vecteur normal.



I.6.  Calculer les coordonnées
du point d'intersection 
[image: formule] de la normale en 
[image: formule] avec la droite d'équation 
[image: formule] dans le cas où 
[image: formule] n'appartient pas à l'axe des abscisses. Que
peut-on dire du triangle 
[image: formule] ?

Deuxième partie




Sont traitées ici quelques propriétés des coniques
exclusivement utilisées dans les troisième et quatrième
parties.
 



Un axe est défini par une droite 
[image: formule], un point 
[image: formule] de 
[image: formule] et un vecteur unitaire 
[image: formule] dirigeant 
[image: formule]. Pour tout couple 
[image: formule] de points de 
[image: formule], on appelle mesure algébrique et l'on
note 
[image: formule] la différence 
[image: formule] de leurs abscisses relatives au repère

[image: formule] : on remarquera qu'elle est indépendante du
point 
[image: formule].

La distance de deux points 
[image: formule] et 
[image: formule] est notée 
[image: formule]. S'ils sont distincts, on note 
[image: formule] l'unique droite qui les joint.
 



Sur l'hyperbole






II.1.  Écrire le théorème de
Thalès dans le plan, ainsi que sa réciproque, en utilisant les
mesures algébriques définies ci-dessus : on se donnera deux
axes distincts coupant chacun un triplet de droites 
[image: formule] dont les deux dernières sont parallèles et
disjointes, et l'on écrira, sans justification, une condition
nécessaire et suffisante sur les six points d'intersections pour
que les deux premières le soient, éclairée par une figure à main
levée.



II.2.  Soient trois axes du plan

[image: formule] dont les deux premiers, sécants en un point

[image: formule], sont respectivement l'axe des abscisses

[image: formule] et l'axe des ordonnées 
[image: formule] d'un certain repère affine, le troisième les
coupant respectivement en deux points distincts 
[image: formule] et 
[image: formule].

Pour tout point 
[image: formule] de 
[image: formule], autre que 
[image: formule] ou 
[image: formule], on note 
[image: formule] et 
[image: formule] ses projections respectives sur chacun des deux
axes de coordonnées parallèlement à l'autre. Déterminer l'unique
hyperbole 
[image: formule] passant par 
[image: formule] et admettant 
[image: formule] et 
[image: formule] comme asymptotes (on pourra introduire les
projections sur les axes d'un point courant 
[image: formule] de 
[image: formule]).



II.3.  À l'aide par exemple du
théorème de Thalès, montrer qu'un point 
[image: formule] de 
[image: formule], distinct de 
[image: formule], appartient à 
[image: formule] si, et seulement s'il est symétrique de

[image: formule] par rapport au milieu de [[image: formule]].



II.4.  Quelle propriété
obtient-on si l'on fait tendre un point 
[image: formule] de 
[image: formule] vers 
[image: formule] ?

Sur la parabole




Dans ce qui suit, 
[image: formule] est un point d'une parabole 
[image: formule] de foyer 
[image: formule], de sommet 
[image: formule] et de directrice 
[image: formule], et 
[image: formule] sa projection orthogonale sur 
[image: formule].



II.5.  Soit 
[image: formule] la médiatrice du segment [[image: formule]]. Montrer que, pour tout
point 
[image: formule] de 
[image: formule] différent de 
[image: formule] et se projetant orthogonalement en 
[image: formule] sur 
[image: formule], on dispose de l'inégalité 
[image: formule]. Ce résultat reste-t-il valable si l'on considère
un point 
[image: formule] tel que 
[image: formule] ?



II.6.  Déduire de la question
précédente que la tangente à 
[image: formule] en 
[image: formule] est la médiatrice du segment [[image: formule]].



II.7.  Quel est l'ensemble des
projections orthogonales de 
[image: formule] sur les tangentes à la parabole ?



II.8.  Cette question établit
les principales propriétés de la puissance d'un point par rapport à
un cercle.

	[[image: formule]a)]

	Si 
[image: formule] et 
[image: formule] sont deux points d'un cercle du plan 
[image: formule] alignés avec 
[image: formule], on définit la puissance de 
[image: formule] par rapport au cercle comme le nombre

[image: formule] s'ils sont distincts, et 
[image: formule] s'ils sont confondus et si 
[image: formule] appartient à la tangente en 
[image: formule]. Établir la cohérence de cette définition.

	Si 
[image: formule] est le couple de coordonnées de 
[image: formule] relatives à un repère orthonormé dans lequel le
cercle a pour équation :

[image: formule]

montrer que la puissance de 
[image: formule] est égale à 
[image: formule].

	Que peut-on dire des points de puissance nulle par rapport au
cercle ?

	Déterminer (par exemple analytiquement) l'axe radical de deux
cercles de centres distincts, c'est-à-dire le lieu des points ayant
mêmes puissances par rapport à ces cercles.








II.9.  Soit 
[image: formule] un couple de points distincts de 
[image: formule], 
[image: formule] leur milieu et 
[image: formule] et 
[image: formule] leurs projections orthogonales respectives sur

[image: formule].

	[[image: formule]a)]

	Déterminer l'ensemble des points ayant même puissance par
rapport aux deux cercles passant par 
[image: formule] et respectivement centrés en 
[image: formule] et 
[image: formule].

	Soit 
[image: formule] l'intersection de l'axe radical précédent et de
la directrice. Que peut-on dire du triplet de points 
[image: formule] ?








II.10.  Cette question établit
la principale propriété des cordes de 
[image: formule] ayant une direction donnée.

	[[image: formule]a)]

	Montrer que, lorsque l'on fait varier le couple 
[image: formule] de façon que la droite 
[image: formule] reste parallèle à une direction fixe, le point

[image: formule] décrit alors une partie d'une droite orthogonale
à 
[image: formule].

	Que devient la configuration précédente lorsque la droite

[image: formule] devient tangente à la parabole ? Relier la
figure ainsi obtenue au résultat de la question
II.7).

	Soit une droite quelconque perpendiculaire à 
[image: formule]. Montrer qu'elle est un axe de symétrie
(généralement non orthogonale) pour la parabole et donner une
construction géométrique de la direction selon laquelle s'exerce
cette symétrie.








II.11.  Soit 
[image: formule] un point de 
[image: formule] distinct de 
[image: formule] et 
[image: formule] un couple de points distincts de 
[image: formule] déterminant une corde parallèle à 
[image: formule]. On note 
[image: formule] le point défini par 
[image: formule], 
[image: formule] le symétrique de 
[image: formule] par rapport à l'axe 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] les projections respectives parallèlement à l'axe
de 
[image: formule] et de 
[image: formule] sur 
[image: formule]. Déduire de la question précédente l'égalité

[image: formule].

Étendre le résultat au cas où 
[image: formule] et où l'on remplace la droite 
[image: formule] par la tangente à 
[image: formule] en 
[image: formule].

Troisième partie




Soit 
[image: formule] une courbe du plan 
[image: formule] privée de ses éventuels points d'abscisse nulle.
On dit qu'une courbe 
[image: formule] de 
[image: formule] est la transformée de Descartes
de 
[image: formule] relative à 
[image: formule] et à 
[image: formule] si elle est formée des points 
[image: formule] tels qu'il existe un point 
[image: formule] de 
[image: formule] et un point 
[image: formule] commun à 
[image: formule] et à 
[image: formule] tels que 
[image: formule].



III.1.  Si 
[image: formule] est définie par des équations paramétriques de la
forme :

[image: formule]

montrer qu'une représentation paramétrique de sa transformée de
Descartes 
[image: formule] s'écrit sous la forme :

[image: formule]





III.2.  Donner une équation
cartésienne des transformées de Descartes des droites 
[image: formule] de 
[image: formule] privées de leurs éventuels points d'abscisse
nulle.

Expliquer le résultat trouvé à partir des propriétés mises en
évidence dans la deuxième partie.



III.3.  Donner une équation
cartésienne de la transformée de Descartes de la parabole
d'équation 
[image: formule] ([image: formule] privée de son sommet.



III.4.  Retrouver ce résultat
grâce à une question de la deuxième partie.



III.5.  Montrer que 
[image: formule], la courbe d'équation cartésienne :

[image: formule]

privée de ses points d'abscisse 
[image: formule], est la transformée de Descartes de la parabole

[image: formule] d'équation 
[image: formule] privée du point 
[image: formule].



III.6.  Montrer que cette courbe

[image: formule] admet une parabole asymptote,
c'est-à-dire d'équation 
[image: formule] où 
[image: formule] est un polynôme du second degré tel que :

[image: formule]

parabole dont on précisera la position relative à 
[image: formule].



III.7.  Donner la forme de cette
courbe 
[image: formule] pour 
[image: formule], 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule], puis pour 
[image: formule] (dans ce second cas, on pourra plus précisément
étudier l'allure de 
[image: formule] aux voisinages des points d'abscisse 
[image: formule] et 
[image: formule]).



III.8.  Étudier la transformée
de Descartes 
[image: formule] d'un cercle 
[image: formule] de centre 
[image: formule] et de rayon 
[image: formule] privé de ses deux points d'abscisse nulle. Que
retrouve-t-on ainsi ?

Quatrième partie




Cette partie utilise la première question de la
précédente.



IV.1.  Vérifier que 
[image: formule], où 
[image: formule] décrit 
[image: formule], est une équation polaire du cercle 
[image: formule] passant par 
[image: formule], centré au point de coordonnées 
[image: formule] et privé de son point d'abscisse nulle.

Vérifier que sa transformée de Descartes est la courbe 
[image: formule] de représentation paramétrique :

[image: formule]



Donner la forme de la courbe.



IV.2.  Montrer que 
[image: formule] admet une autre représentation paramétrique de la
forme :

[image: formule]

Comment peut-on relier les deux représentations ?



IV.3.  Soit 
[image: formule] la parabole d'équation 
[image: formule] et 
[image: formule] un point de 
[image: formule] distinct de 
[image: formule]. On note 
[image: formule] le point distinct de 
[image: formule] commun à 
[image: formule] et à la droite 
[image: formule]. Calculer le produit scalaire 
[image: formule].



IV.4.  Montrer qu'il existe un
unique point 
[image: formule] de 
[image: formule], dont on donnera les coordonnées, tel que la
tangente en 
[image: formule] à 
[image: formule] coupe orthogonalement 
[image: formule] en 
[image: formule].



IV.5.  Notant 
[image: formule] le point de 
[image: formule] associé à 
[image: formule] lors de la construction de la transformée de
Descartes de 
[image: formule] par rapport à 
[image: formule] montrer, par exemple grâce à un résultat de la
deuxième partie, que sa projection orthogonale 
[image: formule] sur 
[image: formule] est confondue avec celle du foyer 
[image: formule] de 
[image: formule] sur la tangente en 
[image: formule], et que 
[image: formule] est un rectangle.



IV.6.  Montrer que toute
transformée de Descartes d'un cercle passant par 
[image: formule] et privé de ses points d'abscisse nulle est
incluse dans l'ensemble des points vérifiant une égalité de la
forme :

[image: formule]



Cinquième partie




On revient maintenant à une courbe 
[image: formule] quelconque, privée de ses points d'abscisse
nulle. Cette partie ne demande, pour pouvoir être traitée, que la
connaissance de la définition de la transformation de Descartes. On
y montre que cette transformation permet de créer des
courbes dont une équation annule un polynôme de degré
quelconque, ce qui était l'un des objectifs poursuivis par
Descartes lui-même au moment de la rédaction de son livre La
Géométrie, paru en 1637.



V.1.  Soit 
[image: formule] une fonction polynomiale réelle de degrés

[image: formule] et 
[image: formule] par rapport à deux variables 
[image: formule] et 
[image: formule], telle que tout point de 
[image: formule] vérifie 
[image: formule]. Déterminer une fonction polynomiale non nulle

[image: formule] telle que 
[image: formule] est une équation cartésienne de la transformée de
Descartes 
[image: formule] de 
[image: formule].



V.2.  Étudier le même problème
en échangeant les rôles de 
[image: formule] et de 
[image: formule].



V.3.  Déterminer une fonction
polynomiale 
[image: formule] convenable dans le cas où 
[image: formule]. Peut-on en obtenir une autre, de degré
inférieur, par division de 
[image: formule] par un polynôme de la forme 
[image: formule] avec 
[image: formule] ?



V.4.  Appliquer le résultat de
la question V.1 au cas particulier faisant l'objet
de la première partie.



V.5.  Soit :

[image: formule]

une fonction polynomiale réelle de degrés respectifs 
[image: formule] et 
[image: formule] par rapport à 
[image: formule] et 
[image: formule]. On notera qu'il existe donc un 
[image: formule] et un 
[image: formule] tels que 
[image: formule] alors que, pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] si 
[image: formule] ou 
[image: formule].

On dit que 
[image: formule] est de degré 
[image: formule] et de valuation 
[image: formule] lorsqu'il existe au moins un 
[image: formule] et un 
[image: formule] tels que 
[image: formule].

Soit 
[image: formule] un réel donné non nul. On note 
[image: formule] la fonction rationnelle définie par :

[image: formule]

Montrer qu'il existe un entier 
[image: formule] compris entre 0 et 
[image: formule] tel que la fonction 
[image: formule] définie par 
[image: formule] soit polynomiale.



V.6.  Dans la suite de cette
partie, 
[image: formule] est supposé minimal. Montrer, par exemple à
l'aide de fonctions polynomiales particulières du type 
[image: formule] où 
[image: formule] et 
[image: formule] sont des entiers positifs ou nuls donnés, que
l'on peut avoir 
[image: formule] égal à n'importe quel entier entre 0 et

[image: formule].



V.7.  Déterminer l'entier
maximal 
[image: formule] tel que la fonction 
[image: formule] définie par :

[image: formule]

soit polynomiale.

Montrer que, si 
[image: formule], alors 
[image: formule].



V.8.  Calculer en fonction de

[image: formule] le degré 
[image: formule] de la fonction polynomiale 
[image: formule].

Démontrer l'inégalité 
[image: formule], et donner un exemple, où 
[image: formule] est un entier donné strictement positif, tel que
l'égalité soit atteinte.



V.9.  Calculer 
[image: formule] pour 
[image: formule] où 
[image: formule] est un entier positif ou nul donné, et vérifier
dans ce cas l'inégalité 
[image: formule]

Montrer que, pour tout entier 
[image: formule] strictement positif et tout entier 
[image: formule] compris entre la partie entière de 
[image: formule] et 
[image: formule], il existe une fonction polynomiale 
[image: formule] telle que 
[image: formule].



V.10.  Montrer que, si

[image: formule] n'est pas le produit d'une fonction polynomiale
de la forme 
[image: formule] par une fonction polynomiale, il existe un réel
non nul 
[image: formule] tel que :

[image: formule]

Que peut-on en déduire pour 
[image: formule] ?



V.11.  Déterminer les fonctions
polynomiales 
[image: formule] telles que 
[image: formule].


 






Capes de Mathématiques


Deuxième épreuve (annulée)


Puissance d'un point par rapport à un cercle;
applications à la géométrie des cercles, des disques et des
sphères






Notations.




 

[image: formule] est un plan
euclidien.

 

Étant donnés deux points distincts 
[image: formule] et 
[image: formule] du plan 
[image: formule], on note 
[image: formule] le segment 
[image: formule] privé de ses extrémités.

 

Si 
[image: formule] est un cercle de centre 
[image: formule], de rayon 
[image: formule], on appellera ``intérieur du cercle 
[image: formule]" et on notera 
[image: formule] le disque ouvert, de centre 
[image: formule], de rayon 
[image: formule] qui est limité par 
[image: formule].

On a donc 
[image: formule]

De même, l'extérieur du cercle 
[image: formule], noté 
[image: formule] est l'ensemble:


[image: formule]

Recommandations importantes.




Les sept parties de ce problème sont très largement dépendantes. Il
est recommandé de les traiter dans l'ordre, mais on pourra toujours
admettre un résultat pour continuer le problème.

Dans ce problème, on demande plusieurs fois de proposer une
construction géométrique d'une figure ou d'un élément
d'une figure. Ceci signifie que l'on demande une suite
d'instructions permettant de réaliser de façon théorique cette
figure ou cet élément à l'aide de la règle et du compas. On
réalisera effectivement cette construction dans une
figure.

Cependant, on supposera connues, on ne détaillera pas et on pourra
utiliser sans explication les constructions géométriques
élémentaires classiques suivantes:

   --- tracé de la médiatrice ou du milieu d'un
bipoint;

   --- tracé du cercle passant par trois points non
alignés;

   --- tracé de la parallèle à une droite passant
par un point donné;

   --- tracé de la perpendiculaire à une droite
passant par un point donné.

 

Partie I : Puissance d'un point par
rapport à un cercle.






Soit 
[image: formule] un cercle de 
[image: formule], de centre 
[image: formule], de rayon 
[image: formule].



1.  Soit 
[image: formule] un point de 
[image: formule], et soit 
[image: formule] une droite passant par 
[image: formule] et coupant 
[image: formule] en deux points 
[image: formule] et 
[image: formule]. On pose

[image: formule]

Montrer que 
[image: formule] donc que 
[image: formule] ne dépend pas de la droite sécante 
[image: formule]. (On pourra, introduire le point 
[image: formule], projeté orthogonal de 
[image: formule] sur 
[image: formule]).

 

Dans cette situation, on pose 
[image: formule] (quelle que soit la droite 
[image: formule] passant par 
[image: formule] et coupant 
[image: formule] en deux points) et on appelle cette quantité

[image: formule] la puissance du point 
[image: formule] par rapport au cercle 
[image: formule].



2.  Quel rapport y a-t-il entre
le signe de la puissance d'un point 
[image: formule] par rapport à un cercle 
[image: formule] et sa position dans le plan?



3.  Quelle est la puissance du
centre d'un cercle par rapport à ce cercle?



4.  Soit 
[image: formule] un cercle et soit 
[image: formule] une droite passant par 
[image: formule] et tangente au cercle 
[image: formule] en un point 
[image: formule]. Que peut-on dire du point 
[image: formule] si une telle droite 
[image: formule] existe? 
[image: formule] est-elle unique?

Montrer que 
[image: formule].



5.  Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] deux cercles sécants en deux points 
[image: formule] et 
[image: formule]. Montrer que la droite 
[image: formule] est exactement l'ensemble de tous les points

[image: formule] du plan qui vérifient la relation

[image: formule]





6.  Déterminer la nature de
l'ensemble des points qui ont la même puissance par rapport à deux
cercles lorsque ceux-ci ne sont pas forcément sécants. Que peut-on
en dire si les deux cercles sont tangents?



7.  
[image: formule] est rapporté à un repère orthonormal 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] un cercle dont l'équation cartésienne dans le
repère 
[image: formule] est 
[image: formule].

Déterminer la puissance du point 
[image: formule] (origine du repère) par rapport à ce cercle.





 

Partie II : Construction d'une
{[image: formule]}-droite.




Dans cette partie, 
[image: formule] est un cercle de centre 
[image: formule] et de rayon 
[image: formule], et 
[image: formule] le disque ouvert limité par 
[image: formule] et 
[image: formule] et 
[image: formule] sont deux points distincts de 
[image: formule].

Le but de cette partie est de montrer qu'en général, pour toute
paire 
[image: formule] de points du disque ouvert 
[image: formule], il y a existence et unicité, d'un cercle

[image: formule] passant par 
[image: formule] et 
[image: formule], et coupant 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés,
tout en proposant une construction géométrique de ce cercle

[image: formule].



1.  On suppose que 
[image: formule] et 
[image: formule] sont situés sur un même diamètre du cercle

[image: formule]. Montrer qu'aucun cercle passant par 
[image: formule] et 
[image: formule] ne rencontre 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés. (On pourra
calculer de deux manières la puissance de 
[image: formule] par rapport à un cercle 
[image: formule] qui passerait par 
[image: formule] et 
[image: formule] et qui couperait 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés).



2.  On suppose que 
[image: formule] et 
[image: formule] ne sont pas situés sur un même diamètre et que

[image: formule]. Montrer dans ce cas l'existence et l'unicité
d'un cercle 
[image: formule] qui passe par 
[image: formule] et 
[image: formule] et qui rencontre 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés. Proposer
une construction géométrique de ce cercle.



3.  On suppose que 
[image: formule] et que 
[image: formule] et 
[image: formule] ne sont pas sur un même diamètre. On suppose
qu'il existe un cercle 
[image: formule], de centre 
[image: formule], qui rencontre 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés

[image: formule] et 
[image: formule].



a)  Montrer que 
[image: formule] rencontre 
[image: formule] en un point unique 
[image: formule].



b)  Comparer 
[image: formule] et 
[image: formule].



c)  Soit 
[image: formule] un cercle quelconque passant par 
[image: formule] et 
[image: formule] et rencontrant 
[image: formule] en deux points 
[image: formule] et 
[image: formule] distincts. Comparer la puissance de 
[image: formule] par rapport aux cercles 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] et en déduire que 
[image: formule].



d)  Lorsqu'on ne connaît pas
le cercle 
[image: formule], déduire de ce qui précède une construction
géomé\-trique du point 
[image: formule], puis du cercle 
[image: formule].



e)  Justifier l'existence et
l'unicité de 
[image: formule].



4.  Autre démonstration de
l'existence et l'unicité de 
[image: formule]:

Dans cette question, le plan euclidien 
[image: formule] est rapporté à un repère orthonormal 
[image: formule] et 
[image: formule] est le cercle de centre 
[image: formule], de rayon 
[image: formule].



a)  Montrer qu'un cercle

[image: formule] (distinct de 
[image: formule]) rencontre 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés si et
seulement si 
[image: formule].



b)  En déduire une méthode
analytique pour montrer l'existence et l'unicité de 
[image: formule] en en déterminant une équation cartésienne puis
son centre. Comment, dans cette méthode, reconnaît-on que les
coordonnées de 
[image: formule] et 
[image: formule] sont telles qu'on est dans le cas particulier
étudié à la question 1{}?



 

Partie III : Un problème de lieu
géométrique.




Dans cette partie, 
[image: formule] est un cercle de centre 
[image: formule], de rayon 
[image: formule], et 
[image: formule] est un point distinct de 
[image: formule], situé dans le disque ouvert 
[image: formule] limité par 
[image: formule]. Le but de cette partie est de déterminer le lieu

[image: formule] des centres des cercles qui passent par

[image: formule] et qui coupent 
[image: formule] selon deux points diamétralement opposés, puis
d'en déduire une autre construction du cercle 
[image: formule] de la partie II.



1.  Soit 
[image: formule] le diamètre de 
[image: formule] perpendiculaire à 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] le cercle circonscrit au triangle 
[image: formule], et 
[image: formule] son centre. Soit 
[image: formule] un point de la perpendiculaire 
[image: formule] à 
[image: formule] qui passe par 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] le diamètre de 
[image: formule] qui est perpendiculaire à 
[image: formule].



a)  Montrer que 
[image: formule] pour 
[image: formule].



b)  En déduire que

[image: formule].



2.  Montrer l'inclusion
réciproque.



3.  Déduire de cette étude une
nouvelle construction géométrique du cercle 
[image: formule] qui passe par deux points 
[image: formule] et 
[image: formule] (non situés sur un même diamètre) du disque

[image: formule], et qui coupe 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés.

 

Partie IV : Un ``plan" étonnant.




On se place toujours dans un plan euclidien 
[image: formule]. On considère l'ensemble 
[image: formule], qui est le disque ouvert limité par le cercle

[image: formule] d'équation 
[image: formule] dans le repère orthonormal 
[image: formule]. On appelle 
[image: formule]-droite un sous-ensemble de 
[image: formule] qui est d'un des deux types suivants:

 

   --- soit c'est l'intersection de 
[image: formule] avec un cercle 
[image: formule] (distinct de 
[image: formule]) qui passe par deux points diamétralement opposés
de 
[image: formule].

 

   --- soit c'est l'intersection de 
[image: formule] avec un diamètre de 
[image: formule].

 

Le cercle [respectivement la droite] qui contient tous les points
d'une 
[image: formule]-droite est le support de la 
[image: formule]-droite.



1.  Justifier que par deux
points distincts de 
[image: formule] passe une unique 
[image: formule]-droite.

 

L'unique 
[image: formule]-droite passant par les deux points distincts

[image: formule] et 
[image: formule] de 
[image: formule] sera notée 
[image: formule].



2.  Deux 
[image: formule]-droites seront dites 
[image: formule]-parallèles lorsqu'elles sont confondues ou que
leur intersection est vide.



a)  Montrer que si les
supports de deux 
[image: formule]-droites se coupent en deux points diamétralement
opposés de 
[image: formule], alors ces 
[image: formule]-droites sont 
[image: formule]-parallèles.



b)  Soit 
[image: formule] une 
[image: formule]-droite dont le support est un diamètre de

[image: formule] et soit 
[image: formule] une 
[image: formule]-droite dont le support est un cercle 
[image: formule] qui rencontre 
[image: formule] en deux points diamétralement opposés

[image: formule] et 
[image: formule] (non confondus avec 
[image: formule] ou 
[image: formule]).

En considérant la puissance de 
[image: formule] par rapport à 
[image: formule], montrer que 
[image: formule] est intérieur au cercle 
[image: formule] puis que la 
[image: formule]-droite 
[image: formule] rencontre la 
[image: formule]-droite dont le support est 
[image: formule] en un point unique.



c)  Montrer que si

[image: formule] et 
[image: formule] sont deux cercles coupant 
[image: formule] en des couples différents de points
diamétralement opposés respectivement 
[image: formule] pour 
[image: formule], 
[image: formule] pour 
[image: formule], alors 
[image: formule] et 
[image: formule] se coupent en deux points d'un diamètre de

[image: formule], dont un seul est dans 
[image: formule] (on pourra considérer des équations cartésiennes
de ces cercles).



d)  Montrer que si deux

[image: formule]-droites non confondues sont 
[image: formule]-parallèles, alors leurs supports se coupent en
deux points diamétralement opposés de 
[image: formule].



e)  Montrer que la relation
de 
[image: formule]-parallélisme est une relation d'équivalence dans
l'ensemble des 
[image: formule]-droites.



3.  Montrer que si deux

[image: formule]-droites ne sont pas 
[image: formule]-parallèles, alors leur intersection est un
singleton.



4.  Montrer qu'étant donnés un
point 
[image: formule] de 
[image: formule] et une 
[image: formule]-droite 
[image: formule], il existe une unique 
[image: formule]-droite 
[image: formule] qui est 
[image: formule]-parallèle à 
[image: formule] et qui passe par 
[image: formule].

 

L'ensemble 
[image: formule] vérifie donc deux axiomes classiques d'incidence
dans un plan affine.

 

Pour compléter l'étude de ce ``plan", les parties suivantes vont
montrer qu'il peut être mis en bijection avec un plan usuel.

 

Partie V : Grands cercles d'une sphère et
droites d'un plan.




Dans cette partie, 
[image: formule] désigne le plan d'équation 
[image: formule] dans un espace affine euclidien de dimension 3
rapporté à un repère orthonormal 
[image: formule], et 
[image: formule] désigne le plan d'équation 
[image: formule]; un repère orthonormal du plan 
[image: formule] est donc 
[image: formule].

 

[image: formule] désigne la sphère unité,
d'équation cartésienne 
[image: formule], et 
[image: formule] désigne le sous-ensemble de 
[image: formule] formé des points 
[image: formule] dont la troisième coordonnée 
[image: formule] dans le repère 
[image: formule] est strictement positive.

 

On rappelle qu'un grand cercle d'une sphère est l'intersection d'un
plan passant par le centre de la sphère avec cette sphère.


[image: formule] désigne le cercle du plan 
[image: formule] qui a pour centre 
[image: formule] et pour rayon 
[image: formule]. 
[image: formule] est donc aussi un grand cercle de 
[image: formule].



1.  Montrer que l'intersection
de deux grands cercles non confondus de 
[image: formule] consiste toujours en deux points diamétralement
opposés pour 
[image: formule].



2.  Soit 
[image: formule] un plan passant par 
[image: formule], distinct de 
[image: formule]. Quelle est l'intersection de 
[image: formule] avec 
[image: formule]? Et avec 
[image: formule]? Et avec 
[image: formule]?



3.  Montrer qu'on définit
correctement une application 
[image: formule] entre 
[image: formule] et 
[image: formule] en associant à chaque point 
[image: formule] de 
[image: formule] le point d'intersection 
[image: formule] de la droite 
[image: formule] avec 
[image: formule]. Montrer que 
[image: formule] est une bijection entre 
[image: formule] et 
[image: formule].



4.  Montrer que l'image d'une
droite affine de 
[image: formule] par 
[image: formule] est un ``demi-grand-cercle" de 
[image: formule]. Définir avec précision cette notion de
``demi-grand-cercle".

Caractériser analytiquement l'image par 
[image: formule] d'une droite d'équations cartésiennes dans

[image: formule]:

[image: formule]



 

Partie VI : Une autre correspondance entre
sphère et plan.




Les notations sont les mêmes que dans la partie V. 
[image: formule] désigne la sphère 
[image: formule] privée de son ``pôle sud", c'est-à-dire du point

[image: formule] de coordonnées 
[image: formule].



1.  Montrer qu'on définit
correctement une application 
[image: formule] entre 
[image: formule] et 
[image: formule] en associant à chaque point 
[image: formule] de 
[image: formule] le point d'intersection 
[image: formule] de la droite 
[image: formule] avec 
[image: formule]. 
[image: formule] est-elle bijective?



2.  Soit 
[image: formule] un point de 
[image: formule] de coordonnées 
[image: formule] (dans 
[image: formule]). Déterminer en fonction de 
[image: formule] les coordonnées 
[image: formule] de 
[image: formule].



3.  Soit 
[image: formule] un point de 
[image: formule] de coordonnées 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Déterminer en fonction de 
[image: formule] les coordonnées 
[image: formule] de l'antécédent éventuel 
[image: formule] de 
[image: formule] par 
[image: formule].



4.  Montrer qu'un grand cercle
de 
[image: formule] peut être caractérisé par un système d'équations
du type

[image: formule]





5.  Montrer que l'image par

[image: formule] d'un grand cercle de 
[image: formule] ne passant pas par 
[image: formule] est un cercle de 
[image: formule]. Quelle est l'image par 
[image: formule] de l'intersection avec 
[image: formule] d'un grand cercle de 
[image: formule] passant par 
[image: formule]?



6.  Soit 
[image: formule] un grand cercle de 
[image: formule] et soit 
[image: formule]. Que peut-on dire de l'intersection de

[image: formule] avec 
[image: formule]?



7.  On appelle 
[image: formule] la restriction de 
[image: formule] à 
[image: formule]. Montrer que 
[image: formule] réalise une bijection de 
[image: formule] vers le disque ouvert 
[image: formule] limité par 
[image: formule].



8.  Montrer que l'image d'un
``demi-grand-cercle" (voir V.3{}) par

[image: formule] est une 
[image: formule]-droite (voir partie IV).



 

Partie VII : Synthèse et
Application.




Les notations sont celles des parties précédentes.



1.  Démontrer l'existence d'une
bijection 
[image: formule] du plan affine 
[image: formule] vers l'ensemble 
[image: formule] induisant une bijection entre l'ensemble des
droites de 
[image: formule] et l'ensemble des 
[image: formule]-droites et conservant le parallélisme (en ce sens
que deux droites parallèles de 
[image: formule] sont transformées en deux 
[image: formule]-droites 
[image: formule]-parallèles).



2.  Donner des formules
analytiques de 
[image: formule], c'est-à-dire un système exprimant les
coordonnées 
[image: formule] dans le repère 
[image: formule] de l'image 
[image: formule] d'un point 
[image: formule] en fonction de ses coordonnées 
[image: formule] dans 
[image: formule].



3.  Inverser le système
précédent pour obtenir en fonction des coordonnées d'un point

[image: formule] celles de 
[image: formule].



4.  Voici une Définition du

[image: formule]-milieu de deux points de 
[image: formule].

 

Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] deux points de 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] un point quelconque de 
[image: formule], non situé sur 
[image: formule]. On considère le point 
[image: formule], intersection de la 
[image: formule]-droite qui passe par 
[image: formule] et qui est 
[image: formule]-parallèle à 
[image: formule] et de la 
[image: formule]-droite qui passe par 
[image: formule] et qui est 
[image: formule]-parallèle à 
[image: formule]. On appelle 
[image: formule]-milieu de la paire 
[image: formule] le point 
[image: formule] intersection des 
[image: formule]-droites 
[image: formule] et 
[image: formule].

 

En utilisant la bijection 
[image: formule], démontrer que cette définition est correcte: on
vérifiera que les 
[image: formule]-droites 
[image: formule] et 
[image: formule] ne sont pas 
[image: formule]-parallèles, et que cette définition ne dépend pas
du point 
[image: formule] arbitrairement choisi.



5.  Soit 
[image: formule] le point de 
[image: formule] de coordonnées 
[image: formule] et 
[image: formule] le point de coordonnées 
[image: formule]. Donner une construction géométrique détaillée du

[image: formule]-milieu 
[image: formule] de 
[image: formule] (On fera une figure en prenant 8cm comme
unité).



6.  Donner les coordonnées des
points 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule]. En déduire les coordonnées de 
[image: formule] dans le repère 
[image: formule].



 






Capes de Mathématiques


Première épreuve


6996


Approximation des réels par des rationnels;
irrationnalité et transcendance




 

Notations et objet du problème




On désigne par :


[image: formule] l'ensemble des entiers naturels,

[image: formule] l'anneau des entiers relatifs,

[image: formule] le corps des nombres rationnels,

[image: formule] l'ensemble des nombres rationnels non
nuls, 
[image: formule] le corps des nombres réels, 
[image: formule] [resp. 
[image: formule]] l'ensemble des réels non nuls [resp.
strictement positifs], 
[image: formule] le corps des nombres complexes,

[image: formule] l'ensemble des nombres complexes non
nuls,


[image: formule] l'anneau des fonctions polynomiales à
coefficients entiers relatifs.

Pour tout entier naturel 
[image: formule] on note 
[image: formule] la factorielle de 
[image: formule] avec la convention 
[image: formule]

Si 
[image: formule] est une fonction indéfiniment dérivable
définie sur 
[image: formule] à valeurs réelles et 
[image: formule] est un entier naturel non nul, on note

[image: formule] la fonction dérivée d'ordre 
[image: formule] de 
[image: formule] On utilise la convention habituelle,

[image: formule]

Si 
[image: formule] est un intervalle réel non réduit à un point
et 
[image: formule] une fonction dérivable de 
[image: formule] dans 
[image: formule] on rappelle que la dérivée logarithmique
de 
[image: formule] est la fonction 
[image: formule]

La première partie de ce problème est consacrée à la
démonstration de quelques résultats utiles pour la suite.

Dans la deuxième partie, à partir d'une caractérisation des
sous groupes additifs de 
[image: formule] (ils sont denses ou discrets), on déduit un
critère d'irrationalité et on décrit une méthode permettant de
prouver qu'un réel est irrationnel.

Cette méthode est utilisée dans la troisième partie pour
montrer l'irrationalité de 
[image: formule] pour tout nombre rationnel non nul

[image: formule] Ce procédé permet également d'obtenir des
approximations rationnelles de la fonction exponentielle.

Dans la quatrième partie on s'intéresse aux racines réelles des
solutions d'une équation différentielle linéaire d'ordre

[image: formule] à coefficients non constants et en
particuliers aux racines réelles des fonctions de Bessel d'indice
entier.

Enfin dans la cinquième partie, on montre que les racines
réelles non nulles des fonctions de Bessel d'indice entier sont
irrationnelles en utilisant une méthode voisine de celle décrite
dans la deuxième partie.
 



On rappelle la formule d'intégration par parties itérée :
si 
[image: formule] sont des réels tels que 
[image: formule] 
[image: formule] un entier naturel non nul et

[image: formule] des fonctions définies sur l'intervalle

[image: formule] à valeurs réelles et admettant des dérivées
continues jusqu'à l'ordre 
[image: formule] alors :

[image: formule]

 



 

I. Résultats préliminaires




Pour cette partie, on désigne par 
[image: formule] un entier naturel, par 
[image: formule] une fonction polynomiale dans

[image: formule] non identiquement nulle, de degré

[image: formule] et par 
[image: formule] un entier naturel.



1.  Soit 
[image: formule] la fonction polynomiale définie par :

[image: formule]

a)  Montrer que pour tout
entier naturel 
[image: formule] 
[image: formule] est un entier relatif.



b)  Montrer que pour tout
entier naturel 
[image: formule] compris entre 
[image: formule] et 
[image: formule] 
[image: formule] est un entier relatif.



2. 
Label1

Soit 
[image: formule] la fonction polynomiale définie par :

[image: formule]





a)  Montrer que pour tout
entier naturel 
[image: formule] les quantités 
[image: formule] et 
[image: formule] sont des entiers relatifs.



b)  Montrer que la fonction
polynomiale 
[image: formule] définie par 
[image: formule] appartient à 
[image: formule]



3. 
Label7

En reprenant les notations de I.Label1 , où 
[image: formule] dans 
[image: formule] est de degré 
[image: formule] montrer que pour toute fonction 
[image: formule] indéfiniment dérivable de 
[image: formule] dans 
[image: formule] on a :

[image: formule]



 

II. Sous-groupes additifs de 
[image: formule] et critères d'irrationalité




On dit qu'un sous-groupe additif 
[image: formule] de 
[image: formule] est discret si pour tout compact

[image: formule] de 
[image: formule] l'intersection 
[image: formule] est vide ou finie.

Pour tout réel 
[image: formule] on note 
[image: formule] le sous-groupe additif de 
[image: formule] engendré par 
[image: formule] et 
[image: formule] Il est défini par :

[image: formule]





1.  Montrer que les sous-groupes
additifs de 
[image: formule] discrets sont de la forme :

[image: formule]

où 
[image: formule] est un réel.



2.  Soient 
[image: formule] un sous-groupe additif de 
[image: formule] non réduit à 
[image: formule] et 
[image: formule]



a)  Montrer que 
[image: formule] admet une borne inférieure 
[image: formule] dans 
[image: formule]



b)  Montrer que si

[image: formule] est strictement positif, alors 
[image: formule] est dans 
[image: formule]



c)  Montrer que si

[image: formule] est strictement positif, alors 
[image: formule] est discret.



d)  Montrer que si

[image: formule] est nul, alors 
[image: formule] est dense dans 
[image: formule]



3.  Montrer qu'un réel

[image: formule] est irrationnel si et seulement si le sous-groupe
additif de 
[image: formule] 
[image: formule] est dense dans 
[image: formule]



4. 
Label4

Montrer qu'un réel 
[image: formule] est irrationnel si et seulement si il existe deux
suites 
[image: formule] et 
[image: formule] d'entiers relatifs telles que : Label2
[image: formule]

Label3
[image: formule]





5.  Montrer l'irrationalité du
nombre 
[image: formule] en utilisant le résultat de la question
II.4.



6.  Pour cette question, on se
donne un entier naturel 
[image: formule] une fonction polynomiale 
[image: formule] dans 
[image: formule] de degré 
[image: formule] ne s'annulant pas sur 
[image: formule] et on lui associe les suites de fonctions
polynomiales 
[image: formule] et 
[image: formule] définies par :

[image: formule]

On se donne également une fonction 
[image: formule] indéfiniment dérivable de 
[image: formule] dans 
[image: formule] et on lui associe la suite de réels 
[image: formule] définie par : 
[image: formule]

a)  On suppose que la
fonction 
[image: formule] vérifie l'hypothèse suivante :

[image: formule]

Montrer alors que 
[image: formule] est non nul pour tout entier naturel 
[image: formule]



b)  On suppose que la
fonction 
[image: formule] vérifie l'hypothèse suivante :


[image: formule]



Montrer que pour tout réel 
[image: formule] la suite 
[image: formule] est convergente vers 
[image: formule]



c)  On suppose que la
fonction 
[image: formule] vérifie les hypothèses 
[image: formule] 
[image: formule] et l'hypothèse suivante :

[image: formule]

où 
[image: formule] sont des réels non nuls et 
[image: formule] 
[image: formule] deux suites d'entiers relatifs.

Montrer alors que le réel 
[image: formule] est irrationnel.
 





 

III. Irrationalité de 
[image: formule] pour 
[image: formule]




Pour cette partie, on désigne par 
[image: formule] et 
[image: formule] les suites de fonctions définies
par :

[image: formule]

et par 
[image: formule] la suite de fonctions définie par :

[image: formule]





1. a)  Montrer que pour tout entier naturel

[image: formule] et tout réel 
[image: formule] non nul, 
[image: formule] est non nul.



b)  Montrer que pour tout
entier naturel 
[image: formule] il existe un unique couple 
[image: formule] de fonctions polynomiales appartenant à

[image: formule] de degré égal à 
[image: formule] tel que :

[image: formule]





c)  Montrer que pour tout
réel 
[image: formule] on a, 
[image: formule]



d)  Montrer que pour tout
entier relatif non nul 
[image: formule] 
[image: formule] est irrationnel.



2.  Montrer que pour tout nombre
rationnel non nul 
[image: formule] 
[image: formule] est irrationnel.



3.  Montrer que pour tout nombre
rationnel 
[image: formule] strictement positif et différent de 
[image: formule] 
[image: formule] est irrationnel.



4.  Montrer que pour tout

[image: formule] on a 
[image: formule] et que les parties régulières d'ordre

[image: formule] des développements limités au voisinage de

[image: formule] de 
[image: formule] et 
[image: formule] sont identiques (on peut utiliser
I.3).



5.  Montrer que pour tout réel

[image: formule] 
[image: formule] est non nul et : 
[image: formule]

6.  Pour cette question,

[image: formule]



a)  Calculer 
[image: formule] pour ces deux valeurs de 
[image: formule]



b)  En déduire des
approximations rationnelles du nombre 
[image: formule] en précisant une majoration de l'erreur
d'approximation.
 





 

IV. Zéros des solutions d'une équation
différentielle linéaire d'ordre 2






1.  Soient 
[image: formule] un intervalle réel compact avec 
[image: formule] 
[image: formule] deux fonctions continues de 
[image: formule] dans 
[image: formule] et 
[image: formule] une solution sur 
[image: formule] non identiquement nulle de l'équation
différentielle :

[image: formule]

Montrer que l'ensemble des zéros dans 
[image: formule] de la fonction 
[image: formule] est fini.



2.  Soient 
[image: formule] un intervalle réel non réduit à un point et

[image: formule] deux fonctions dérivables de 
[image: formule] dans 
[image: formule] Montrer que 
[image: formule] et 
[image: formule] ont même dérivée logarithmique sur 
[image: formule] si, et seulement si, elles sont
proportionnelles.



3.  Soient 
[image: formule] un intervalle réel non réduit à un point,

[image: formule] un réel dans 
[image: formule] 
[image: formule] une fonction continûment dérivable de

[image: formule] dans 
[image: formule] et 
[image: formule] un réel tel que 
[image: formule] Montrer qu'il existe une unique fonction

[image: formule] continûment dérivable de 
[image: formule] dans 
[image: formule] telle que 
[image: formule] et 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] dans 
[image: formule]



4.  Pour cette question,

[image: formule] est une fonction continue de 
[image: formule] dans 
[image: formule] où 
[image: formule] est un réel, et 
[image: formule] une solution sur 
[image: formule] à valeurs réelles, non identiquement nulle de
l'équation différentielle : Label6
[image: formule]

On désigne par 
[image: formule] la fonction définie sur 
[image: formule] par :

[image: formule]





a)  Montrer que la fonction

[image: formule] est à valeurs strictement positives et
continûment dérivable sur 
[image: formule]



b)  Montrer qu'il existe une
fonction 
[image: formule] continûment dérivable et strictement décroissante
de 
[image: formule] dans 
[image: formule] telle que :

[image: formule]





c)  On suppose pour cette
question et la suivante que la fonction 
[image: formule] est minorée sur 
[image: formule] par une constante réelle 
[image: formule] strictement positive. Montrer que la fonction

[image: formule] réalise une bijection de 
[image: formule] sur 
[image: formule]



d)  Montrer que l'ensemble
des zéros de la fonction 
[image: formule] dans l'intervalle 
[image: formule] forme une suite infinie strictement croissante de
réels qui tend vers l'infini.



5.  Pour cette question

[image: formule] désigne un entier naturel et on s'intéresse aux
zéros d'une solution non identiquement nulle de l'équation de
Bessel d'indice 
[image: formule] : Label5
[image: formule]





a)  Soit 
[image: formule] une solution réelle non identiquement nulle sur

[image: formule] de 
[image: formule] et 
[image: formule] la fonction définie sur 
[image: formule] par :

[image: formule]

Montrer que 
[image: formule] est solution sur 
[image: formule] d'une équation différentielle de la forme

[image: formule] où la fonction 
[image: formule] est à déterminer.



b) 
Label8

Montrer que la série entière de terme général 
[image: formule] où 
[image: formule] est un entier naturel, a un rayon de convergence
infini et que la fonction 
[image: formule] définie par :

[image: formule]

où on a noté pour tout réel 
[image: formule] :

[image: formule]

est solution sur 
[image: formule] de l'équation différentielle 
[image: formule]



c)  Montrer que l'ensemble
des zéros dans 
[image: formule] de la fonction 
[image: formule] forme une suite de réels qui est strictement
croissante à partir d'un certain rang et qui tend vers l'infini.
 





 

V. Irrationalité des zéros des fonctions de
Bessel d'indice entier




Pour cette partie, 
[image: formule] est un entier naturel fixé et les
fonctions 
[image: formule] et 
[image: formule] sont celles définies en
IV.Label8 .



1. a)  Montrer que :

[image: formule]





b)  Montrer que :

[image: formule]





c)  Montrer que pour tout
entier naturel non nul 
[image: formule] il existe deux fonctions polynomiales

[image: formule] et 
[image: formule] appartenant à 
[image: formule] de degrés respectifs 
[image: formule] et 
[image: formule] telles que :

[image: formule]





d)  Préciser les valeurs de

[image: formule] et 
[image: formule] pour tout entier naturel non nul 
[image: formule]



e)  Montrer que si

[image: formule] est une racine réelle de la fonctions

[image: formule] alors 
[image: formule] est strictement négatif et n'est pas racine de

[image: formule]

On désigne par 
[image: formule] 
[image: formule] les suites de fonctions polynomiales définies
par :

[image: formule]

et par 
[image: formule] la suite de fonctions définie par :

[image: formule]





2.  Montrer que pour tout entier
naturel 
[image: formule] il existe deux fonctions polynomiales

[image: formule] et 
[image: formule] appartenant à 
[image: formule] telles que :

[image: formule]

avec 
[image: formule] 
[image: formule] et pour 
[image: formule] 
[image: formule] est de degré inférieur ou égal à 
[image: formule] 
[image: formule] de degré inférieur ou égal à 
[image: formule] les valeurs 
[image: formule] et 
[image: formule] étant non nulles.



3.  Pour tout entier naturel

[image: formule] on désigne par 
[image: formule] la fonction définie par :

[image: formule]





a)  Montrer que 
[image: formule] est indéfiniment dérivable sur 
[image: formule] et que 
[image: formule] est non nul.



b)  Montrer que :

[image: formule]



c)  Montrer que :

[image: formule]



d)  Montrer que pour tout
réel 
[image: formule] on a 
[image: formule].



4.  Montrer que pour tout entier
naturel non nul 
[image: formule] il existe une constante non nulle 
[image: formule] telle que : 
[image: formule]



5.  Montrer que pour tout entier
naturel non nul 
[image: formule] et tout réel non nul 
[image: formule] l'une des deux quantités 
[image: formule] ou 
[image: formule] est non nulle.



6.  Montrer que les racines
réelles de la fonction 
[image: formule] sont toutes irrationnelles.



7.  Montrer que si 
[image: formule] est une racine réelle non nulle de la fonction de
Bessel 
[image: formule] alors 
[image: formule] est irrationnel.



Les corrigés de certains énoncés
étoilés seront publiés sur la page web de la RMS.





{1} Si 
[image: formule] est une partie non vide de 
[image: formule], soit

[image: formule]

Trouver les parties 
[image: formule] de 
[image: formule] telles que:

    i) 
[image: formule],

    ii) 
[image: formule]

    iii) 
[image: formule].






On peut remarquer que le problème revient à déterminer les ordres
totaux compatibles avec l'addition de 
[image: formule]. La correspondance étant la suivante: - à

[image: formule], ordre total sur 
[image: formule] compatible avec l'addition, on associe

[image: formule], - à 
[image: formule] vérifiant i,ii,iii on associe 
[image: formule] définie par 
[image: formule].

Exemples. En prenant pour 
[image: formule] l'ordre lexicographique défini par

[image: formule]

on voit que 
[image: formule] a les propriétés i,ii,iii.

En appliquant à 
[image: formule] un automorphisme quelconque du groupe

[image: formule] on trouve une infinité d'ensembles 
[image: formule] et, plus généralement pour 
[image: formule],


[image: formule]



vérifie i,ii,iii. Notons que si 
[image: formule] est libre sur 
[image: formule] la condition 
[image: formule] équivaut à 
[image: formule] et que l'application 
[image: formule] n'est pas injective.

 

Nous allons prouver que tout ensemble 
[image: formule] vérifiant 
[image: formule] est du type 
[image: formule].

1) L'intersection 
[image: formule] de 
[image: formule] avec une droite 
[image: formule] pour 
[image: formule] est soit 
[image: formule] soit 
[image: formule].

En effet, si 
[image: formule] alors 
[image: formule] par iii et 
[image: formule] par i) donc 
[image: formule] de sorte que 
[image: formule]. Si, par contre, 
[image: formule], alors 
[image: formule] et 
[image: formule].

2) En appliquant à 
[image: formule] l'un des automorphismes de 
[image: formule] défini par 
[image: formule], on peut se ramener au cas où 
[image: formule] et 
[image: formule] sont dans 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] contient le quart de plan 
[image: formule]. Nous allons étudier l'intersection de

[image: formule] avec 
[image: formule] en nous appuyant sur le fait suivant (*):
Soient 
[image: formule] tels que 
[image: formule] et 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] est dans 
[image: formule].

En effet, 
[image: formule] contient alors 
[image: formule] et aussi, du fait qu'il contient 
[image: formule], 
[image: formule]. Or 
[image: formule] (car sinon 
[image: formule] contient 
[image: formule] et 
[image: formule] avec 
[image: formule]: c'est absurde) donc, d'après 1), 
[image: formule] contient 
[image: formule].

3) Comme 
[image: formule], on peut considérer
 


[image: formule]

 

[image: formule] Supposons 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] contient 
[image: formule]. En effet, soit 
[image: formule] et 
[image: formule] tel que 
[image: formule]; on a 
[image: formule] et donc 
[image: formule] montre que 
[image: formule].

Finalement 
[image: formule] contient 
[image: formule] qui est du type 
[image: formule] et on a 
[image: formule] grâce aux conditions i et ii pour 
[image: formule] et 
[image: formule].


[image: formule] Supposons 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] et ainsi 
[image: formule] contient

[image: formule]

qui est du type 
[image: formule] et on a 
[image: formule] grâce aux conditions i et ii pour 
[image: formule] et 
[image: formule].


[image: formule] Supposons 
[image: formule]. Prouvons que 
[image: formule] contient 
[image: formule] et est inclus dans 
[image: formule].

Soit 
[image: formule]. Si 
[image: formule] et 
[image: formule] par définition de 
[image: formule] on a 
[image: formule]. Si 
[image: formule], comme 
[image: formule], on a 
[image: formule] et donc 
[image: formule]. Si 
[image: formule] et 
[image: formule] on a 
[image: formule]. Si 
[image: formule], alors 
[image: formule] donc, par définition de 
[image: formule], on a 
[image: formule] soit 
[image: formule]. Enfin si 
[image: formule], alors 
[image: formule] et donc 
[image: formule].

Par ailleurs, soit 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. Si 
[image: formule] et 
[image: formule], on a 
[image: formule]; si 
[image: formule] et 
[image: formule], on a 
[image: formule] et donc 
[image: formule] par définition de 
[image: formule] ce qui donne 
[image: formule]. Si 
[image: formule], alors 
[image: formule] impose 
[image: formule] de plus on peut trouver 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. On déduit que 
[image: formule] grâce à (*).


[image: formule] Il reste à étudier l'intersection de 
[image: formule] avec la droite 
[image: formule].

Si 
[image: formule] est irrationnel cette intersection est réduite à

[image: formule] et 
[image: formule] donc on a 
[image: formule] avec 
[image: formule].

Si 
[image: formule] est rationnel une et une seule des deux
demi-droites 
[image: formule] ou 
[image: formule] est incluse dans 
[image: formule], l'autre étant incluse dans 
[image: formule], et donc on a 
[image: formule] avec 
[image: formule].









{2} Soient 
[image: formule] un groupe, 
[image: formule] un sous-groupe abélien de 
[image: formule], 
[image: formule] des éléments de 
[image: formule] tels que 
[image: formule] soit réunion disjointe des 
[image: formule] pour 
[image: formule]. Si 
[image: formule] et 
[image: formule], 
[image: formule] s'écrit d'une unique façon 
[image: formule] avec 
[image: formule] et 
[image: formule]. On écrit 
[image: formule] et 
[image: formule]. On pose alors 
[image: formule]. Montrer que 
[image: formule] est un morphisme de 
[image: formule] dans 
[image: formule] indépendant du choix des 
[image: formule].


Observons d'abord que la définition de

[image: formule] à l'aide du symbole 
[image: formule] est légitime grâce au caractère abélien de

[image: formule].


[image: formule] Montrons que 
[image: formule] est un morphisme.

Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Si 
[image: formule], on écrit:

[image: formule]

Puisque 
[image: formule] est abélien, on en tire:

[image: formule]

Le second produit est égal à 
[image: formule].Pour montrer que le premier est égal à

[image: formule], il suffit de vérifier que 
[image: formule] est une permutation de 
[image: formule]. Mais la formule 
[image: formule] montre que:

[image: formule]

D'autre part, si 
[image: formule] est le neutre de 
[image: formule], la relation 
[image: formule] et l'appartenance de 
[image: formule] à 
[image: formule] montrent 
[image: formule]. Par conséquent:

[image: formule]

est une action de 
[image: formule] sur 
[image: formule], et le résultat suit.


[image: formule] Montrons que 
[image: formule] est indépendant du choix de 
[image: formule].

Notons pour commencer que 
[image: formule] est entièrement déterminé par 
[image: formule] comme cardinal de l'ensemble quotient

[image: formule].

Soient 
[image: formule] dans 
[image: formule] tels que 
[image: formule] soit réunion disjointe des 
[image: formule] pour 
[image: formule], 
[image: formule] le morphisme de 
[image: formule] dans 
[image: formule] associé à 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule]. On veut montrer que 
[image: formule]. Si 
[image: formule], on écrit 
[image: formule] où 
[image: formule]. Il vient: 
[image: formule] et:

[image: formule]

Comme 
[image: formule] est une permutation de 
[image: formule]:

[image: formule]

et 
[image: formule].

Remarques

1. Le morphisme 
[image: formule] s'appelle transfert (Verlagerung) de

[image: formule] dans 
[image: formule]. On peut plus généralement le définir dès que

[image: formule] est un sous-groupe d'indice fini de 
[image: formule], mais il est alors à valeurs dans l'abélianisé

[image: formule] de 
[image: formule]. On en trouvera de nombreuses applications dans:
W.R SCOTT, Group Theory, Dover.

2. Si 
[image: formule] est central, on vérifie aisément que:

[image: formule]

formule dont il n'est pas directement évident qu'elle définisse un
morphisme de 
[image: formule] dans 
[image: formule].

 

Exercice résolu par I. Gozard.










{3} On fixe un nombre premier 
[image: formule] et on pose 
[image: formule].



a)  Montrer que 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule].



b)  Quels sont les
sous-groupes de 
[image: formule]?



c)  Soit 
[image: formule] un groupe abélien tel que

i) 
[image: formule] 
[image: formule] 
[image: formule] ii) 
[image: formule] est surjectif et son noyau est fini.

Montrer qu'il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule] soit isomorphe à 
[image: formule].




Notations.

Si 
[image: formule] est un élément d'un groupe 
[image: formule], on notera 
[image: formule] le sous-groupe de 
[image: formule] engendré par 
[image: formule]. Si 
[image: formule], on désigne par 
[image: formule] le sous-groupe de 
[image: formule] constitué des racines 
[image: formule]ièmes de 1.

Si 
[image: formule] sont des sous-groupes du groupe abélien

[image: formule], on note:

[image: formule]

c'est un sous-groupe de 
[image: formule], en fait le sous-groupe engendré par 
[image: formule]. On dit que 
[image: formule] est une somme directe si et seulement si:

[image: formule]

Si tel est le cas, on écrit 
[image: formule]



a)  Il est clair que

[image: formule] est contenu dans 
[image: formule] et contient 1. Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule] tels que 
[image: formule]. Si 
[image: formule], on a: 
[image: formule] d'où 
[image: formule] et 
[image: formule]. Par suite 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule].



b)  Si 
[image: formule], 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule]. D'autre part:

[image: formule]

Montrons, si 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule], que 
[image: formule] est égal soit à 
[image: formule] soit à l'un des 
[image: formule] avec 
[image: formule]. On note 
[image: formule] l'ensemble des ordres des éléments de

[image: formule]. Clairement 
[image: formule] est contenu dans 
[image: formule]. On distingue deux cas.


[image: formule] 
[image: formule] est majoré. Soit alors 
[image: formule] dans 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. Tout élément de 
[image: formule] vérifie 
[image: formule], donc 
[image: formule]. Par ailleurs il existe 
[image: formule] dans 
[image: formule] d'ordre 
[image: formule]. Mais 
[image: formule], d'où 
[image: formule] et 
[image: formule].


[image: formule] 
[image: formule] n'est pas majoré. Montrons que 
[image: formule]. On fixe 
[image: formule] dans 
[image: formule] et on prouve que 
[image: formule]. A cet effet, on note que l'hypothèse fournit

[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule] d'ordre 
[image: formule]. On a 
[image: formule], et donc 
[image: formule].



c)  Etape 1 :
analyse, principe de la preuve.

Soit 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Si:

[image: formule]

on a 
[image: formule] et, plus généralement: 
[image: formule], 
[image: formule]. Ceci suggère de procéder de la façon
suivante:

- démontrer que 
[image: formule] est isomorphe à 
[image: formule] pour un certain entier 
[image: formule] de 
[image: formule],

- l'entier 
[image: formule] étant ainsi défini, prouver que 
[image: formule] est, si 
[image: formule], isomorphe à 
[image: formule],

- construire une suite 
[image: formule] telle que:

  (1) si 
[image: formule], 
[image: formule] est un isomorphisme de 
[image: formule] sur 
[image: formule],

  (2) pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] prolonge 
[image: formule].

Cela étant acquis, il est légitime de définir 
[image: formule] sur 
[image: formule] par: 
[image: formule], 
[image: formule].

L'hypothèse i) de l'énoncé assurant que 
[image: formule], on vérifie aisément que 
[image: formule] est un isomorphisme de 
[image: formule] sur 
[image: formule].

 



Etape 2 : structure de 
[image: formule]

Par hypothèse, 
[image: formule] est fini et, pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule], on a (1): 
[image: formule]. Ceci permet de munir 
[image: formule] d'une structure d'espace vectoriel sur le corps

[image: formule] dont la loi additive est 
[image: formule]. En effet, si 
[image: formule] et 
[image: formule] sont dans 
[image: formule] et 
[image: formule], 
[image: formule] assure que, pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule]. On peut donc, si 
[image: formule] est la classe de 
[image: formule] (ou 
[image: formule]) dans 
[image: formule], définir 
[image: formule]. La vérification des axiomes d'espace vectoriel
est immédiate. D'autre part, 
[image: formule] est fini, donc de dimension finie comme

[image: formule] espace vectoriel. Si 
[image: formule] est cette dimension, 
[image: formule] est isomorphe à 
[image: formule] donc à 
[image: formule].

On notera que l'argument est très général: tout groupe abélien fini
dans lequel tout élément non nul est d'ordre 
[image: formule] est isomorphe à 
[image: formule] pour un certain 
[image: formule] de 
[image: formule].

 



Etape 3 : fin de la preuve


[image: formule] cas où 
[image: formule]. Le morphisme 
[image: formule] est alors injectif, il en va de même de

[image: formule] si 
[image: formule], et 
[image: formule] est nul.


[image: formule] Construction de générateurs des 
[image: formule]. D'après l'étape 2, 
[image: formule] et 
[image: formule] sont isomorphes. Il existe donc 
[image: formule] dans 
[image: formule], tous d'ordre 
[image: formule], tels que:

* 
[image: formule] On définit alors, si 
[image: formule], une suite 
[image: formule] d'éléments de 
[image: formule] par: 
[image: formule] et, si 
[image: formule], 
[image: formule] est un antécédent de 
[image: formule] par 
[image: formule] (i.e. 
[image: formule]).

Montrons par récurrence sur 
[image: formule] les faits suivants:

  A) si 
[image: formule], 
[image: formule] est d'ordre 
[image: formule];

  B) on a 
[image: formule];

  C) on a: 
[image: formule].

La preuve de A est immédiate.

Le B est acquis si 
[image: formule]. Supposons 
[image: formule] ; notons que l'inclusion de 
[image: formule] dans 
[image: formule] est banale, et établissons la réciproque. Soit
donc 
[image: formule] dans 
[image: formule]; alors 
[image: formule] est dans 
[image: formule], d'où l'existence de 
[image: formule] dans 
[image: formule] tels que:

[image: formule]

On a alors 
[image: formule] donc:

[image: formule]

ou encore:

[image: formule]

et 
[image: formule], ce qui achève la vérification.

Le point C est acquis si 
[image: formule]. Supposons la somme 
[image: formule] directe et soient 
[image: formule] tels que: 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule].

On a alors 
[image: formule] et, pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule]. Il s'ensuit que, si 
[image: formule], 
[image: formule] donc 
[image: formule]. Mais puisque 
[image: formule] est d'ordre 
[image: formule], 
[image: formule]. On conclut en utilisant le caractère direct de
la somme 
[image: formule].

 




[image: formule] Construction des isomorphismes 
[image: formule]. Soit 
[image: formule]. Posons:

[image: formule]

où 
[image: formule] est à la 
[image: formule]ième place. Définissons 
[image: formule] comme l'unique morphisme de 
[image: formule] dans 
[image: formule] tel que:

[image: formule]

Il est immédiat de justifier cette définition. Le point B
montre que Im [image: formule] et une vérification
facile, basée sur C, montre que 
[image: formule]. Enfin:

[image: formule]

de sorte que 
[image: formule] prolonge 
[image: formule]. Ceci achève la démonstration.
Exercice résolu par I. Gozard










{5}
Benoît Tonnelier


a)  Montrer que, si

[image: formule] et 
[image: formule] non constant, les racines de 
[image: formule] sont dans l'enveloppe convexe de l'ensemble des
racines de 
[image: formule].



b)  Déterminer le plus grand

[image: formule] tel que les racines non nulles de 
[image: formule] soient de module 
[image: formule].









a)  Comme 
[image: formule] est algébriquement clos, le polynôme complexe

[image: formule] de degré 
[image: formule] est scindé; on peut donc écrire :

[image: formule]

où 
[image: formule] est un complexe non nul (en fait, le coefficient
dominant de 
[image: formule]). La dérivée de 
[image: formule] s'obtient alors facilement :

[image: formule]

Si 
[image: formule] est une racine commune � 
[image: formule] et 
[image: formule], le résultat cherché est clair. Soit à présent

[image: formule] une racine de 
[image: formule] qui n'est pas racine de 
[image: formule]. On a :

[image: formule]

Conjuguons l'égalité précédente et multiplions le dénominateur de
chaque terme de la somme par son conjugué. On obtient :

[image: formule]

soit encore, en posant 
[image: formule] :

[image: formule]

Cette dernière égalité s'interprète géométriquement :

[image: formule] est le barycentre des points 
[image: formule] pondérés respectivement par 
[image: formule]. En particulier, la racine 
[image: formule] appartient à l'enveloppe convexe des racines de

[image: formule].



Ainsi, toute racine de 
[image: formule] appartient à l'enveloppe convexe des racines de

[image: formule].





b)  On se donne un entier

[image: formule] tel que le polynôme 
[image: formule] de degré 
[image: formule] ait ses racines, autres bien sûr que 
[image: formule], de module 
[image: formule]. Par la question précédente, les racines de

[image: formule] appartiennent alors à l'enveloppe convexe des
racines de 
[image: formule], incluse donc dans le disque unité 
[image: formule]. Or, ici, on a : 
[image: formule]. Une racine de 
[image: formule] ne peut être égale à 
[image: formule]. On a donc :

[image: formule]

Cette constatation permet de donner exactement les 
[image: formule] racines de 
[image: formule], qui sont les 
[image: formule] où 
[image: formule] décrit l'ensemble des racines 
[image: formule] de 
[image: formule] différentes de 
[image: formule]. Comme les racines de 
[image: formule] sont de module inférieur ou égal à 
[image: formule], on obtient la condition nécessaire :

[image: formule] et en particulier

[image: formule]



Cette condition équivaut à 
[image: formule]. On obtient donc, comme condition
nécessaire :

[image: formule]

À ce moment, on espère vivement que, pour 
[image: formule], 
[image: formule] ait, outre 
[image: formule], des racines de module 
[image: formule]. On constate avant de commencer tout calcul que

[image: formule] et 
[image: formule] sont des racines de 
[image: formule]. On écrit :

[image: formule]

Ensuite, une petite astuce permet de factoriser par 
[image: formule]. On a :
[image: formule]

où, comme souvent, 
[image: formule] désigne la racine troisième de l'unité

[image: formule]. On obtient donc :

[image: formule]

Pour résumer, les racines de 
[image: formule] sont 
[image: formule], 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule], les deux dernières racines étant doubles. Et on
a vu que, pour 
[image: formule], 
[image: formule] posséde une racine de module strictement
supérieur � 
[image: formule]. On a en fait montré que 
[image: formule] est le plus grand des entiers tels que

[image: formule] ait toutes ses racines de module 
[image: formule].

 

Exercice résolu par I. Gozard, G.
Dospinescu, F. Héroult










{6} Soit 
[image: formule] dans 
[image: formule] avec 
[image: formule] et 
[image: formule]. Montrer qu'il existe 
[image: formule] dans 
[image: formule] de module 
[image: formule] tel que: 
[image: formule].






Soit 
[image: formule]


[image: formule] Supposons d'abord 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule], et supposons par l'absurde:

[image: formule]

Ceci exclut déjà 
[image: formule] car 
[image: formule]. Considérons: 
[image: formule]. L'hypothèse implique que 
[image: formule] ne s'annule pas sur 
[image: formule]. Notant 
[image: formule] les racines de 
[image: formule] comptées avec multiplicité, il vient:

[image: formule]

En considérant le coefficient de 
[image: formule] dans 
[image: formule], on obtient: 
[image: formule] d'où, puisque 
[image: formule], 
[image: formule] ce qui contredit clairement 
[image: formule].


[image: formule] Traitons maintenant le cas général. Soit

[image: formule] et 
[image: formule] deux nombres complexes de module 1 et

[image: formule], on a:

[image: formule]

Il reste à choisir 
[image: formule] et 
[image: formule] de module 1 tels que 
[image: formule] et 
[image: formule] appartiennent à 
[image: formule], pour se ramener au premier cas.



Remarque. Par la même méthode on établit, pour
tout 
[image: formule] de 
[image: formule], l'inégalité:

[image: formule]



 

Exercice résolu par G. Dospinescu.










{7} Soit 
[image: formule], 
[image: formule] un sous-groupe abélien fini de 
[image: formule]. On fait opérer 
[image: formule] sur 
[image: formule] par 
[image: formule] et on note 
[image: formule] l'ensemble des 
[image: formule] telles que 
[image: formule]. Montrer que 
[image: formule] est isomorphe à 
[image: formule] par un isomorphisme de corps qui laisse invariant
les scalaires.

François Charles






Il s'agit là du théorème de Fischer
(1915).

La démonstration va se faire en plusieurs étapes.


	1) 
[image: formule] étant abélien fini et 
[image: formule] algébriquement clos, c'est un exercice classique
de prouver que l'on peut trouver 
[image: formule] tel que les éléments de 
[image: formule] soient tous diagonaux. Supposons que l'on ait
prouvé le résultat en remplaçant 
[image: formule] par 
[image: formule], et soit 
[image: formule] un isomorphisme de 
[image: formule] sur 
[image: formule] laissant 
[image: formule] invariant. On vérifie alors sans difficulté que
l'application 
[image: formule] qui envoie 
[image: formule] sur 
[image: formule] est bien définie, et que c'est un isomorphisme de

[image: formule] sur 
[image: formule]. On peut donc supposer que les éléments de

[image: formule] sont tous diagonaux. On notera 
[image: formule] l'ordre de 
[image: formule], et, si 
[image: formule], on notera 
[image: formule]. Les 
[image: formule] sont des racines 
[image: formule]-ièmes de l'unité. Avec ces notations, l'action de

[image: formule] sur 
[image: formule] prend une forme simple, via la formule

[image: formule].


	2) Il s'agit maintenant d'étudier les éléments de 
[image: formule]. Tout d'abord, la formule énoncée à l'instant
montre qu'un polynôme de 
[image: formule] est dans 
[image: formule] ssi il est somme de monômes de 
[image: formule]. Soit maintenant 
[image: formule] un élément quelconque de 
[image: formule], où 
[image: formule] et 
[image: formule] sont deux polynômes. On a 
[image: formule]. Mais écrire la somme précédente sous la forme
d'un unique quotient en réduisant les 
[image: formule] au même dénominateur permet d'écrire 
[image: formule], où 
[image: formule] et 
[image: formule] sont dans 
[image: formule] tous les deux. Les éléments de 
[image: formule] sont donc précisément les quotients des polynômes
de 
[image: formule]. La remarque préédente nous amène donc donc à
l'étude des monômes de 
[image: formule].


	3) Plus que les monômes, il va en fait être avantageux
d'étudier les éléments de 
[image: formule] de la forme 
[image: formule], avec 
[image: formule]. Le point 2) montre qu'ils engendrent

[image: formule]. Or 
[image: formule] est dans 
[image: formule] ssi l'on a 
[image: formule] pour tout 
[image: formule]. Cela montre que l'ensemble 
[image: formule] des 
[image: formule] tels que 
[image: formule] est un sous-goupe de 
[image: formule]. Ce sous-groupe contient les 
[image: formule] tels que 
[image: formule], pour tout 
[image: formule] entre 
[image: formule] et 
[image: formule], et contient donc 
[image: formule] éléments indépendants sur 
[image: formule]. C'est alors un résultat classique que

[image: formule] contient 
[image: formule] éléments 
[image: formule] tels que 
[image: formule]


	4) On peut maintenant conclure. Soit 
[image: formule] le morphisme de corps de 
[image: formule] dans 
[image: formule] qui à 
[image: formule] associe 
[image: formule] et qui laisse fixe 
[image: formule]. Ce morphisme est bien défini grâce à
l'isomorphisme du point 3), et il est surjectif grâce au point 2).
Un morphisme de corps non nul étant toujours injectif, 
[image: formule] est bien un isomorphisme, ce qui conclut la
démonstration.







Remarque. Il est intéressant de se demander si ce
résultat est encore vrai avec des hypothèses plus faibles. Le
résultat est bien sûr encore vrai si l'on remplace 
[image: formule] par un corps algébriquement clos quelconque, la
preuve restant la même, mais c'est la seule généralisation que l'on
puisse faire.

Tout d'abord, il n'est pas très difficile de comprendre que le
résultat est faux si l'on remplace 
[image: formule] par 
[image: formule] : on peut prendre comme contre-exemple

[image: formule] et 
[image: formule], et l'on trouve que l'anneau fixé par

[image: formule] n'est pas factoriel, et n'est donc pas un anneau
de polynômes.

Ensuite, il est nécessaire de prendre un corps de base
algébriquement clos : ainsi, si l'on prend 
[image: formule] agissant par permutation circulaire sur les
indéterminées de 
[image: formule], le corps fixe n'est pas un corps de fractions
rationnelles. Pour comprendre ce phénomène, il faut faire un peu de
géométrie algébrique : la variété dont le corps des fonctions
est 
[image: formule] est l'espace affine 
[image: formule]. Si le corps 
[image: formule] était isomorphe à 
[image: formule], sa variété algébrique associée serait aussi
l'espace affine. Or il se trouve que le corps 
[image: formule]-adique 
[image: formule] admet une extension galoisienne de groupe

[image: formule] qui n'est induite par aucune extension de

[image: formule] de groupe 
[image: formule]. Via le lemme de Krasner, qui affirme que deux
éléments « assez proches» de la clôture algébrique d'un corps local
engendrent la même extension, on montre que les points rationnels
de la variété associée à 
[image: formule] ne sont pas denses dans ses points 
[image: formule]-adiques, ce qui montre que cette variété n'est
pas l'espace affine.

Enfin, il est nécessaire de supposer 
[image: formule] abélien, mais les contre-exemples sont plus
complexes dans ce cas. On peut tout de même remarquer que le
résultat vaut encore si l'on prend pour 
[image: formule] le groupe symétrique agissant sur les
indéterminées : c'est le théorème des fonctions
symétriques.








{8} a)  Soit

[image: formule] une application de 
[image: formule] dans 
[image: formule] telle que:

    i) pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule] est polynomiale,

    ii) pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule] est polynomiale.

Montrer que 
[image: formule] est polynomiale.



b)  Que se passe-t-il si on
remplace 
[image: formule] par 
[image: formule] et 
[image: formule] par 
[image: formule] dans a)?






a)  Pour 
[image: formule] dans 
[image: formule], la fonction:

[image: formule]

est polynomiale. Il existe donc une unique suite presque nulle

[image: formule] telle que:

[image: formule]

Soit 
[image: formule] le degré de 
[image: formule]: 
[image: formule] si 
[image: formule] est nulle et 
[image: formule] dans le cas contraire.

Puisque 
[image: formule] est non dénombrable et réunion des ensembles

[image: formule] pour 
[image: formule] dans 
[image: formule], l'un de ces ensembles est non dénombrable, en
particulier infini. Soit donc 
[image: formule] tel que 
[image: formule] soit infini. Pour 
[image: formule] dans 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule], on peut écrire:

[image: formule]

Observons alors que les 
[image: formule] équations:

[image: formule]

pour 
[image: formule], constituent un système linéaire homogène
d'inconnue 
[image: formule] dont la matrice est une matrice de Vandermonde à
coefficients ne dépendant pas de 
[image: formule]. Résolvant ce système par la formule de Cramer,
on obtient une famille 
[image: formule] de réels telle que:

[image: formule]

Mais chaque fonction 
[image: formule] est polynomiale, et il en va donc de même, si

[image: formule], de:

[image: formule]

On a ainsi:

[image: formule]

Il reste à montrer que 
[image: formule] reste vraie pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule]. Mais, si 
[image: formule] est un réel fixé, 
[image: formule] et 
[image: formule] coïncident sur l'ensemble infini 
[image: formule] et sont donc égales car polynomiales.



b)  (Solution de Jean-Pierre
BARANI)

Soit 
[image: formule] une énumération du corps dénombrable 
[image: formule]. Posons, pour 
[image: formule]:

[image: formule]

Cette définition est légitime car, si 
[image: formule] est fixé, le produit:

[image: formule]

est nul pour 
[image: formule] assez grand. Par ailleurs, si 
[image: formule] avec 
[image: formule]:

[image: formule]

ce qui montre que 
[image: formule] est polynomiale. Par symétrie, 
[image: formule] est polynomiale pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule].

Il reste à voir que 
[image: formule] n'est pas polynomiale sur 
[image: formule]. Si 
[image: formule] observons que, puisque 
[image: formule] est infini, l'application polynomiale

[image: formule] provient d'un unique polynôme 
[image: formule] de 
[image: formule] à savoir, si 
[image: formule] avec 
[image: formule]:

[image: formule]

Si 
[image: formule] était polynomiale, les degrés des 
[image: formule] seraient majorés, alors que 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule]. Le résultat suit.

 



Remarque. Dans a), on peut
remplacer 
[image: formule] par n'importe quel corps non dénombrable; dans
b), on peut remplacer 
[image: formule] par n'importe quel corps infini dénombrable.
Enfin, si 
[image: formule] est un corps fini, il est aisé de vérifier que,
pour tout 
[image: formule], toute application de 
[image: formule] dans 
[image: formule] est polynomiale.

 

Exercice résolu par G. Dospinescu.












{9} Soit 
[image: formule] l'ensemble des applications de 
[image: formule] dans 
[image: formule] qui sont polynomiales par rapport aux
coefficients des matrices. Soient 
[image: formule]

[image: formule]

et 
[image: formule].



a)  Déterminer un élément
non nul de 
[image: formule].



b)  Montrer que 
[image: formule].



c)  Déterminer 
[image: formule] lorsque 
[image: formule] avec 
[image: formule].



d)  Même question pour

[image: formule] avec 
[image: formule] réel.



e)  Démontrer dans le cas
général que 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule].









a)  En notant 
[image: formule] une matrice quelconque, on peut identifier

[image: formule] à l'algèbre 
[image: formule]. En particulier 
[image: formule] contient l'élément non nul 
[image: formule] c'est-à-dire 
[image: formule].

Remarquons que, pour toute matrice 
[image: formule], 
[image: formule] est un idéal de 
[image: formule].



b)  Comme 
[image: formule], pour toute 
[image: formule] on a 
[image: formule] donc 
[image: formule].



c)  Du fait que toutes les
puissances de 
[image: formule] sont diagonales, 
[image: formule] contient les fonctions 
[image: formule] et 
[image: formule]. On en déduit que toute matrice de 
[image: formule] est diagonale et de déterminant 
[image: formule].

Pour prouver l'inclusion réciproque nous avons besoin d'étudier un
élément quelconque 
[image: formule] de 
[image: formule]. Comme 
[image: formule] est un idéal contenant 
[image: formule], 
[image: formule] on peut supposer 
[image: formule] et même, puisque 
[image: formule] contient aussi 
[image: formule] on peut supposer 
[image: formule]. Mais alors on a pour tout 
[image: formule]

[image: formule]

donc le polynôme 
[image: formule] a une infinité de racines: il est nul et

[image: formule] aussi

On a donc prouvé que 
[image: formule] est l'idéal engendré par 
[image: formule] et que 
[image: formule].



d)  Dans ce cas 
[image: formule] est diagonalisable dans 
[image: formule] sous la forme 
[image: formule] avec 
[image: formule] et 
[image: formule]. Du fait que la correspondance 
[image: formule], où 
[image: formule], est bijective il suffit de décrire 
[image: formule].


[image: formule] Si 
[image: formule] n'est pas une racine de l'unité, la méthode
précédente montre que 
[image: formule] est l'ensemble des matrices de la forme

[image: formule] avec 
[image: formule] c'est-à-dire le groupe des matrices de
déterminant 
[image: formule] de l'algèbre engendrée par 
[image: formule]. On a donc 
[image: formule].


[image: formule] Si 
[image: formule] avec 
[image: formule], on a 
[image: formule]. 
[image: formule] contient le sous-groupe (cyclique) de

[image: formule] engendré par 
[image: formule]. Montrons que 
[image: formule] est réduit à ce sous-groupe 
[image: formule].

La méthode précédente montre que 
[image: formule] est inclus dans 
[image: formule] où 
[image: formule] avec 
[image: formule] et 
[image: formule]

Par ailleurs pour tout 
[image: formule] on a 
[image: formule] donc les applications 
[image: formule] sont dans 
[image: formule] et toute matrice 
[image: formule] vérifie 
[image: formule] donc 
[image: formule]. Ainsi les seules valeurs de 
[image: formule] possibles dans la description de 
[image: formule] sont les racines 
[image: formule]-ièmes de l'unité ce qui montre que 
[image: formule] a au plus 
[image: formule] éléments: c'est 
[image: formule].



e)  Si 
[image: formule] est diagonalisable, on peut l'écrire sous la
forme 
[image: formule] avec 
[image: formule] et 
[image: formule]. Les études précédentes montrent que 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule].

Sinon, 
[image: formule] a une valeur propre double 
[image: formule] et on peut l'écrire sous la forme 
[image: formule] avec 
[image: formule]. On a 
[image: formule].

Si 
[image: formule] on voit que 
[image: formule] est l'idéal engendré par 
[image: formule]. En effet, 
[image: formule] contient bien 
[image: formule] et si 
[image: formule], en lui soustrayant un élément de l'idéal
engendré par 
[image: formule] il reste 
[image: formule]. Or un tel polynôme 
[image: formule] est dans 
[image: formule] si et seulement si 
[image: formule] c'est-à-dire si et seulement si il est nul. On en
déduit donc que 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule] et 
[image: formule] aussi.

Si 
[image: formule] on voit de même que 
[image: formule] est l'idéal engendré par 
[image: formule] donc 
[image: formule] est un sous-groupe de 
[image: formule] et 
[image: formule] aussi.

Remarque Comme nous avons étudié tous les cas
on peut déduire de ce qui précède qu'une partie de 
[image: formule] est du type 
[image: formule] pour une certaine matrice 
[image: formule] si et seulement si soit c'est un sous-groupe
cyclique, soit elle est conjuguée par une matrice de 
[image: formule] à l'un des sous-groupes


[image: formule]











{11} Soit 
[image: formule] un corps commutatif. Soit 
[image: formule] une partie de 
[image: formule] dont les éléments commutent deux à deux. On
suppose que les éléments de 
[image: formule] ont un vecteur propre commun. Montrer qu'il en va
de même des éléments de 
[image: formule].







Nous identifierons matrices et endomorphismes de 
[image: formule]. Commençons par des rappels :
L'hyperplan 
[image: formule] d'équation 
[image: formule] (où 
[image: formule]) est stable par 
[image: formule] si et seulement si le vecteur colonne

[image: formule] est propre pour 
[image: formule]




Soit 
[image: formule] une famille d'endomorphismes d'un espace
vectoriel 
[image: formule] de dimension finie 
[image: formule] qui commutent deux à deux et dont les polynômes
caratéristiques sont scindés. Il existe un vecteur propre commun à
tous les 
[image: formule].


Remarque Sous les hypothèses du lemme 2 on déduit
classiquement que les 
[image: formule] sont simultanément trigonalisables.


[image: formule] Prouvons le premier lemme. Si 
[image: formule], alors 
[image: formule] et, pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] donc 
[image: formule] est stable par 
[image: formule].

Inversement, supposons 
[image: formule] stable par 
[image: formule] et considérons le sous-espace 
[image: formule] de 
[image: formule] d'équation 
[image: formule]. La stabilité de 
[image: formule] se traduit par 
[image: formule] donc 
[image: formule]. Comme 
[image: formule] est une matrice ligne on a deux cas:

-soit 
[image: formule] et 
[image: formule], autrement dit 
[image: formule] est propre pour 
[image: formule] associé à la valeur 
[image: formule],

-soit 
[image: formule] est un hyperplan qui contient 
[image: formule] c'est donc 
[image: formule] et leurs équations sont proportionnelles: il
existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule] ou 
[image: formule].


[image: formule] Prouvons le second lemme par récurrence sur

[image: formule]. Si 
[image: formule], il n'y a rien à faire.

Supposons qu'il soit vrai en toute dimension inférieure à

[image: formule] et considérons une famille 
[image: formule] d'endomorphismes commutables de l'espace
vectoriel 
[image: formule] de dimension 
[image: formule].

Si tous les 
[image: formule] sont des homothéties, le résultat est évident,
sinon l'un des 
[image: formule] admet un espace propre 
[image: formule] distinct de 
[image: formule]. Comme les 
[image: formule] commutent deux à deux, ils stabilisent

[image: formule] et les polynômes caractéristiques des

[image: formule], qui divisent ceux des 
[image: formule], sont aussi scindés. On conclut en appliquant
l'hypothèse de récurrence à la famille des 
[image: formule]


[image: formule] Venons-en à l'exercice. Il s'agit de montrer,
sous les hypothèses ci-dessus, que les éléments de 
[image: formule] ont un hyperplan stable commun: nous allons le
prouver par récurrence sur 
[image: formule]. Dans les cas où 
[image: formule], il n'y a rien à prouver. Supposons que ce soit
vrai en toute dimension inférieure à 
[image: formule] et considérons une famille 
[image: formule] de matrices commutables de taille 
[image: formule] ayant un vecteur propre commun.


[image: formule] Si les polynômes caractéristiques de tous les
éléments de 
[image: formule] sont scindés, il en va de même de ceux des
éléments de 
[image: formule] (car 
[image: formule] et 
[image: formule] ont le même polynôme caractéristique) et le lemme
2 fournit un vecteur propre commun aux éléments de 
[image: formule] donc un hyperplan stable commun aux éléments de

[image: formule].


[image: formule] Si 
[image: formule] contient un élément 
[image: formule] dont le polynôme caractéristique 
[image: formule] n'est pas scindé. Soit 
[image: formule] un vecteur propre commun à tous les éléments de

[image: formule] et 
[image: formule] la valeur propre de 
[image: formule] associée à 
[image: formule]. On peut alors décomposer 
[image: formule] en 
[image: formule] avec 
[image: formule].

Le théorème de décomposition des noyaux s'applique à 
[image: formule] qui est annulé par 
[image: formule]:

[image: formule]



L'hypothèse de commutation montre que 
[image: formule] et 
[image: formule] sont stabilisés par tous les éléments de

[image: formule]. En particulier l'hypothèse de récurrence
s'applique aux endomorphismes 
[image: formule] pour 
[image: formule] car 
[image: formule] contient le vecteur propre commun 
[image: formule]. Il existe alors un hyperplan 
[image: formule] de 
[image: formule] tel que 
[image: formule] et 
[image: formule] est un hyperplan de 
[image: formule] stable par tous les éléments de 
[image: formule].

 

Exercice résolu par H. Carrieu












{12} Soit 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] des matrices complexes, 
[image: formule] et 
[image: formule] ayant toutes leurs valeurs propres de partie
réelle strictement négative. Déterminer les 
[image: formule] telles que 
[image: formule].





Nous aurons besoin du lemme
suivant :

Lemme Si 
[image: formule] a toutes ses valeurs propres de partie réelle
strictement négative, alors 
[image: formule].

Cela résulte immédiatement de la décomposition de Dunford de

[image: formule]. On sait qu'il existe une matrice 
[image: formule] inversible, une matrice 
[image: formule] diagonale et une matrice 
[image: formule] nilpotente commutant avec 
[image: formule] telles que 
[image: formule]. On a donc 
[image: formule]. Les coefficients de 
[image: formule] se présentent donc tous sous la forme

[image: formule] où 
[image: formule] est une valeur propre de 
[image: formule] et où 
[image: formule] est un polynôme et tendent donc vers zéro quand

[image: formule] tend vers 
[image: formule].
 



Soit 
[image: formule] l'endomorphisme de 
[image: formule]: 
[image: formule]. Cet endomorphisme est injectif. En effet, si

[image: formule], on a 
[image: formule] puis 
[image: formule] pour tout réel 
[image: formule] et tout entier 
[image: formule]. Par sommation et passage à la limite, il vient

[image: formule] ou encore 
[image: formule]. Le lemme montre alors que 
[image: formule] est nulle.

 



L'endomorphisme 
[image: formule] est donc bijectif et l'équation 
[image: formule] possède une unique solution. Nous allons montrer
que cette solution est 
[image: formule]. L'intégrabilité de la fonction est évidente, en
effet, il suffit de reprendre la démonstration du lemme pour voir
que 
[image: formule]. On a alors :


[image: formule]

 

Exercice résolu par I. Gozard












{13} a)  Soit

[image: formule] l'ensemble des fonctions de classe 
[image: formule] de 
[image: formule] dans 
[image: formule] telles que 
[image: formule] et 
[image: formule]. Pour 
[image: formule] dans 
[image: formule], on pose 
[image: formule]. Le minimum de 
[image: formule] est-il réalisé sur 
[image: formule] ?



b)  Soit 
[image: formule] un 
[image: formule]-espace vectoriel, 
[image: formule] une forme bilinéaire symétrique positive sur

[image: formule], 
[image: formule] la forme quadratique associée, 
[image: formule] une forme linéaire sur 
[image: formule], 
[image: formule] un sous-espace affine de direction 
[image: formule]. Montrer l'équivalence entre

    (i) Il existe 
[image: formule] tel que, pour tout 
[image: formule], 
[image: formule].

    (ii) 
[image: formule] atteint son minimum sur 
[image: formule].









a)  En intégrant par
parties, on obtient:


[image: formule]

Mais, 
[image: formule] avec égalité si, et seulement si, 
[image: formule] ce qui, compte tenu de l'appartenance de

[image: formule] à 
[image: formule] nous conduit à l'unique fonction 
[image: formule] : 
[image: formule]. En résumé,


[image: formule] avec égalité si, et seulement si, 
[image: formule].



b)  Montrons que (ii)
implique (i). Supposons donc que le minimum de 
[image: formule] soit réalisé en un point 
[image: formule] de 
[image: formule]. On a, pour tout 
[image: formule]: 
[image: formule] ou encore 
[image: formule]. En remplaçant 
[image: formule] par 
[image: formule], 
[image: formule], on obtient 
[image: formule]. Il ne reste plus qu'à faire tendre 
[image: formule] vers 
[image: formule] pour obtenir 
[image: formule]. En changeant 
[image: formule] en 
[image: formule], on obtient finalement 
[image: formule].

 





Réciproquement, montrons que (i) implique (ii). Soit 
[image: formule]. Posons 
[image: formule] avec 
[image: formule].


[image: formule].

Le minimum de 
[image: formule] est donc réalisé sur 
[image: formule] au point 
[image: formule] ( et seulement en 
[image: formule] si la restriction de 
[image: formule] à 
[image: formule] est définie positive).

C'est la situation de la première question: 
[image: formule] (forme bilinéaire symétrique positive),

[image: formule] est le sous-espace de 
[image: formule] formé par les applications qui s'annulent en

[image: formule] et en 
[image: formule] et enfin 
[image: formule]. Ici, l'unicité du point de 
[image: formule] où 
[image: formule] atteint son minimum tient au fait que la
restriction de 
[image: formule] à 
[image: formule] est définie positive.

 

Exercice résolu par G. Dospinescu et I.
Gozard










{14} Soit 
[image: formule] un espace vectoriel réel. Soit 
[image: formule] une norme sur 
[image: formule].



a)  Montrer que 
[image: formule] est issue d'un produit scalaire si, et seulement
si, elle vérifie l'identité du parallélogramme.



b) Pour 
[image: formule], on pose 
[image: formule]. On suppose que, pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] est stable par homothétie. Montrer que

[image: formule] est issue d'un produit scalaire.








a)  Il est clair que si la
norme de 
[image: formule] est associée à un produit scalaire, elle vérifie
l'identité du parallélogramme.

 



Montrons maintenant la réciproque. Pour 
[image: formule], nous posons


[image: formule]



L'application 
[image: formule] est clairement symétrique. Si 
[image: formule], nous avons:


[image: formule]



En regroupant le 1er et le 4ème termes d'une part, le 2ème et le
3ème d'autre part, on obtient:

[image: formule]

Cette dernière quantité est indépendante de 
[image: formule]. On a donc:


[image: formule]



ce qui démontre l'additivité de 
[image: formule]. Un raisonnement classique montre alors que

[image: formule] est 
[image: formule]-linéaire. Enfin, la continuité de l'application

[image: formule] permet de montrer la 
[image: formule]-linéarité.

Il est d'autre part évident que 
[image: formule] est définie positive et que 
[image: formule].



b)  Nous allons montrer que
la norme de 
[image: formule] vérifie l'identité du parallélogramme.

Notons d'abord que, si 
[image: formule], on a aussi 
[image: formule] de sorte que, pour tout 
[image: formule], on a 
[image: formule].
 



Soit 
[image: formule] et 
[image: formule] deux vecteurs de 
[image: formule]. Montrons que 
[image: formule]. Si 
[image: formule] est liée, le résultat est évident. Supposons
maintenant 
[image: formule] libre et montrons le lemme suivant:

Lemme. Il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule] appartienne à 
[image: formule].

En effet, posons 
[image: formule]. La fonction 
[image: formule] est continue, 
[image: formule] et 
[image: formule].

 



Nous avons donc

[image: formule]



de même:


[image: formule]



Par addition, il vient:


[image: formule]











{15} Soit 
[image: formule] un complexe tel que 
[image: formule]. On pose 
[image: formule].



a)  Montrer que 
[image: formule] est un homéomorphisme du disque unité sur
lui-même.



b)  Soit 
[image: formule] et 
[image: formule] l'ensemble des complexes de module appartenant à

[image: formule]. Montrer qu'il existe un unique 
[image: formule] tel que 
[image: formule].







Pour alléger l'écriture nous munirons 
[image: formule] du produit scalaire réel défini par 
[image: formule]. En particulier pour 
[image: formule], on a 
[image: formule].



a)  Soit 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. 
[image: formule] est définie et continue sur le disque unité fermé

[image: formule] puisque 
[image: formule] ne contient pas 
[image: formule]. De plus pour 
[image: formule] on a

[image: formule]

donc

[image: formule]



Ainsi 
[image: formule].

Par ailleurs pour 
[image: formule] on a 
[image: formule] donc 
[image: formule] est bijective de réciproque 
[image: formule] qui est aussi continue et 
[image: formule] est un homéomorphisme du disque unité sur
lui-même.



b)  
[image: formule] est évidemment solution. Montrons que pour

[image: formule] et 
[image: formule] il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule].


[image: formule] Déjà si 
[image: formule] on a 
[image: formule] et donc 
[image: formule] ce qui montre que 
[image: formule].


[image: formule] Si 
[image: formule], pour tout 
[image: formule] on a 
[image: formule] et donc

[image: formule]

a le signe de 
[image: formule].

Lorsque 
[image: formule] décrit le cercle 
[image: formule], la valeur minimale de cette quantité est

[image: formule]



Or sur l'intervalle 
[image: formule] on a 
[image: formule] donc

[image: formule]

donc il existe 
[image: formule], de module 
[image: formule], tel que 
[image: formule].









{16} On définit, pour toute partie 
[image: formule] de 
[image: formule],

[image: formule]

Soit 
[image: formule].



a)  Montrer que, pour toute
partie 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule]



b) On suppose 
[image: formule] compacte, convexe, symétrique par rapport à
l'origine et d'intérieur non vide. Soit 
[image: formule]. On pose 
[image: formule]

    
[image: formule] Montrer que 
[image: formule] est un intervalle fermé de 
[image: formule], non majoré.

    
[image: formule] Montrer que 
[image: formule] si, et seulement si, 
[image: formule], avec égalité si, et seulement si, 
[image: formule].

    
[image: formule] Prouver que 
[image: formule].




a)  Soit 
[image: formule]. On a: 
[image: formule] 
[image: formule]



b)  Soit 
[image: formule] tel que 
[image: formule] contienne la boule fermée de centre 
[image: formule] et de rayon 
[image: formule].

i) Par hypothèse, 
[image: formule] est étoilé par rapport à 
[image: formule]. Si 
[image: formule] et 
[image: formule] sont dans 
[image: formule] avec 
[image: formule], on a donc 
[image: formule]. En particulier, 
[image: formule] implique 
[image: formule].

Si 
[image: formule], 
[image: formule] contient la boule fermée de centre 
[image: formule] et de rayon 
[image: formule]. Ainsi, si 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule] n'est pas vide.

Ce qui précède établit que 
[image: formule] est un intervalle non majoré de 
[image: formule]. La fermeture de 
[image: formule] dans 
[image: formule] et la continuité de 
[image: formule] montrent que 
[image: formule] est fermé dans 
[image: formule], ce qui achève la démonstration.

Nous noterons désormais 
[image: formule] de sorte que 
[image: formule].

 



ii) Grâce à i): 
[image: formule].

Si 
[image: formule] alors, pour tout 
[image: formule] de 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule]. Il en résulte que 
[image: formule] est adhérent à 
[image: formule] donc n'appartient pas à l'intérieur de

[image: formule].

Supposons 
[image: formule]. Si 
[image: formule], la définition de 
[image: formule] montre que 
[image: formule] est intérieur à 
[image: formule]. On considère désormais le cas où 
[image: formule], et il est recommandé au lecteur de faire un
dessin. Le convexe 
[image: formule] contient 
[image: formule] et la boule fermée 
[image: formule] de centre 
[image: formule] et rayon 
[image: formule] donc la réunion des segments joignant

[image: formule] à un point de 
[image: formule]. Mais tout point 
[image: formule] tel que 
[image: formule] s'écrit: 
[image: formule] avec 
[image: formule], et est donc dans 
[image: formule]. Ainsi 
[image: formule] contient la boule fermée de centre 
[image: formule] et de rayon 
[image: formule], et 
[image: formule] appartient à l'intérieur de 
[image: formule].

 



iii) L'inclusion de 
[image: formule] dans 
[image: formule] est évidente. Soit 
[image: formule] dans 
[image: formule]; montrons que 
[image: formule] n'est pas dans 
[image: formule]. On utilise alors le:

 



Théorème de séparation. Soient 
[image: formule] un convexe fermé non vide de l'espace euclidien

[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Il existe 
[image: formule] dans 
[image: formule] tel que 
[image: formule]: 
[image: formule]

 



(La preuve est facile et classique à l'aide du théorème de
projection sur un convexe fermé. Si 
[image: formule] est l'unique point de 
[image: formule] tel que 
[image: formule], on a: 
[image: formule] ( Condition d'angle obtus). On en déduit
aisément 
[image: formule] avec 
[image: formule]; géométriquement, ceci montre que l'hyperplan
médiateur de 
[image: formule] sépare 
[image: formule] et 
[image: formule].)

 



Revenons à l'exercice. On dispose de 
[image: formule] dans 
[image: formule] tel que: 
[image: formule] Soit 
[image: formule]. Puisque 
[image: formule] est voisinage de 
[image: formule], 
[image: formule] contient 
[image: formule] pour 
[image: formule] assez petit et 
[image: formule]. Posant 
[image: formule], on a aussitôt 
[image: formule] et 
[image: formule], d'où 
[image: formule].
 



Remarque. Par la même démonstration on montre plus
généralement le:
 



Théorème du bipolaire. Soient 
[image: formule] une partie non vide de l'espace euclidien

[image: formule] et 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] est l'adhérence de l'enveloppe convexe de

[image: formule].

 

Exercice résolu par G. Bulteau et I.
Gozard












{17}
Benjamin Schraen


Soient 
[image: formule] des vecteurs de l'espace euclidien 
[image: formule] et

[image: formule]





a)  Montrer que 
[image: formule] est fermé dans 
[image: formule].



b)  Montrer que 
[image: formule] est dans 
[image: formule] si et seulement si :

[image: formule]










a)  Faisons une récurrence
sur 
[image: formule].

Si 
[image: formule], le résultat est clair.

Supposons la propriété vraie à l'ordre 
[image: formule] ([image: formule]). Pour 
[image: formule], notons 
[image: formule] le cône positif engendré par 
[image: formule]. Par hypothèse de récurrence, les 
[image: formule] sont fermés. Nous distinguons deux cas :

Premier cas : 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] une suite d'éléments de 
[image: formule] convergeant vers 
[image: formule]: 
[image: formule] avec 
[image: formule] et 
[image: formule]. La suite 
[image: formule] est majorée (sinon, on pourrait en extraire une
suite 
[image: formule] tendant vers 
[image: formule] et 
[image: formule] appartiendrait à 
[image: formule]). On peut donc extraire de la suite 
[image: formule] une suite 
[image: formule] qui converge vers 
[image: formule]. La suite 
[image: formule] est donc convergente vers 
[image: formule] et 
[image: formule] appartient bien à 
[image: formule].

Deuxième cas : 
[image: formule]. Il existe donc des réels positifs 
[image: formule] tels que 
[image: formule] avec tous les 
[image: formule] et 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] : 
[image: formule]. Posons

[image: formule]

On a alors 
[image: formule] avec 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] et 
[image: formule], de sorte que 
[image: formule]. On a ainsi montré que 
[image: formule] ce qui prouve que 
[image: formule] est fermé.



b)  Notons 
[image: formule]. Il est alors clair que 
[image: formule].

Montrons qu'il y a égalité. Soit 
[image: formule] et, 
[image: formule] étant un convexe fermé, 
[image: formule] son projeté sur 
[image: formule]. En fait si 
[image: formule], 
[image: formule] étant inclus dans 
[image: formule], 
[image: formule] est orthogonal � 
[image: formule], et il en est évidemment de même si 
[image: formule]. On a donc toujours 
[image: formule]. Si donc 
[image: formule],


[image: formule]

donc 
[image: formule]. Or 
[image: formule], car 
[image: formule]. Donc, 
[image: formule] et on peut bien en conclure que 
[image: formule].

Ainsi 
[image: formule] signifie exactement 
[image: formule], c'est-�-dire 
[image: formule].

 

Exercice résolu par I. Gozard










{19} Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] une bijection continue de 
[image: formule] sur 
[image: formule].



a)  Montrer qu'il existe une
application continue 
[image: formule] de 
[image: formule] dans 
[image: formule] telle que:

[image: formule]





b)  Montrer que 
[image: formule] est une bijection de 
[image: formule] sur 
[image: formule].







a)  Notons 
[image: formule] l'application définie par 
[image: formule]. On sait, d'après le cours, que 
[image: formule] induit un homéomorphisme (c'est-à-dire une
application continue bijective dont la réciproque est continue) de

[image: formule] sur 
[image: formule].

Puisque 
[image: formule], on en déduit que, pour tout 
[image: formule], 
[image: formule] induit un homéomorphisme 
[image: formule].

Ceci montre que si 
[image: formule] est une application continue non surjective, il
existe 
[image: formule] continue telle que 
[image: formule].

 

Comme l'application 
[image: formule] induit des applications non surjectives de

[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule], il existe 
[image: formule] et 
[image: formule] continues telle que 
[image: formule] et 
[image: formule].

Définissons alors 
[image: formule] par


[image: formule]

puis 
[image: formule] pour tout 
[image: formule] et 
[image: formule]. 
[image: formule] est continue et vérifie bien 
[image: formule].



b)  Soit 
[image: formule] la réciproque de 
[image: formule] et 
[image: formule] continue telle que 
[image: formule]

Pour tout 
[image: formule] on a

[image: formule]

soit 
[image: formule]. Donc il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule] et de même il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule]. La première relation montre que 
[image: formule] est injective, la seconde qu'elle est
surjective.

 

Exercice résolu par I. Gozard












{20} Soit 
[image: formule] telle que 
[image: formule] Montrer que pour tout compact 
[image: formule] de 
[image: formule] on a 
[image: formule]

Philippe Clarisse








Pour 
[image: formule] fixé, appelons 
[image: formule] l'application continue de 
[image: formule] dans 
[image: formule] : 
[image: formule].

Soit 
[image: formule] et, pour 
[image: formule], soit le fermé 
[image: formule]. On traduit alors l'hypothèse 
[image: formule] par le fait que, pour 
[image: formule], 
[image: formule]. Ainsi 
[image: formule]. Le théorème de Baire (qui n'est pas au programme
mais qu'il vaut mieux connaître...) s'applique à la partie fermée

[image: formule] de l'espace complet 
[image: formule] et nous dit alors qu'au moins un des 
[image: formule], qu'on notera 
[image: formule], est d'intérieur non vide. On a donc 
[image: formule] et 
[image: formule] tels que
 




[image: formule]



 



Soit alors 
[image: formule], on peut écrire pour 
[image: formule]:

 


[image: formule]



 

De cette ligne, on conclut facilement à l'uniforme continuité de

[image: formule] sur 
[image: formule] en utilisant celle déjà connue sur 
[image: formule].
 



Prouvons maintenant la propriété demandée en raisonnant par
l'absurde. Soit un compact 
[image: formule] de 
[image: formule] en niant la propriété à démontrer:

 


[image: formule]



 



on obtient 
[image: formule] tel que

 


[image: formule]



 



D'après le théorème de Bolzano-Weirstrass, on peut extraire de la
suite 
[image: formule] une suite convergente de limite 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] cette suite et 
[image: formule]. On a en reportant:


[image: formule]


[image: formule]



ce qui conduit à une contradiction car le premier morceau tend vers
zéro à cause de l'uniforme continuité sur 
[image: formule] tandis que le second tend aussi vers zéro en
utilisant l'énoncé.



Remarque. Une variante de cet exercice pourrait
être: Soit 
[image: formule] telle que, pour tout 
[image: formule], la fonction 
[image: formule] soit bornée sur 
[image: formule]. Montrer que, pour tout compact 
[image: formule] de 
[image: formule], la fonction 
[image: formule] est bornée sur 
[image: formule].

Il suffit d'introduire les fermés 
[image: formule] et de raisonner comme ci-dessus.

 

Exercice résolu par G. Dospinescu












{21} Soit 
[image: formule]. Évaluer le nombre de zéros de 
[image: formule].






La fonction 
[image: formule] est paire et de classe 
[image: formule] en dehors de 
[image: formule] et de 
[image: formule]. Calculons sa dérivée 
[image: formule]. On émet l'hypothèse de récurrence que

[image: formule]



 

Elle entraîne que

[image: formule]

Par conséquent,

 


[image: formule]



 



On a 
[image: formule], 
[image: formule]. Par récurrence, le degré de 
[image: formule] est, pour 
[image: formule], égal à 
[image: formule]. En effet, le coefficient de 
[image: formule] dans 
[image: formule] étant 
[image: formule], celui de 
[image: formule] dans 
[image: formule] est 
[image: formule]. De plus, 
[image: formule] a la parité de 
[image: formule].

Remarquons en outre que, si l'on pose 
[image: formule], on a, par un calcul formel,

[image: formule]

Nous allons à présent calculer par récurrence le nombre

[image: formule] des racines réelles de 
[image: formule] et, simultanément, le nombre 
[image: formule] de racines imaginaires pures non nulles, en
ajoutant dans l'hypothèse de récurrence que 
[image: formule] (autrement dit que toutes les racines de

[image: formule] sont réelles ou imaginaires pures), que les
racines strictement positives de 
[image: formule] sont strictement plus grandes que 
[image: formule] et que 
[image: formule] ne s'annule en 
[image: formule] que si 
[image: formule] est impair.
 




[image: formule] Supposons 
[image: formule] impair et montrons alors que 
[image: formule]. Puisque 
[image: formule] est impair, 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] les racines de 
[image: formule] qui sont 
[image: formule]. La fonction 
[image: formule] s'annule en les mêmes points, tend vers

[image: formule] en 
[image: formule] et en 
[image: formule] donc, d'après le théorème de Rolle évidemment
généralisé, s'annule en 
[image: formule] points strictement plus grands que 
[image: formule]. Par parité, 
[image: formule]. D'un autre côté, posons 
[image: formule]. Par hypothèse de récurrence, 
[image: formule]. La fonction 
[image: formule] s'annule aussi en 
[image: formule] par imparité et tend vers 
[image: formule] en 
[image: formule], donc 
[image: formule] s'annule en 
[image: formule] réels 
[image: formule], et donc 
[image: formule] aussi. Il en résulte que 
[image: formule] admet au moins 
[image: formule] racines imaginaires pures.

Comme 
[image: formule], on a 
[image: formule] et 
[image: formule].
 




[image: formule] Supposons 
[image: formule] pair et montrons alors que 
[image: formule]. Puisque 
[image: formule] est pair, 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] les racines de 
[image: formule] qui sont 
[image: formule]. La fonction 
[image: formule] s'annule en les mêmes points, tend vers

[image: formule] en 
[image: formule] et en 
[image: formule] donc, d'après le théorème de Rolle, s'annule en

[image: formule] points strictement plus grands que 
[image: formule]. Comme d'autre part 
[image: formule] s'annule en 
[image: formule], 
[image: formule]. D'un autre côté, posons 
[image: formule]. Par hypothèse de récurrence, 
[image: formule]. La fonction 
[image: formule] tend vers 
[image: formule] en 
[image: formule], donc 
[image: formule] s'annule en 
[image: formule] réels 
[image: formule], et donc 
[image: formule] aussi. Il en résulte que 
[image: formule] admet au moins 
[image: formule] racines imaginaires pures.

Comme 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule].
 




[image: formule] Pour terminer le calcul, on constate que

[image: formule], donc 
[image: formule] et 
[image: formule]. On a aussi 
[image: formule].









{22} a)  Soit

[image: formule] continue de 
[image: formule] dans 
[image: formule], et 
[image: formule] tel que 
[image: formule] (itérée n-ième de 
[image: formule]) soit bornée. Montrer qu'alors 
[image: formule] ou 
[image: formule] est bornée.



b)  Soit 
[image: formule]. Trouver 
[image: formule] de 
[image: formule] dans 
[image: formule] continue telle que 
[image: formule] soit non bornée et que 
[image: formule] soit bornée.




a)  Notons d'abord, si

[image: formule] est une fonction continue de 
[image: formule] dans 
[image: formule] et 
[image: formule] un intervalle borné, que 
[image: formule] est borné; en effet 
[image: formule] est contenu dans un segment 
[image: formule] donc 
[image: formule] est contenu dans le segment 
[image: formule]. On a alors le:

 



Lemme. Soit 
[image: formule] une application continue de 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Les conditions suivantes sont équivalentes:


[image: formule] 
[image: formule] est bornée;


[image: formule] les trois conditions suivantes sont
réalisées:

 i) 
[image: formule] est majorée;

 ii) 
[image: formule] est minorée;

 iii) l'un au moins des deux intervalles 
[image: formule], 
[image: formule] est borné.

 



Preuve. 
[image: formule] 
[image: formule] 
[image: formule]. Supposons 
[image: formule] et, pour fixer les idées, 
[image: formule] borné. Alors 
[image: formule] est borné. Par ailleurs il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule] d'où 
[image: formule]; il s'ensuit que 
[image: formule] est contenu dans la réunion de deux intervalles
bornés, donc est borné.


[image: formule] 
[image: formule] 
[image: formule]. Supposons l'une au moins des conditions i), ii)
ou iii) non réalisée, montrons que 
[image: formule] n'est pas borné.


[image: formule] Premier cas : 
[image: formule] n'est pas majoré. Puisque 
[image: formule] est un intervalle, il existe 
[image: formule] tel que 
[image: formule], d'où 
[image: formule]. Mais 
[image: formule] est non borné et réunion de 
[image: formule] et du segment 
[image: formule]; donc 
[image: formule] n'est pas borné et 
[image: formule] non plus.


[image: formule] Deuxième cas : 
[image: formule] n'est pas minoré. Une preuve analogue montre que

[image: formule] n'est pas minoré.


[image: formule] Troisième cas : 
[image: formule] est majoré non minoré, 
[image: formule] est minoré non majoré. Il existe alors

[image: formule] tel que 
[image: formule], et une preuve analogue à la précédente montre
que 
[image: formule] n'est pas majoré, donc que 
[image: formule] non plus. (On montrerait d'ailleurs de même que

[image: formule] n'est pas minoré.)

 



On peut alors conclure. Supposons 
[image: formule] non bornée, fixons 
[image: formule] et montrons que 
[image: formule] ([image: formule] fois) n'est pas bornée.
Si i) (resp. ii)) n'est pas réalisée, une preuve analogue à celle
du lemme montre que 
[image: formule] n'est pas majorée (resp. 
[image: formule] n'est pas minorée). Si i) et ii) sont réalisées
et si 
[image: formule] (resp. 
[image: formule]) n'est pas minorée (resp. pas majoré), on
établit, toujours avec le même type d'arguments, que:

- si 
[image: formule] est pair, 
[image: formule] (resp. 
[image: formule]) n'est pas majoré (resp. pas minoré);

- si 
[image: formule] est impair, 
[image: formule] (resp. 
[image: formule]) n'est pas minoré (resp. pas majoré).



b)  Fixons 
[image: formule]. Soit 
[image: formule] l'unique fonction de 
[image: formule] dans 
[image: formule] vérifiant les conditions suivantes:

 - si 
[image: formule], 
[image: formule],

 - si 
[image: formule], 
[image: formule],

 - si 
[image: formule], 
[image: formule],

 - si 
[image: formule], 
[image: formule].

Il est recommandé au lecteur de faire un dessin. La continuité de

[image: formule] est immédiate. On vérifie d'autre part:

- 
[image: formule] si 
[image: formule],

- 
[image: formule].

Il s'ensuit que 
[image: formule] n'est pas bornée mais que 
[image: formule] l'est.









{23} Soit 
[image: formule], 
[image: formule] un entier supérieur ou égal à 2. Soit

[image: formule] telle que 
[image: formule]. On considère l'équation fonctionnelle en
l'inconnue 
[image: formule]

[image: formule]





a)  Soit 
[image: formule] une solution; montrer que 
[image: formule]



b)  On considère la
condition 
[image: formule].

Montrer que l'équation admet au plus une solution vérifiant la
condition 
[image: formule].



c)  Soit 
[image: formule] une solution de l'équation qui vérifie

[image: formule], soit 
[image: formule] telle que, 
[image: formule] 
[image: formule]. On définit une suite de fonctions par

[image: formule]

Montrer que la suite 
[image: formule] converge simplement vers 
[image: formule].



d)  Existence et calcul de

[image: formule]



François Charles








a)  Montrons par récurrence
sur 
[image: formule] que l'on a, pour tout 
[image: formule] et pour tout réel positif x,

[image: formule]

.

Pour 
[image: formule], il suffit de remarquer que 
[image: formule].

Si le résultat est vrai pour 
[image: formule], alors on a

[image: formule]





ce qui prouve le résultat pour 
[image: formule].

Faisant tendre 
[image: formule] vers 
[image: formule], on trouve bien 
[image: formule].



b)  Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] deux solutions de l'équation qui vérifient

[image: formule]. Alors 
[image: formule] vérifie 
[image: formule]. En outre, on a, pour 
[image: formule], 
[image: formule]. Supposons 
[image: formule]. Le théorème des accroissements finis permet
d'écrire 
[image: formule], d'où, grace à la question précédente,

[image: formule], d'où, par récurrence sur 
[image: formule], 
[image: formule] pour tout entier positif 
[image: formule]. La condition 
[image: formule], vérifiée par 
[image: formule], impose alors 
[image: formule], soit 
[image: formule], ce qui est le résultat désiré.



c)  Une récurrence immédiate
montre que 
[image: formule]. La convergence simple de la suite 
[image: formule] en découle immédiatement, les suites 
[image: formule] étant croissantes et bornées. Soit 
[image: formule] la limite simple en question. En faisant tendre

[image: formule] vers 
[image: formule] dans l'égalité 
[image: formule] il vient 
[image: formule] ce qui prouve que 
[image: formule] est solution de l'équation fonctionnelle étudiée.
En outre, de 
[image: formule], on déduit que 
[image: formule] vérifie la condition 
[image: formule] puisque 
[image: formule] la vérifie. La question précédente montre alors
que 
[image: formule], ce qui est le résultat cherché.



d)  La question revient à
étudier la limite de la suite 
[image: formule], où l'on définit la suite de fonctions

[image: formule] par 
[image: formule] et, pour 
[image: formule], 
[image: formule]. Cela nous place dans les conditions de l'étude
précédente, avec 
[image: formule], 
[image: formule], 
[image: formule] et 
[image: formule]. Si l'on pose 
[image: formule], 
[image: formule] vérifie l'équation fonctionnelle de l'énoncé,
satisfait à la condition 
[image: formule], et l'on a bien 
[image: formule] La question précédente montre alors que la suite

[image: formule] converge vers 
[image: formule].









{24} Soit 
[image: formule] une suite de réels telle que, pour toute suite

[image: formule] de réels positifs tendant vers 0, la série

[image: formule] converge. Montrer que la série 
[image: formule] converge.
Gabriel Dospinescu






Commençons par traiter le cas particulier

[image: formule] grâce au lemme suivant:

Soit 
[image: formule] une série à termes positifs qui diverge. Il
existe alors une suite de réels positifs 
[image: formule] convergeant vers 0 telle que la série

[image: formule] diverge.




On définit par récurrence sur

[image: formule] l'entier 
[image: formule] en posant 
[image: formule] et si 
[image: formule], 
[image: formule]. On pose alors pour 
[image: formule] entier tel que 
[image: formule], 
[image: formule]. On constate que 
[image: formule] et l'inégalité 
[image: formule] montre que la série 
[image: formule] diverge.




Etablissons alors le résultat demandé en prouvant plus précisément
que, sous les hypothèses de l'énoncé, la série 
[image: formule] converge absolument. D'après le lemme, il s'agit
de prouver que si 
[image: formule] converge vers 0, la série 
[image: formule] converge. Pour cela, on pose 
[image: formule] de telle sorte que 
[image: formule]. Les suites 
[image: formule] et 
[image: formule] convergent vers 0, d'où l'on déduit la
convergence des séries 
[image: formule] et 
[image: formule] et, finalement, celle de la série 
[image: formule].








{25} Pour 
[image: formule], 
[image: formule], on note 
[image: formule] le plus grand nombre premier divisant

[image: formule]. Etudier la convergence de la série 
[image: formule].


Solution d'Ivan Gozard






On note 
[image: formule] la suite des nombres premiers rangés dans l'ordre
croissant: 
[image: formule] 
[image: formule] 
[image: formule]... On pose pour chaque 
[image: formule]:

[image: formule]



Montrons par récurrence sur 
[image: formule] la propriété 
[image: formule]: ``[image: formule]".

- 
[image: formule] est vraie car 
[image: formule].

- Supposons 
[image: formule] vraie, soit 
[image: formule]. Comme 
[image: formule] et 
[image: formule] sont impairs, 
[image: formule]; donc 
[image: formule], et 
[image: formule] est vraie.

Par ailleurs on sait que 
[image: formule]. Donc pour tout 
[image: formule], on a:

[image: formule]


[image: formule]

Or 
[image: formule], on a: 
[image: formule], d'où en intégrant:

[image: formule]

Donc pour tout 
[image: formule], on a:

[image: formule]

d'où 
[image: formule]. Par conséquent, pour tout 
[image: formule]:

[image: formule]

Or la série 
[image: formule] converge. Donc la série 
[image: formule] est convergente; il en est de même de la série

[image: formule]



Pour chaque 
[image: formule], la série géométrique 
[image: formule] de raison 
[image: formule] converge et a pour somme 
[image: formule]. Donc pour tout 
[image: formule],

[image: formule]



Soit 
[image: formule]. Lorsque l'entier 
[image: formule] est tel que 
[image: formule], dans la décomposition en produit de facteurs
premiers de 
[image: formule], tous les facteurs sont au plus égaux à

[image: formule], donc 
[image: formule] s'écrit 
[image: formule] où 
[image: formule]. La réciproque (si 
[image: formule] est de cette forme, alors 
[image: formule]) est évidente. Par conséquent

[image: formule]



Ce qui précède vaut pour tout 
[image: formule]. Donc la série à termes positifs étudiée

[image: formule] est convergente, et

[image: formule]

 



Bibliographie:

Dans réponse R 440, par Bernard Randé, R.M.S.
volume 113/4, pages 442--444, on trouvera l'étude de la nature de
la série 
[image: formule] selon 
[image: formule].

 

Exercice résolu par G. Dospinescu et G.
Bulteau












{27} Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] deux réels tels que 
[image: formule] et 
[image: formule] l'anneau des fonctions polynomiales à
coefficients entiers sur 
[image: formule]. A quelle condition 
[image: formule] est-il dense dans 
[image: formule]?




Notons 
[image: formule]; 
[image: formule] est une 
[image: formule]-algèbre normée. On identifiera les polynômes de

[image: formule] aux fonctions polynomiales de 
[image: formule] dans 
[image: formule] qu'ils induisent. Ainsi 
[image: formule] sera-t-il considéré comme une partie de

[image: formule]. On se propose d'établir l'équivalence

[image: formule]




[image: formule]


On établit la contraposée en supposant que 
[image: formule]. On considère 
[image: formule] et on définit 
[image: formule], 
[image: formule]. On a clairement 
[image: formule]. Cependant 
[image: formule] est continue (de norme 1) et 
[image: formule] est fermé. Donc 
[image: formule] et 
[image: formule] n'est pas dense dans 
[image: formule].


[image: formule]


On suppose 
[image: formule] et on montre que 
[image: formule] est dense dans 
[image: formule]. Un changement de variable 
[image: formule] avec 
[image: formule], permet de se ramener à 
[image: formule]. Les opérations 
[image: formule] étant continues sur l'algèbre 
[image: formule], 
[image: formule] est un sous-anneau de 
[image: formule]. Notons 
[image: formule] l'ensemble des réels 
[image: formule] tels que la fonction constante 
[image: formule] appartienne à 
[image: formule]: 
[image: formule] est clairement un sous-anneau fermé de

[image: formule], et puisque 
[image: formule], 
[image: formule]. Supposons prouvé que 
[image: formule]. D'après le théorème de Weierstrass, on a

[image: formule]. Donc 
[image: formule]. Il nous suffit donc pour conclure de montrer que

[image: formule].
Si 
[image: formule] est un sous-anneau de 
[image: formule], fermé et non réduit à 
[image: formule], alors 
[image: formule].


Soit 
[image: formule] et 
[image: formule]. On a 
[image: formule] et 
[image: formule]. Ainsi le sous-groupe 
[image: formule] n'est pas discret et, comme il est fermé,

[image: formule].




Il nous suffit donc pour conclure d'établir l'existence dans

[image: formule] d'une fonction constante non entière. Pour cela
on utilisera le lemme suivant

Soit 
[image: formule] vérifiant 
[image: formule]. Posons 
[image: formule]. On a 
[image: formule] et 
[image: formule].


La première assertion est triviale.
Montrons donc que 
[image: formule]. Comme 
[image: formule], on a 
[image: formule] dans 
[image: formule]. Comme 
[image: formule] est un sous-anneau qui contient 
[image: formule], il contient les sommes partielles de cette série
et, par passage à la limite uniforme, 
[image: formule].




Définissons par récurrence la suite 
[image: formule] d'applications de 
[image: formule] dans 
[image: formule] par 
[image: formule] et pour 
[image: formule], 
[image: formule]. Le lemme ci-dessus montre que chaque

[image: formule] est dans 
[image: formule]. Posons 
[image: formule] et vérifions que la suite 
[image: formule] converge uniformément vers la fonction constante

[image: formule]. On observe que 
[image: formule] est point fixe de 
[image: formule] donc de chaque fonction 
[image: formule]. Ainsi, pour 
[image: formule] et 
[image: formule],
[image: formule]

Donc par une récurrence immédiate,

[image: formule]

Ainsi, 
[image: formule] converge uniformément vers 
[image: formule] et la fonction 
[image: formule] appartient à 
[image: formule].

Note On trouvera dans "Approximation par des
polynômes à coefficients entiers" de Hervé Pépin et Nicolas
Tosel (RMS 114-1), des indications pour des preuves légèrement
différentes. Dans l'exercice 2, il est proposé de montrer que

[image: formule] en exploitant la formule 
[image: formule] et dans l'exercice 3, on arrive au même résultat
en étudiant les itérées de la fonction 
[image: formule].

 

Exercice résolu par G. Dospinescu










{28} a)  Soit

[image: formule] l'espace des fonctions continues de 
[image: formule] dans 
[image: formule] muni de la norme de la convergence uniforme et,
pour 
[image: formule]:

[image: formule]

Montrer, si 
[image: formule], qu'il existe une unique 
[image: formule] telle que 
[image: formule]. Montrer que 
[image: formule] est un homéomorphisme de 
[image: formule] sur lui-même.



b)  Généralisation.
Soient 
[image: formule] un espace métrique compact, 
[image: formule] l'espace des fonctions continues de 
[image: formule] dans 
[image: formule] que l'on munit de la norme de la convergence
uniforme, 
[image: formule] la fonction constante égale à 1 et 
[image: formule] un endomorphisme de 
[image: formule] possédant les propriétés suivantes:

i) 
[image: formule],

ii) 
[image: formule], 
[image: formule].

Soit 
[image: formule]. Montrer que la suite 
[image: formule] converge uniformément vers 0 sur 
[image: formule], puis que 
[image: formule] est un homéomorphisme de 
[image: formule] sur lui-même.








a)  Soient 
[image: formule] et 
[image: formule] dans 
[image: formule], et 
[image: formule] l'élément de 
[image: formule] défini par: 
[image: formule] L'application 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] sur 
[image: formule] et l'équation 
[image: formule] équivaut à 
[image: formule]: 
[image: formule]. La résolution de 
[image: formule] par variation de la constante donne, compte-tenu
de 
[image: formule]:

[image: formule]

Il en résulte:

[image: formule]

Inversement, l'application 
[image: formule] définie par 
[image: formule] appartient à 
[image: formule] et vérifie 
[image: formule].

On a ainsi prouvé que 
[image: formule] est une bijection de 
[image: formule] sur lui-même, trivialement linéaire. La
continuité de 
[image: formule] vient de celle de 
[image: formule], elle-même conséquence de la majoration triviale:

[image: formule]

Quant à la continuité de 
[image: formule], elle découle de 
[image: formule], qui fournit aisément:

[image: formule]

soit 
[image: formule] i.e. 
[image: formule].



b)  Observons que la
propriété i) et la linéarité de 
[image: formule] impliquent:

[image: formule]

Soit 
[image: formule]. De 
[image: formule] on déduit alors, par applications successives de

[image: formule]:
[image: formule]

Sommant toutes ces égalités et utilisant la positivité des

[image: formule], on en tire:

[image: formule]

D'où

[image: formule]

Cet encadrement fournit la convergence uniforme de 
[image: formule] vers 0 sur 
[image: formule].

Montrons maintenant la continuité de 
[image: formule]. Si 
[image: formule], l'encadrement:

[image: formule]

et 
[image: formule] impliquent: 
[image: formule], d'où: 
[image: formule], et la continuité de 
[image: formule], donc celle de 
[image: formule].

L'idée essentielle de la suite est d'inverser 
[image: formule] par la formule de la progression géométrique.
Montrons donc, si 
[image: formule], la convergence uniforme sur 
[image: formule] de: 
[image: formule]. On part de:

[image: formule]



On en déduit, si 
[image: formule] et 
[image: formule]:


[image: formule]

Mais 
[image: formule]. La première partie de la question entraîne alors
que la série de fonctions 
[image: formule] vérifie le critère de Cauchy uniforme sur

[image: formule], donc y converge uniformément. D'autre part:


[image: formule]



Posons alors, pour 
[image: formule]: 
[image: formule]. Ce qui précède établit que 
[image: formule] est un endomorphisme continu de 
[image: formule].



Reste à voir que 
[image: formule]. Mais, si 
[image: formule]:

[image: formule]

Ainsi 
[image: formule]. L'autre relation se prouve de même, ce qui
achève de prouver que 
[image: formule] est un homéomorphisme de 
[image: formule] sur lui-même d'inverse 
[image: formule].

 

Exercice résolu par G. Dospinescu










{29} Soit 
[image: formule] de classe 
[image: formule]. On pose, pour 
[image: formule], 
[image: formule].



a)  Montrer que 
[image: formule] tend vers 0 quand 
[image: formule] tend vers 
[image: formule] et donner un développement asymptotique à un
terme de 
[image: formule].



b)  Montrer l'existence de

[image: formule].



c)  On suppose que

[image: formule] est un voisinage de 0. Montrer que

[image: formule]

quand 
[image: formule] tend vers 
[image: formule].



d)  Donner un développement
asymptotique de 
[image: formule] dans le cas où 
[image: formule] est de classe 
[image: formule], 
[image: formule], 
[image: formule] sur 
[image: formule].






a)  Effectuons une
intégration par parties en dérivant 
[image: formule] et en intégrant 
[image: formule], on obtient

[image: formule]

ce qui nous donne la majoration

[image: formule]

On a donc 
[image: formule], et donc 
[image: formule].

La formule précédente peut encore s'écrire

[image: formule]

Mais 
[image: formule] est de classe 
[image: formule], et une intégration par parties montre comme
précédemment que 
[image: formule] si bien que l'on a le développement asymptotique

[image: formule]





b)  Posons 
[image: formule] avec 
[image: formule]; en effectuant le changement de variable

[image: formule] puis une intégration par parties, on obtient

[image: formule]

La fonction 
[image: formule] étant intégrable au voisinage de 
[image: formule], l'intégrale 
[image: formule] admet une limite quand 
[image: formule] tend vers 
[image: formule], et comme le crochet admet évidemment une limite
en 
[image: formule], 
[image: formule] admet une limite quand 
[image: formule] tend vers 
[image: formule] et donc l'intégrale impropre 
[image: formule] converge. Par parité, il en est de même de
l'intégrale impropre 
[image: formule], et comme la fonction est continue sur

[image: formule], l'intégrale impropre 
[image: formule] est convergente (bien que la fonction ne soit pas
intégrable).



c)  Posons 
[image: formule]. On a alors
[image: formule]

Le premier terme admet pour limite 
[image: formule] lorsque 
[image: formule] tend vers 
[image: formule] puisque 
[image: formule] et 
[image: formule]. Il reste donc à montrer que le deuxième terme
tend vers 0 en tenant compte de ce que 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] et de 
[image: formule]. Posons alors 
[image: formule]. On sait que 
[image: formule] est de classe 
[image: formule] et on a en effectuant une intégration par parties

[image: formule]

ce qui montre que 
[image: formule]. On a donc

[image: formule]

et donc 
[image: formule].



d)  Il s'agit de la
classique mais délicate méthode de la phase stationnaire, pour
laquelle nous renverrons par exemple au Calcul
Infinitésimal de Jean Dieudonné, éd. Hermann.








{30} Soit 
[image: formule], 
[image: formule]-périodique, et 
[image: formule] la suite de ses coefficients de Fourier. On
suppose la suite 
[image: formule] positive. Montrer que 
[image: formule] est somme de sa série de Fourier.

Ind. On pourra introduire 
[image: formule], pour 
[image: formule].





La série 
[image: formule] est convergente puisque la suite 
[image: formule] est bornée. Calculons la somme de cette
série:


[image: formule]



L'intégration "terme à terme" est justifiée par la convergence
normale de la série sur le segment 
[image: formule]. D'autre part:

[image: formule]



De sorte que:


[image: formule]



La fonction 
[image: formule] est positive et, en prenant pour 
[image: formule] la fonction constante égale à 1 dans le calcul
précédent, on trouve 
[image: formule]. On en déduit


[image: formule]



On a donc pour tout 
[image: formule] et tout 
[image: formule], 
[image: formule] puis 
[image: formule] ce qui prouve la convergence de la série

[image: formule].

Posons pour terminer 
[image: formule]. Comme cette série est normalement convergente
par rapport à 
[image: formule], la fonction 
[image: formule] est continue et 
[image: formule] pour tout 
[image: formule]. Il en résulte que 
[image: formule], soit encore:


[image: formule]



 

Exercice résolu par G. Dospinescu












{31}Soient 
[image: formule] une application de classe 
[image: formule] de 
[image: formule] dans 
[image: formule] et 
[image: formule]. On suppose que: 
[image: formule], 
[image: formule]. Montrer que 
[image: formule] a au moins un point critique sur 
[image: formule].








Nous allons établir la propriété à l'aide d'un théorème de
relèvement 
[image: formule] en plusieurs variables.[image: formule] Un théorème de relèvement

[image: formule]:
Soit 
[image: formule] une application de classe 
[image: formule]. Il existe 
[image: formule] de classe 
[image: formule], unique à un multiple entier de 
[image: formule] près, telle que 
[image: formule].


Preuve On peut déjà appliquer le théorème du
relèvement 
[image: formule] à 
[image: formule] qui s'écrit ainsi sous la forme 
[image: formule] avec 
[image: formule] de classe 
[image: formule].

Posons, pour 
[image: formule], 
[image: formule]. On vérifie aisément que 
[image: formule] est continue, dérivable par rapport à

[image: formule] et que la dérivée de 
[image: formule] par rapport à 
[image: formule] est nulle donc on a


[image: formule]

ce qui donne 
[image: formule].

Comme 
[image: formule] est un difféomorphisme local (le jacobien de
l'application : 
[image: formule], qui vaut 
[image: formule], ne s'annule pas) pour tout 
[image: formule] il existe un voisinage 
[image: formule] de 
[image: formule] et un voisinage 
[image: formule] de 
[image: formule] tel que 
[image: formule] soit un 
[image: formule]-difféomorphisme. Dans 
[image: formule] on a alors 
[image: formule] qui est 
[image: formule].

L'unicité à 
[image: formule] près est évidente puisque 
[image: formule] est connexe par arcs.


[image: formule] Venons-en à l'exercice.

Considérons 
[image: formule] que l'on suppose ne pas s'annuler sur le disque
ouvert 
[image: formule]. Alors 
[image: formule] ne s'annule pas sur 
[image: formule] et on peut lui appliquer le théorème de
relèvement précédent. Il existe 
[image: formule] de classe 
[image: formule] telle que

[image: formule]

En particulier sur le cercle unité on a, en posant 
[image: formule],

[image: formule]

soit

[image: formule]

Comme 
[image: formule] est continue et 
[image: formule] discret, on en déduit que 
[image: formule] est constante. En particulier on doit avoir

[image: formule]

ce qui est absurde.

Remarque L'énoncé de l'exercice reste exact si
on suppose seulement 
[image: formule] de classe 
[image: formule]. Il suffit en effet d'appliquer à la fonction

[image: formule] ci-dessus le théorème de relèvement continu (qui
est valide mais plus difficile à prouver) au lieu du théorème de
relèvement 
[image: formule].
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