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Prefacio

A légica formal é um dos fundamentos do pensamento
cientifico. Ela oferece uma linguagem precisa para anali-
sar proposicoes, conceitos, inferéncias e demonstragoes,
criando assim ferramentas de importancia central para
a matematica, a informatica, a filosofia, a linguistica e
muitas outras disciplinas. Quem compreende as relagoes
légicas adquire nao apenas uma compreensao mais pro-
funda dos sistemas formais, mas também da estrutura
dos argumentos e dos proprios limites da inferéncia.

Este livro pretende oferecer uma introducdo compre-
ensivel e, a0 mesmo tempo, sistematica a logica formal.
Ele se dirige a leitoras e leitores que desejam estudar
procedimentos l6gicos de maneira bésica ou aprofundada,
acompanhando-os desde os primeiros conceitos da légica
proposicional, passando pela légica de predicados, até as
légicas modais e algumas légicas nao cléssicas seleciona-
das. Da-se especial importancia a introduzir os temas
nao apenas de modo formal, mas também a torna-los
visiveis em suas relacbes mutuas.
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No centro deste livro nao estd apenas o aprendizado de
defini¢oes e teoremas, mas o desenvolvimento de uma com-
preensao sélida dos métodos légicos. Por isso, conceitos
centrais como sintaxe, semantica, modelo, consequéncia,
equivaléncia e forma normal sdo construidos cuidado-
samente e complementados por exemplos, exercicios e
solucoes. O percurso vai dos fundamentos da inferéncia
formal, passando por procedimentos algoritmicos como
resolucdo e SAT-solvers, até temas mais avangados como
teoria de Herbrand, légica descritiva, légica epistémica,
logica fuzzy, l6gica default e programacao em conjuntos
de respostas.

O livro segue uma abordagem didética que combina
precisao formal com desenvolvimento gradual. Muitas
secoes sao elaboradas de modo a apresentar nao apenas
resultados isolados, mas também sua motivacdo, seu
significado e suas aplicagbes. Assim, a légica nao deve
aparecer como uma colecao de regras isoladas, mas como
uma area coerente, dotada de uma estrutura interna clara
e de grande alcance pratico.

Meus agradecimentos vao a todas as pessoas que
contribuiram para a elaboracao deste livro com sugestoes,
comentarios e observagoes criticas. Agradeco igualmente
as leitoras e aos leitores que se dispoem a empreender
esta jornada pela logica formal, por vezes exigente, mas
recompensadora. Comentarios, corre¢es e propostas de
melhoria sdo sempre bem-vindos, pois ajudam a tornar o
livro mais preciso e melhor.

Desejo uma leitura proveitosa e estimulante.



Sumério

Lucien Sina

0.1 Introducao e visao geral

A légica é a disciplina que investiga sistematicamente
o raciocinio inferencial. No centro estdo as linguagens
formais (sintaxe), que estabelecem as regras para a
formagao de expressées bem formadas, e as semanticas,
que atribuem significado a essa sintaxe. Com essas
ferramentas, questoes relativas a verdade, a consequéncia,
légica e a representagdo do conhecimento podem ser
formuladas e analisadas com precisdo. Uma légica fornece,
assim, tanto uma descri¢ao de quais expressoes sao validas
quanto um modelo de como as proposi¢oes devem ser
interpretadas em relacdo a estruturas — os chamados
modelos.

0.1.1 Motivagao e relevancia

O estudo da légica é central por varias razdes. Por um
lado, a légica constitui a base formal da mateméatica
e de muitas dreas da informatica. Conceitos como
algoritmo, computabilidade e complexidade estao his-
toricamente estreitamente ligados a logica formal; sua
formacao conceitual e suas técnicas de demonstracao
sdo fundamentais para a compreensao daquilo que pode
ser resolvido por meios automaticos. Por outro lado, a
l6gica possui aplicagoes diretas: especificacao e verificagao
de software e hardware, representacao do conhecimento

3



Sumario

na inteligéncia artificial, consultas em bancos de dados,
raciocinio automatico em provadores de teoremas, bem
como modelagem nas formalizagoes de muitas ciéncias.

0.1.2 Contexto historico

A logica formal moderna tem raizes na filosofia e na
matematica dos séculos XIX e XX. Etapas notdveis desse
desenvolvimento incluem Frege, Russell e Hilbert, que
impulsionaram os sistemas formais e as apresentagoes
axiomaticas, bem como Turing, Church e Gédel, cujos
resultados esclareceram a relacao entre computabilidade
e demonstrabilidade formal. Desses desenvolvimentos
surgiram conceitos centrais que ainda hoje constituem o
quadro de referéncia para o tratamento técnico e tedrico
da logica.

0.1.3 Objetivos deste livro

Este livro persegue trés objetivos complementares:

1. Oferecer uma introducio precisa e autocontida
as légicas mais importantes (légica proposicional,
logica de predicados, logicas modais, logicas nao
classicas selecionadas e programacao em conjuntos
de respostas).

2. Estabelecer a ponte com a informéatica: sao tratados
aspectos algoritmicos, questoes de decidibilidade
e complexidade, bem como procedimentos concre-

4
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tos (por exemplo, SAT-solvers, model checking e
programagao em conjuntos de respostas).

3. Desenvolver competéncias metodologicas: formular
corretamente, demonstrar por indugdo (completa e
estrutural), bem como lidar com sintaxe e seman-
tica.

0.1.4 Procedimento e estrutura

Neste livro seguimos o seguinte padrao recorrente:

e Sintaxe: definimos a linguagem formal por meio de
assinatura, termos e formulas; apresentamos regras
de formagao e notagoes.

e Semantica: descrevemos como as férmulas sao
interpretadas em estruturas e definimos nogoes de
verdade, satisfatibilidade e validade.

¢ Procedimentos de prova e decisao: para cada
légica, consideramos sistemas usuais de prova (axi-
ométicos, deducdo natural, resolugdo ou similares),
bem como procedimentos algoritmicos e seus limi-
tes.

« Exemplos e aplicagoes: ao final de cada capitulo
central, tratamos aplicagbes tipicas e propomos
exercicios.
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0.1.5 A quem se destina este livro?

O livro destina-se a estudantes avancados de graduacgao
e mestrado em informética, matematica e areas afins,
bem como a profissionais que buscam uma compreen-
sdo s6lida e matematicamente fundamentada da légica.
Pressup6em-se conhecimentos basicos de teoria elementar
dos conjuntos, matemaética discreta e técnicas de demons-
tragao (em especial indugdo completa); quando necessario,
retomamos brevemente esses fundamentos.

O que este livro nao pretende oferecer

Esta obra nao é uma coletanea abrangente de exercicios
de programacao para ferramentas légicas especificas, nem
uma exposicao histérica completa de todas as escolas da
légica. Em vez disso, concentra-se nos conceitos formais,
em algoritmos tipicos e na relacdo com a pratica da
informética. Aspectos especializados (por exemplo, a
implementagao detalhada de SMT-solvers ou SAT-solvers)
sdo tratados apenas na medida em que servem para
ilustrar afirmacoes tedricas.

0.1.6 Objetivos de aprendizagem e orienta-
coes de uso

Apoés a leitura dos seis primeiros capitulos, leitoras e
leitores deverao ser capazes de:

e definir linguagens formais e descrever sua semantica
em estruturas;
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o aplicar técnicas tipicas de demonstracao da logica
(indugdo completa e estrutural, prova por contradi-
¢do, construgao direta);

o compreender em seus tragos fundamentais procedi-
mentos algoritmicos como resolugdo SAT e model
checking, bem como executar manualmente casos
simples;

o reconhecer os limites dos sistemas formais (indeci-
dibilidade, classificacdo de complexidade) e deles
extrair consequéncias para a informatica.

Observacgoes sobre a notagao

Procuramos manter uma notagao consistente; as conven-
coes centrais sao:

e N,Z,R denotam os conjuntos numéricos usuais;

e varidveis proposicionais ou de férmulas sdo geral-
mente denotadas por p, q,r, @, 1, e individuos por
x? y7 z;

e para operagoes com conjuntos, usamos U, N\, X;

e quantificadores aparecem na forma Vz ou dz.

Proéximos passos

Em seguida, apresentamos uma introdugao concisa, mas
completa, a notagdo e retomamos a teoria dos conjuntos e

7
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a teoria da indugdo necessarias. Depois disso, comecamos
com a logica proposicional e avancamos gradualmente
para os temas mais avangados.

Na sequéncia, encontram-se breves resumos de cada
capitulo, que oferecem uma orientacao sobre os contetidos
e as competéncias desenvolvidos nas respectivas segoes.

0.1.7 Breves descri¢coes dos capitulos

Nos paragrafos seguintes, oferecemos uma orientacao
sucinta sobre os temas tratados em cada capitulo e sobre
as competéncias que a leitora ou o leitor devera adquirir
a partir deles.

Capitulo 0 — Introducao e fundamentos. Este
capitulo estabelece os fundamentos notacionais e con-
ceituais centrais: teoria dos conjuntos e das relacoes,
fungoes, principios de inducdo, construcao de linguagens
formais, bem como nogdes basicas de seméantica (modelos,
satisfatibilidade, validade, consequéncia légica). Ele serve
como referéncia a qual se recorrerd repetidamente nos
capitulos seguintes.

Capitulo 1 — Légica proposicional. A logica pro-
posicional constitui a porta de entrada para o raciocinio
formal: introduzimos varidveis proposicionais e conectivos
(“e”, “ou”, “nao”, “implica”), definimos a avaliagdo se-
mantica por meio de tabelas de verdade e tratamos formas
normais sintaticas (FNC, FND). Temas importantes sao

8
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procedimentos de prova (procedimentos baseados em
resolucao, deducao natural), satisfatibilidade (SAT) e
afirmacoes fundamentais sobre complexidade.

Capitulo 2 — Légica de predicados. A légica de
predicados amplia a légica proposicional por meio de
quantificadores e predicados, de modo que relacoes entre
individuos possam ser expressas. Tratamos assinaturas,
estruturas, interpretacio de termos e férmulas, bem como
resultados metatedricos centrais (completude, incomple-
tude, Lowenheim—Skolem, questoes de decidibilidade) e
mostramos suas consequéncias para a informética (por
exemplo, limites da automatizagao).

Capitulo 3 — Légicas modais (incl. légica tempo-
ral). As légicas modais permitem qualificar enunciados
por meio de operadores como “possivel”, “necesséario”,
“sempre” e “eventualmente”. Introduzimos a seméantica
de Kripke, tratamos sistemas modais tipicos (K, T, S4,
S5) e descrevemos instancias especiais, como as légicas
temporais (LTL, CTL), bem como suas aplicagdes em
model checking e na especificacdo de sistemas.

Capitulo 4 — Outras légicas nao classicas e progra-
macio em conjuntos de respostas. Aqui considera-
mos uma selecdo de logicas nao cléssicas que representam
extensodes tipicas ou alternativas a logica classica: légica
intuicionista, légica paraconsistente, 16gicas multivalo-
radas e logica fuzzy, logicas default e probabilisticas.

9



Sumario

Além disso, apresentamos a programacao em conjuntos
de respostas (Answer Set Programming, ASP) como uma
técnica pratica de representagao do conhecimento e de
inferéncia nado monotonica.

Capitulo 5 — Sintese e perspectivas. O capitulo
final resume resultados centrais, mostra conexoes entre
as areas tratadas e oferece uma breve perspectiva sobre
raciocinio automatico, temas atuais de pesquisa e aplica-
¢Oes avancadas na informaética, na inteligéncia artificial e
na matematica.

Conceitos importantes que reaparecem ao longo deste

livro sdo:

e Férmula — uma expressao sintaticamente bem
formada de uma linguagem légica.

e Estrutura ou modelo — uma interpretacao que
atribui valores aos simbolos da linguagem.

o Satisfatibilidade — existéncia de um modelo que
torna uma férmula verdadeira.

o Consequéncia — relagdo na qual, a partir de
um conjunto de féormulas, outra férmula segue

logicamente.

e« Model checking — verificacdo algoritmica de se
uma estrutura é modelo de uma férmula.

10
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Este livro tem por objetivo oferecer uma introducao
precisa e orientada a aplicagdes as logicas centrais. Valori-
zamos a precisao formal, exemplos motivadores e aspectos
algoritmicos como computabilidade e complexidade.

0.2 Fundamentos

0.2.1 Notagao e teoria dos conjuntos

Usamos a notagao usual da teoria dos conjuntos. Se X
é um conjunto e x é um objeto, entdo x € X significa
que x é um elemento de X. Para dois conjuntos X e Y,
escrevemos X C Y quando X é um subconjunto de Y.

Os conjuntos dos nimeros naturais, dos ntmeros
inteiros e dos numeros reais sdo denotados por N, Z
e R.

O produto cartesiano de dois conjuntos X e Y
denotado por X x Y. A poténcia de um conjunto X
escrita como P(X) ou 2%,

D~ O

Conjuntos, operagoes e relacgoes

Conjuntos podem ser representados implicitamente por
meio de condic¢bes de construcao. Por exemplo,

Jy e N:
D_{xeN| yeN:y|= }
el<y<z

é o conjunto de todos os ntimeros naturais compostos.

11
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Operagdes importantes com conjuntos sdo a unidao U,
a intersegdao N e a diferenga \. Para dois conjuntos X, X',
vale:
XuX' ={z|zeXouxe X'},
XNX'={z|lzeXeze X'}

X\X' ={z|zeXex¢ X'}

3

O produto cartesiano de X e X’ é
XxX ={(z,2)|reX, e X}

Mais geralmente, escrevemos X" = X x --- x X (n vezes)
para o produto cartesiano n-ario.

Uma relagao (bindria) R entre os conjuntos X e X'
¢ um subconjunto R C X x X'. Em vez de (z,2’) € R,
escrevemos ocasionalmente também zRz’. Uma relacao
n-aria sobre X é um subconjunto de X™.

Se RC X x X (isto é, X' = X), definimos:

o R é reflexiva se, e somente se, (x,z) € R vale para
todo x € X.

o R é simétrica se, e somente se, de (z,y) € R
também se segue (y, ) € R.

o R é transitiva se, e somente se, de (z,y) € R e
(y,2) € R também se segue (z,z2) € R.

Se R é reflexiva, simétrica e transitiva, entdao R é chamada
de relagdo de equivaléncia.

Uma funcdo f é uma aplicacdo f : X — Y. Para
x € X, denotamos por f(x) a imagem de x. Toda funcao

12
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também pode ser entendida como uma relacao especial
f € X XY que satisfaz a propriedade de funcionalidade:
de (z,y) € f segue-se que nao existe y' €Y com ¢/ #y
e (z,y) € f.

Seja f: X =Y.

o f ¢ injetiva (uma aplicagdo um-para-um), sse, para
todos x, 2’ € X, de f(z) = f(2') sempre se segue
x=a.

e f é sobrejetiva, sse, para todo y € Y, existe um
r € X com f(z)=uy.

o f € bijetiva, sse é injetiva e sobrejetiva.
A aplicacdo inversa f~! é definida, em geral, como

uma aplicacdo para o conjunto das partes:

Y = PX),  fly)={zeX]|flx)=y}

Se f é uma bijecdo, entdo f~! é uma aplicacio f~! :
Y — X e, paracaday € Y, f~1(y) é o tinico z € X tal
que f(z) =y.

Se f: X =>Yeg:Y — Z sao aplicagdes, entao
gof: X — Z denota a composicao, definida por (g o
f)(x) =g(f(x)) para todo z € X.

Notacao de crescimento. Para fungoes f,g: N — N,
escreve-se g € O(f), sse existem constantes ¢ > 0 e
ng € N tais que

Vn>ng: g(n)<c-f(n).

13
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Intuitivamente, g € O(f) significa que g nao cresce
assintoticamente mais rapido do que f.

0.2.2 Estruturas e semantica

Uma estrutura A para uma assinatura légica consiste
em um conjunto universo A e em uma interpretagdo dos
simbolos da assinatura. Uma férmula ¢ é verdadeira em
uma estrutura A quando vale A = o.

Conceitos importantes sao:

o Satisfatibilidade: existe uma estrutura A tal que

AE

o Validade: para todas as estruturas 4, vale A = ¢

o Consequéncia légica: @ = 1)

0.2.3 Principios de inducao

Provas por indugao sao técnicas de demonstracao centrais
na légica e na informatica teodrica. Distinguimos aqui
dois tipos usuais: a inducdo completa sobre os niimeros
naturais e a indugdo estrutural sobre objetos definidos
sintaticamente (termos, férmulas, drvores). Ambos os
procedimentos se baseiam no principio de estruturas bem
ordenadas ou bem fundadas, mas diferem na formulagao
do passo indutivo.
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Inducgao completa

A inducdo completa (também chamada de inducao
simples ou forte, conforme a formulagdo) aplica-se a
afirmacdes sobre nimeros naturais. Para provar uma
afirmacgao A(n) para todo n € N, mostra-se:

1. (base da indugio) A(1) vale (ou A(0), conforme a
convengao).

2. (passo indutivo) Para um n > 1 arbitrario, segue
da hipétese de que A(k) vale para todo k < n que
também A(n) vale.

A inducdo completa decorre entdo do fato de que nao
pode existir um conjunto de contraexemplos com menor
elemento.

Exemplo 0.1. (Férmula da soma de Gauss) Para todo
n € N, vale

ZZ _ nlntl)

Demonstracdo. Base da indugdo: Para n = 1, temos
Lii=1ece 1'(12“) = 1. Portanto, a igualdade é
verdadelra para n = 1.
Passo de indugado: Seja n > 1 e suponhamos que a
formula valha para n — 1, isto é,

n—1 )

Zl— (n—1
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Entao, para n, obtemos:
i (L)
>i=(2i
=1 =1
1
UESTN.
nin—1)+2n
2
n(n+1)
—

1

Com isso, o passo indutivo estd demonstrado e a afirma-
¢ao fica provada para todo n. ]

Inducgao estrutural

A inducdo estrutural é adequada para afirmacoes sobre
objetos definidos recursivamente e também sobre objetos
com estrutura de drvore, como termos ou formulas. Toma-
se a definicdo recursiva do tipo de objeto como guia:
mostra-se a propriedade para os objetos elementares
(atomicos) e, em seguida, que a propriedade se preserva
ao compor objetos segundo as regras de construgao.

Formalmente: seja F o conjunto das férmulas de uma
linguagem, definido pelas regras

pu=plop|(@AY) | (V)

com férmulas atomicas p. Para mostrar uma propriedade
P(y) para todo ¢ € F, prova-se:
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o P(p) para cada férmula atomica p.
o De P(yp) segue P(—yp).

o De P(y) e P(v)) segue P((¢ A9)) (e analogamente
para outros operadores binarios).

Exemplo 0.2. Toda formula ¢ € F tem apenas um
numero finito de subformulas.

Demonstragdo. Provamos a afirmacdo “p tem apenas um
numero finito de subformulas” para toda ¢ € F por
indugao estrutural.

Base: Seja ¢ = p atdmica. Entdo o conjunto de suas
subférmulas é { p } e, portanto, finito.

Passo indutivo: Suponhamos que, para ¢ e ¥, o
conjunto de suas respectivas subférmulas seja finito.
Entdo as subférmulas de —¢ sdo dadas por {—¢} U
{subférmulas de ¢}, isto é, por uma unido finita de
conjuntos finitos e, portanto, formam um conjunto finito.
Para a férmula composta (¢ A 1)), vale analogamente que
o conjunto de suas subférmulas

{ (AN ) } U {subférmulas de ¢} U {subférmulas de v}

é uma unido finita de conjuntos finitos e, portanto,
também ¢é finito.

Logo, por indugao estrutural, segue que toda ¢ € F
possui apenas um nimero finito de subférmulas. O
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Comparacao, observagoes e casos tipicos de apli-
cacao

e Quando usar qual inducao? Use inducao
completa quando a afirmacado estiver formulada
para numeros naturais (ou diretamente sobre N),
por exemplo em combinatoria, somas ou sequéncias
recursivas. Use indugao estrutural quando as
afirmagoes disserem respeito a objetos definidos
recursivamente e com estrutura arbodrea, como
termos, férmulas, arvores de prova ou arvores
sintaticas abstratas.

e Forma do passo indutivo. Na inducio com-
pleta, o passo indutivo normalmente se refere ao
predecessor imediato n — 1 ou a todos os k < n
(indugao forte). Na induc@o estrutural, mostra-
se que a propriedade é preservada pelas regras de
construcao.

e Pontos em comum. Ambos os métodos sao apli-
cagoes do principio de que ndo existem sequéncias
infinitas estritamente decrescentes em uma relacao
bem fundada. Formalmente, ambos podem ser
entendidos como casos especiais da inducdo bem
fundada (well-founded induction).

e Dicas praticas. Formule as afirmacoes indutivas
de modo que a hipdtese de inducdo contenha
exatamente as informacoes necessarias. Na indugio
estrutural, muitas vezes é recomendével escolher
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afirmacoes indutivas fortes (por exemplo, afirma-
¢oes sobre o conjunto de todas as subestruturas),
para que as provas nos casos compostos se tornem
mais diretas.

0.3 Estrutura e estilo de textos ma-
tematicos

Os textos matematicos deste livro seguem uma forma
clara e reconhecivel: defini¢oes e notagoes fixam conceitos
e convengoes precisos, exemplos ilustram a intuicao, resul-
tados (lemas, proposi¢oes, teoremas, corolarios) formulam
as afirmagoes centrais, e demonstragoes justificam essas
afirmacdes de modo rigoroso. Essa estrutura ajuda
a leitora ou o leitor a distinguir rapidamente entre
enunciado formal, demonstracido e material ilustrativo.

Defini¢coes e notagoes

e Definigoes. Defini¢des formalizam novos conceitos.
Elas devem ser concisas, completas e escolhidas de
tal modo que as propriedades necessarias possam
ser verificadas diretamente.

o Notacoes. Notagoes reiinem formas abreviadas
de escrita (por exemplo, P(X), X x Y, O(-)). As
notagoes devem ser uniformes e reunidas em um
lugar de destaque (no inicio do capitulo ou em um
quadro de notagoes).
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Exemplos e ilustragoes

Exemplos servem a visualizagdo intuitiva e mostram
casos tipicos ou contrastantes. Eles devem ser breves,
demonstrar o uso de novas defini¢ées e, sempre que
possivel, remeter a exercicios ou aplicacoes posteriores.

Resultados: lema, proposi¢cao, teorema, coro-
lario
e Lema. Um resultado auxiliar, usado principal-

mente na demonstracao de outro resultado.

e Proposigao. Um resultado 1util, em geral menos
central.

e Teorema. Um resultado central e importante.

e Corolario. Segue imediatamente de um resultado
anterior.

Todos os resultados devem conter uma formulacdo precisa,
quando pertinente as hipdteses, e uma demonstracao
clara.

Demonstracoes

Demonstragoes fazem parte da argumentagao matematica
usual. Demonstracoes devem ser, tanto quanto possivel,
bem estruturadas:

1. Uma breve indicacgao inicial do que serd demons-
trado.
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2. Se necessario: divisdao em casos ou em lemas
auxiliares.

3. Ao final, um sinal claro de conclusao (geralmente
escrito como [J).

Observagoes, exercicios e indicagoes bibliogra-
ficas

e Observagoes contém frequentemente informagcoes
adicionais, intuicoes ou generalizagoes. Elas sao
mais breves e menos formais.

o Exercicios ao final do capitulo consolidam a com-
preensao.

o Indicagbes bibliograficas remetem a fontes com-
plementares e devem ser bibliograficamente preci-
sas.

Breve exemplo-modelo

Definicao 0.3. Uma aplicagdo f : X — Y chama-se
injetiva se de f(x) = f(2') seque necessariamente x = z'.

Teorema 0.4. Seja f : X — Y injetiva e sejag: Y — Z
arbitrdria. Entdo go f € injetiva se, e somente se, g €
injetiva sobre a imagem de f.

Demonstragdo. A afirmacao segue por verificagdo direta
da defini¢ao: se g o f é injetiva e g(f(z)) = g(f(z)),
entdo vale f(z) = f(2') e, pela injetividade de f, segue
x = z'. A outra direcao é igualmente direta. O
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Capitulo 1

Loégica proposicional

1.1 Introducao e visao geral

A légica proposicional é o sistema formal fundamental por
meio do qual enunciados simples e suas conexoes légicas
podem ser descritos com precisao. No centro estao as
proposicoes atomicas, cada uma das quais pode assumir
exatamente um de dois valores de verdade: verdadeiro
ou falso. A partir desses blocos atomicos, formam-se, por
meio de conectivos como e, ou e ndo, formulas compostas
com as quais também se podem expressar relagoes logicas
mais complexas.

Apesar de sua sintaxe elementar, a légica proposi-
cional possui grande alcance. Ela constitui uma base
importante para muitas outras areas da logica e, ao
mesmo tempo, desempenha um papel central na infor-
matica, por exemplo na demonstracdo automaética, na

22



Logica proposicional

andlise de circuitos l6gicos, na verificacdo e em métodos
da inteligéncia artificial. E particularmente 1til o fato
de a logica proposicional ser completamente formalizada:
tanto a formacado das férmulas quanto seu significado
podem ser especificados de modo exato.

Este capitulo introduz inicialmente os fundamentos
sintaticos e semanticos. Comegamos com assinaturas,
férmulas e interpretagoes e, em seguida, esclarecemos
quando uma férmula é verdadeira sob uma interpretacio
e o que significa dizer que um conjunto de féormulas
possui um modelo. Depois consideramos o conceito de
consequéncia logica, bem como a questdo de quando uma
férmula segue de outra ou de um conjunto de férmulas.
Com base nisso, investigamos a equivaléncia logica de
férmulas e apresentamos regras importantes de transfor-
macao, bem como formas normais, que sdo especialmente
relevantes para o processamento algoritmico.

No decorrer do capitulo, voltamo-nos para procedi-
mentos que nao apenas descrevem o raciocinio légico
semanticamente, mas também o executam sintaticamente.
Entre eles estdo calculos gerais, assim como o céalculo
de resolucdo, que constitui uma ferramenta central da
demonstracao automatica. Por fim, examinamos mais
de perto o lado algoritmico da légica proposicional: em
particular, investigamos o problema da satisfatibilidade,
mostramos por que ele é teoricamente dificil e conhecemos,
com a codificagdo de Tseitin e o algoritmo DPLL, dois
métodos importantes com os quais a satisfatibilidade
pode, na pratica, ser verificada muitas vezes de modo
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bastante eficaz.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira: na
subsecao 1.1, introduzimos a sintaxe e a semantica da
légica proposicional. Tratamos primeiro de assinaturas,
depois de férmulas, interpretagoes e modelos. Na subse-
¢ao 1.2, abordamos propriedades de modelos, o conceito
de consequéncia e a independéncia da assinatura. Na
subsecao 1.3, tratamos do tema da equivaléncia; isso
inclui tanto a definicdo de equivaléncia légica quanto
transformacoes equivalentes importantes e a representa-
¢ao de proposicoes em formas normais. Na subsecao 1.4,
sdo apresentados diferentes calculos para a consequéncia
automatica, em especial o calculo de resolucdo. Por
fim, a subsecdo 1.5 explica a reducdo a problemas de
satisfatibilidade, a codificagdo de Tseitin e o algoritmo
DPLL como métodos centrais para a solucao do problema
da satisfatibilidade.

Assim, este capitulo conecta a base conceitual da
légica proposicional a seus procedimentos algoritmicos
centrais. Com isso, estabelece a base para tudo o
que sera necessario, ao longo do livro, sobre raciocinio
formal, formas normais e procedimentos automaticos de
demonstragcao.
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1.2 Sintaxe e semantica

1.2.1 Introducgao

Como toda logica, a légica proposicional é definida por
dois componentes:

o Sintaze: a descrigdo das expressdes bem formadas
(féormulas), isto é, quais sequéncias de simbolos sao
consideradas objetos validos, e

o Semdntica: a atribuicdo de significados (valores de
verdade) a essas expressoes.

No que segue, introduzimos primeiro assinaturas e férmu-
las e, em seguida, definimos a seméntica modelotedrica.
1.2.2 Assinaturas

Definicao 1.1. Uma assinatura proposicional ¥ é um
conjunto (finito) de wvaridveis proposicionais (também
chamadas de dtomos ou proposigoes).

Exemplo 1.2. Para modelar um sistema de alarme de
casa inteligente, pode-se escolher, por exemplo,

Y Atarme = {Fumaca, Calor, Movimento, Alarme, Aspersor},

em que os significados pretendidos das varidveis sdo, por
exemplo:

e Fumaca: fumaca € detectada
o Calor: temperatura elevada é detectada
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e Movimento: movimento na casa € registrado
o Alarme: o alarme estd disparado
o Aspersor: os aspersores estdo ativados

Uma formula tipica em L(X gjgrme) Seria, por exemplo,
(Fumaca V' Calor) — Alarme,

que afirma: “Se fumaca ou temperatura elevada é detec-
tada, entdo o alarme € disparado”. |
1.2.3 Foérmulas

Definicao 1.3. Seja ¥ uma assinatura proposicional. O
conjunto L(X) das férmulas sobre ¥ é definido indutiva-
mente por:

1. toda waridvel proposicional p € ¥ € uma formula
(formula atéomica);

2. se ¢ é uma formula, entdo ~p € uma formula;

3. se ¢ e sao formulas, entio (p A1) e (p V) sdo
formulas.

Alternativamente (BNF):
pu=plowl@ne)[(eve) (el

Notacao 1.4. Usamos as sequintes abreviacoes e con-
vengoes:

o Conectivos: = (negagio), N\ (conjungio), V (disjun-
¢ao).
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e A implicagdo e a equivaléncia sdo definidas por
Y =pVY epeori=(@=Y)A Q=)

o Convencao de parénteses: — tem precedéncia sobre
A, que tem precedéncia sobre V, que tem precedéncia
sobre —, que tem precedéncia sobre <.

e Um literal é ou um dtomo p ou sua nega¢ido —p.

Exemplo 1.5. Com X gjgrme do exemplo acima, as
sequintes expressoes, por exemplo, sao férmulas em

L(ZAlarme):
(Fumaca V' Calor) — Alarme,
—Fumaca N\ (Alarme \/ Aspersor),

Movimento — Alarme.
O conjunto dos literais é

Lit(2 Atgrme) = {Fumaca, ~Fumaca, Calor,—Calor,
Movimento, ~Movimento, Alarme,—Alarme,

Aspersor, m Aspersor}.

1.2.4 Semantica: interpretacoes, satisfacao e
modelos

Definicao 1.6. Seja ¥ uma assinatura. Uma interpre-
tacdo (ou wvalorag¢io) w sobre o é uma fungio w : X —
{verdadeiro, falso}. Chamamos de Q(X) o conjunto de
todas as interpretagoes.
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Definicao 1.7. A relagio de satisfa¢io F1pC Q(X) X
L(X) é definida indutivamente:

whkELpp sse w(p) = verdadeiro,
wlELp ¢  sse ndo (w ErLp @),
wELp pAY  sse wELP ¢ ew FLp Y,
wlkELp VY sse wlELp ¢ ouw FErp .

Se w ELp @, entdo w € chamado de modelo de .

Definicao 1.8. Para uma féormula o, definimos

Modip(p) = {we QD) |wELp ¢},

o conjunto de todos os modelos de p. Além disso, p €
satisfativel sse Modpp(p) # @, e ¢ € valida (tautologia)
sse Modpp(p) = Q(%).

Explicagcao. Se ¢ é uma férmula e w é um modelo
de ¢ (w € Modrp(p)), entdo w pode ser entendido
intuitivamente como um mundo possivel ou como uma
situagdo na qual a afirmacao ¢ de fato se verifica. A
interpretagdo w determina, para cada enunciado atéomico
p € X, se p é verdadeiro ou falso nesse mundo; desse
modo, w explica completamente por que ¢ é verdadeira:
pela atribuicao de valores de verdade aos atomos a partir
dos quais ¢ ¢é construida.

A designagao modelo enfatiza exatamente esse carater
explicativo: um modelo é um testemunho concreto que
prova que uma férmula é satisfativel. Correspondente-
mente, o conjunto (X)) é o conjunto de todos os mundos
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possiveis (todas as atribuigbes possiveis), e Modrp(p)
consiste naqueles mundos que tornam ¢ verdadeira.
Dois conceitos breves e tteis:

o Satisfatibilidade: A féormula ¢ é satisfativel se, e
somente se, Modpp(¢) # @. Um w € Modpp(p)
concreto também é chamado de modelo ou de
atribuicdo satisfazente de .

o Contramodelo: Para mostrar que uma férmula ¢
ndo é valida (ndo é tautolégica), basta indicar um
w € Q(X) tal que w ¢ Modrp(p); tal w é chamado
de contramodelo.

Observacgao 1.9. Em aplicagées (por exemplo, em model
checking), encontrar um modelo corresponde frequente-
mente a demonstracdo de que um comportamento de-
sejado do sistema pode ocorrer, enquanto fornecer um
contramodelo mostra que uma propriedade desejada é
violada sob determinadas atribuicoes.

Exemplo 1.10. Considere X gj0rme € a interpretacdo

w com w(Fumaca) = true, w(Calor) = false,
w(Movimento) = true, w(Alarme) = true,
w(Aspersor) = false. Entao wale, por exemplo,
w FErp  Fumaca, w |[Erp  —Calor, w |FErp
(Fumaca v Calor) — Alarme (pois w(Fumaca) = true
e w(Alarme) = true), w pp Movimento — Alarme
(pois w(Movimento) = true e w(Alarme) = true) e
w =Lp —Aspersor. [ ]
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1.2.5 Tabelas-verdade

Os conectivos podem ser descritos por meio de tabelas-
verdade; segue a representacgao compacta (1 = verdadeiro,
0 = falso):

e Plony oVY —p
0 0] 0 0 1
0 1| 0 11
1 0| 0 10
11| 1 10

Observacao 1.11. e Se |X| =n, entao |QX)] =2"
interpretacoes.

o A indugio definicional da semdntica (satisfa¢io) é
equivalente a especificagcdo direta de uma funcao de

verdade [-],,.

o A semantica modelotedrica é a base para conceitos
como consequéncia légica ® = ¢ (toda interpreta-
c¢do que satisfaz todas as formulas em ® também

satisfaz ).

1.2.6 Funcoes de verdade

Definicao 1.12. Seja ¥ uma assinatura da ldgica pro-
posicional e w € Q(X) uma interpretagio. A fungao de
verdade [-],, : L(X) — {true, false} ¢ definida indutiva-
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mente da sequinte forma:

[p]lo = w(p) (p€X),
true, se [¢]. = false,
[=¢le = y
false, caso contrdrio,
true, se [¢]., = true e [¢], = true,
o Adlw = {

false, caso contrdrio,

[0V o, = {false, se [p]w = false e [¢],, = false,

true, caso contrdrio.

Proposicao 1.13. Seja ¥ uma assinatura, w € Q(X%)
uma interpretagao e p € L(X). Entdo vale

wkELp ¢ sse [plo = true.

Demonstragdo. Seja ¥ uma assinatura da légica propo-
sicional, w € Q(X) uma interpretagao e ¢ € L(X) uma
féormula. Mostramos a equivaléncia

wkLp ¢ sse  [p], = true

por indugao estrutural sobre a féormula .

Base da indugado. Seja ¢ = p, com p € ¥, um
atomo. Pela definicdo da relacdo de satisfacdo, vale
w =Lp p se, e somente se, w(p) = true. Pela definicao da
funcdo de verdade, temos [p]., = w(p). Portanto, segue
imediatamente que w Frp p <= [p], = true.
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Passo indutivo. Seja agora ¢ uma férmula, e suponha
que a afirmacao ja valha para todas as subférmulas
préprias de ¢ (hipdtese de indugdo). Consideramos os
diferentes casos de construcao.

P —

=: Suponha que w =rp —7. Entéao, pela definicao,
w Frp ¥. Pela hipdtese de inducdo, segue que
[]w # true, ou seja, [1], = false. Pela defini¢ao
da fungao de verdade, temos entdo [—], = true.

<: Suponha que [¢], = true. Entao [¢], =
false. Pela hip6tese de indugdo, segue que w pEpp ¥
e, portanto, w =rp —.

=: Suponha que w Erp ¥ A €. Entéo vale w =rp
¥ e w Erp £ Pela hipdtese de indugao, temos,
portanto, [¢], = true e [¢],, = true. Logo, [¢ A
€]w = true.

<: Suponha que [¢) A £], = true. Entao [¢], =
true e [¢]. = true. Pela hipdtese de inducao, segue

que w |=rp Y e w =Lp &, logo w =rp Y A L.

=: Suponha que w =rp ¥ VE. Entdo vale w Frp ¢
ou w Frp & Sem perda de generalidade, seja
w =Lp ¥. Pela hipdtese de inducio, temos [¢]., =
true, de modo que [¢ V £],, = true. (O outro caso
é andlogo.)

<: Suponha que [¢ V £],, = true. Entao [¢], =
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true ou [{], = true. Pela hipétese de indugao,
segue que w =Lp ¥ ouw Frp &, e, portanto, w =Lp

WV E.

Como todos os casos de construcao foram cobertos, a
afirmacao segue para toda formula . O

Os conectivos também podem ser apresentados de
forma compacta por meio de tabelas de verdade. Primeiro,
a variante com os rétulos true/false:

e P oAy oVY o
false false | false false true
false true | false true true
true false | false true false
true true | true true false

E aqui a representacao compacta em 0/1 (0 = false,
1 = true):

e PYleAy oVY —p
0 0] 0 0 1
0 1] 0 11
1 0| o0 10
1 1] 1 1 0

Observagao. A defini¢do acima da funcao de verdade
¢é equivalente a definicdo indutiva da relagao de satisfacao
Erp. Em demonstragoes, uma ou outra formulagao pode
ser mais conveniente conforme o contexto: a relacdo de
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satisfagdo enfatiza a perspectiva dos modelos (w = ¢),
enquanto a funcao de verdade indica explicitamente o
valor da férmula em uma interpretagao dada ([¢]. €
{true, false}).

Perspectiva

Na proxima se¢ao, trataremos das formas normais sintati-
cas, das regras concretas de transformacao (por exemplo,
FNC, FND) e dos primeiros procedimentos de prova
(resolugao, dedugao natural), que sdo relevantes tanto do
ponto de vista teérico quanto do ponto de vista pratico
(por exemplo, para SAT-solvers).

1.3 Exercicios com solucoes

Exercicio 1. Seja a assinatura proposicional > =
{P,Q,R,S,T,U}. Sejam dados os seguintes objetos:

w1 =S A-(P <+ —R),

wo : P — true, Q — false, R+ true,
S+ false, T +— true, U > false.

¢35 = =T A—(-T V R).

Decida, para as seguintes afirmacoes, se elas sdo verda-
deiras ou falsas (justifique brevemente em cada caso):

1. ~PV R € L(%).
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2. A férmula indicada
1 = SV (=PV-R)AN(RV P)V-Q
é o complemento (a negagao) de .
3. [TV (=R <> P)]., = false.
4. | Modpp(ps)| = 0.

Solucgoes e explicagoes.

1. Verdadeiro. =P V R é uma expressao bem for-
mada, construida a partir de &tomos de X com os
conectivos — e V, portanto é uma férmula em L(X).

2. Falso. A férmula afirmada néo é a negacao de
1. Em primeiro lugar, ela contém o dtomo @, que
nao ocorre em 1; em segundo lugar, a estrutura
sintatica de uma negagao de ¢1 = S A —(P <> —R)
é, pelas leis de De Morgan, equivalente a

~SV (P > =R) = =SV (P ¢ —R),

e nao a férmula complicada indicada, com —Q e o
termo adicional (=P V —R) A (RV P).

3. Verdadeiro. Calculamos a férmula =TV(—=R <> P)
sob ws. Sob wsy, vale T' = true, logo =T = false.
Além disso, R = true, portanto =R = false. Como
P = true, a equivaléncia proposicional =R < P
entre false e true tem valor false. Assim, —T V
(=R < P) éigual a false V false = false. Portanto,
a afirmacao esta correta.
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4. Verdadeiro. Simplificamos 3 = =T A —=(=T V R).
A subférmula —(=7"V R) é equivalente a ~—=T AR,
isto é, a T'A =R. Portanto, p3 = =T A (T' A =R).
Essa férmula é evidentemente insatisfativel, pois
exigiria simultaneamente =7 e T. Logo, 3 nao
tem nenhum modelo e, assim, | Modpp(g3)| = 0.

Comentarios:

e (1) A férmula pertence a linguagem sobre ¥ —
correto.

e (2) A férmula de negagao indicada estd incorreta
— ela contém um atomo estranho e nao possui a
estrutura correta (ndao é equivalente & negacao de

©1).
e (3) Verdadeiro — a avaliagao resulta em false.

e (4) Verdadeiro — 3 é contraditéria e, portanto,
insatisfativel.

Exercicio ampliado. Varie a assinatura ¥ (por exemplo,
usando apenas trés dtomos) e determine, para todas
as 2/¥ interpretacoes, quais férmulas da Tarefa 1 sdo
verdadeiras. Compare a quantidade de modelos das
respectivas formulas.
Solugao-modelo (exemplo com ¥ = {P,Q, R})
Escolhemos ¥ = {P,Q, R} e definimos as férmulas
andlogas as da tarefa (adaptagdo do exercicio original a
assinatura menor):
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01 :=QAN~(P + —R),

-PVR,

==QV ((-PV-R)A(RV P)) (candidata a 1),
Y= RV (<P 6 Q),

§ := =P A~(=PV R).

Q
I

=
Ii

A férmula (=P V —R) A (RV P) é equivalente a (P «»
—R), de modo que [ representa exatamente —Q V (P <
—R) — isto é, formalmente, a negagio de p1 = QA—(P >

_\R>-
A tabela-verdade completa (T = true, F = false):
P Q Ry o B v ¢
F F F|F T T T F
FF T|\F T T F F
FT F|\T T F T F
T T|\F T T T F
T F F|\F F T T F
T F T\F T T T F
T T F\F F T T F
T T T|\T T F F F

A partir da tabela, obtemos o niimero de modelos
(nimero de interpretacoes para as quais a férmula é
verdadeira):

e |Mod(¢1)| = 2 (verdadeira para as atribuicoes
(P,Q,R) = (F\T,F) e (T,T,T))
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| Mod(«)| = 6
| Mod(B)[ = 6
| Mod(y)[ = 6

| Mod(d)| = 0 (insatisfativel)

Interpretacao e conclusoes

a = =PV R nao é tautolégica (nao é verdadeira
em todas as interpretacoes), mas é satisfeita em
6 de 8 casos — portanto, é frequente, mas nao
universalmente valida.

5, nesta formulacao concreta, é de fato logicamente
equivalente a —i. Isso pode ser visto algebrica-
mente:
01 = ~(Q A (P« —R))
=-QV (P <+ —R)
=-QV (P + —R)

e P <+ =R é equivalente a (-PV =R) A (RV P).
Portanto, 5 e —p; tém os mesmos modelos (6
interpretagoes).

~v também é verdadeira em 6 interpretacoes; seu
conjunto de modelos difere daquele de o e 5 em
sua composi¢do exata, mas as cardinalidades sao
iguais (6).
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o § é contraditéria: 6 = =P A ( PA-R) (apds a
transformagao) exige simultaneamente P e =P —
portanto, nao possui modelos.

Observagao sobre o procedimento (generalizagao)
Para assinaturas arbitrarias ¥ com n atomos, pode-
se listar de modo andlogo todas as 2" interpretacoes
(ou gera-las programaticamente) e avaliar cada férmula
automaticamente. O nimero de modelos de uma férmula
é exatamente o niumero de linhas da tabela-verdade ou
da tabela de avaliagdo nas quais a férmula assume o valor
true. Para exercicios manuais com n = 3 ou n = 4,
isso é praticamente viavel; para valores maiores de n,
recomenda-se usar um pequeno script (ou um SAT-solver)
para contar os modelos.

1.4 Inferéncia

Na prética, utilizamos féormulas légicas nao apenas para
descrever estados isolados, mas sobretudo para obter
novos conhecimentos a partir de conhecimentos ja dados.
Por inferir, entendemos formalmente a seguinte questao:
quais afirmagoes devem valer em todos os mundos nos
quais nossas hipéteses sdo verdadeiras?

Este capitulo define a nogdo seméantica de consequén-
cia, apresenta regras simples de calculo para conjuntos
de modelos e relaciona entre si os conceitos de “modelo”,
“teoria” e “fecho dedutivo”.
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1.4.1 Modelos como descricao de situacgoes

Recordemos: para uma assinatura 3, 2(X) é o conjunto
de todas as valoragoes possiveis das variaveis atomicas.
A uma férmula ¢ corresponde o conjunto de modelos

M(p) = {weQE) | w e ¢},

isto é, aquelas valoragGes que tornam ¢ verdadeira.

Intuigdo. Pode-se pensar em w € M(p) como uma
“situacao” concreta na qual a descrigdo ¢ se aplica. Assim,
um modelo explica completamente por que @ é verdadeira:
pelos valores de verdade de seus componentes atomicos.

1.4.2 Operagoes sobre conjuntos de modelos

Os conectivos classicos correspondem a operagoes simples
sobre conjuntos de modelos. Essas relagoes sao tuteis
porque permitem transferir argumentos seméanticos para
o nivel das operagdes com conjuntos.

Proposicao 1.14. Para todas as férmulas ¢, € L(X),
vale

M(pNY) = M(p)NM(¥), M(pVp) = M(p)UM(¥),
M(=p) = Q(2) \ M(p).

Demonstragdo. Seja Y uma assinatura da légica proposi-
cional e sejam ¢, € L(X) férmulas. Mostramos as trés
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identidades separadamente, em cada caso provando as
duas inclusoes.

(1) M(eAg) = M(p) N M().
“C”: Seja w € M(p Av). Entao vale w =rp o A 1. Pela
definicdo seméntica da conjuncao, isso significa que valem
tanto w F=rp ¢ quanto w Frp ¥. Logo, w pertence a
M(p) e a M(3)); portanto, w € M(p) N M(9).

“D7: Seja w € M(p) N M(v). Entao valem w =rp ¢
e w Erp ¥. Pela definigdo seméantica da conjungao, segue
dai que w FELp p A1, isto é, w € M(p A1).

Das duas direc¢oes segue a igualdade desejada.

(2) M(pVy)=M(p)UM(y).

“C”: Seja w € M(p V). Entdo w Erp ¢ V1, isto é,
w ELp ¢ ou w Erp . No primeiro caso, w € M(p);
no segundo caso, w € M(1)). Em ambos os casos vale
w € M(p) UM(1)).

“D7: Seja w € M(p) UM(y). Entao vale w =rp ¢
ou w =rp . Em ambos os casos segue imediatamente
w ELp ¢ V9 e, portanto, w € M(p V).

Com isso, esta igualdade também esta demonstrada.

(8) M(=p) = AS)\ M(p).
Mostramos as duas afirmagoes () = M(p) U M(—¢)
e M(p) N M(—p) = @, das quais segue a afirmagao.
Primeiro, seja w € Q(X) arbitrdrio. Ou w Frp ¢,
ou ndo. No primeiro caso, w € M(p). No segundo
caso, vale w Erp —p e, portanto, w € M(—p). Assim,
Q) € M(p) UM(—¢); a inclusdo inversa é trivial, logo
ha igualdade.
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