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Introduction

Ce livre est une invitation a la géométrie différentielle, une discipline mathématique qui
se situe au carrefour de nombreux domaines (algebre, analyse, géométrie, topologie),
et qui est devenue un outil de base de la recherche moderne en mathématiques comme
dans ses applications.

La théorie des courbes et des surfaces dans I’espace euclidien (bi ou tridimensionnel)
a constitué la base du développement de la géométrie différentielle au cours des XVIII®
et X1X°® siecles. Depuis la fin du XI1X¢ siecle, le domaine s’intéresse plus généralement
aux structures géométriques des variétés différentiables. Ces objets sont des ensembles
ayant une régularité suffisante pour envisager la notion de dérivation, on peut donc y
définir et étudier les fonctions avec les moyens du calcul différentiel.

La géométrie différentielle est étroitement liée a la topologie différentielle et aux
aspects géométriques de la théorie des équations différentielles. Elle a de nombreuses
applications en physique, notamment dans la théorie de la relativité générale ou elle
permet de modéliser la courbure de 1’espace-temps. Elle joue, plus récemment, un rdle
croissant en imagerie médicale (représentation des formes) et en intelligence artificielle
(géométrie de I’information).

Le sujet est donc a la fois classique et avec des développements actuels considérables.
Il en résulte un nombre important de concepts souvent difficiles a assimiler au premier
abord, et un aspect calculatoire un peu ingrat qui rebute souvent les étudiants qui se
doivent pourtant d’appréhender cet outil fondamental.

Le but de ce livre, issu d’un support de cours dispensé par 1’auteur en Master 1,
est modeste. Pour éviter aux étudiants de se noyer dans un flot de concepts nouveaux
difficiles a digérer en 24 heures, il progresse pas a pas, en commengant par traiter en
détail le cas des courbes et des surfaces. La notion de variétés abstraites constitue le
point d’orgue du livre, ainsi qu’une invitation a poursuivre leur étude (géométrique et
topologique) dans un second temps.

Le livre contient plus d’une centaine d’exercices corrigés qui constituent une part
intégrante de la compréhension, ainsi que de nombreuses pistes d’approfondissement
pour les lecteurs les plus curieux.

Objectifs et prérequis

Ce livre est destiné aux étudiants de Licence (troisiéme année), de Master (premiére an-
née), ainsi qu’aux étudiants préparant I’agrégation externe ou interne de mathématiques.
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Il couvre tout le programme de géométrie différentielle de I’agrégation et contient une
centaine d’exercices corrigés.

La géométrie différentielle utilise des techniques du calcul différentiel, ainsi que du
calcul intégral, de I’algebre linéaire et de 1’algébre multilinéaire, pour étudier des pro-
blemes géométriques d’origines variées. Il présuppose notamment une bonne familiarité
avec :

e le calcul différentiel classique (niveau L3);
e l'algebre multilinéaire (niveau L2).

Lobjectif du livre est d’étudier quelques notions fondamentales a la base de la géo-
métrie moderne. On introduit certains invariants intrinseques fondamentaux des courbes
et des surfaces (longueur, distance intrinseéque, courbure de Gauss). On y explore la no-
tion de sous-variété différentielle de R” et on généralise le calcul différentiel dans ce
cadre, en introduisant la notion de forme différentielle et le calcul intégral associé. Ces
outils permettent de comparer les objets géométriques selon plusieurs échelles :

e infinitésimale, via I’algebre (multi)linéaire ;
e locale, via le calcul différentiel ;
e globale, via I’interaction entre géométrie et topologie.

La mise en pratique du calcul différentiel et de I’algebre multilinéaire de Licence se
fait notamment a travers :

e ['utilisation du théoréme d’inversion locale pour dégager plusieurs définitions équi-
valentes des sous-variétés ;

e l’utilisation des formes quadratiques pour comparer la position relative d’une sous-
variété avec son espace tangent ;

e le théoréme de Stokes qui généralise 1’intégration par parties.
Le livre aura rempli son principal objectif s’il permet aux étudiants intéressés par

cette thématique de se familiariser avec les concepts de base exposés ici, en leur donnant
envie de poursuivre leur découverte avec des ouvrages plus avancés.

Il existe en effet de nombreuses références qui traitent de ce sujet classique. Je
me suis librement inspiré des livres indiqués dans la bibliographie, notamment du
livre historique [BerGos]. Pour compléter vos lectures, je vous recommande tout
particulierement :

e [DoCarmo] pour approfondir I’étude des courbes et des surfaces ;
o [Lafontaine, Spivak] pour aller un peu plus loin sur les variétés ;
e [Warner] pour la cohomologie et la théorie de Hodge.
Le lecteur est encouragé a faire des dessins le plus souvent possible, et a utiliser éga-

lement 1’un des nombreux sites qui recensent les propriétés remarquables des courbes
et des surfaces, tel mathcurve.com.


https://www.mathcurve.com/
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Le menu

Le livre est divisé en trois chapitres distincts de longueurs inégales. Pour le cours de
Master 1 dont il était le support, le rythme du cours était de 2 a 3 séances de 2 heures
pour le premier chapitre, 4 a 5 séances pour le deuxieme chapitre, et 4 a 5 séances pour
le troisieme et dernier chapitre.

Le premier chapitre développe 1’étude des courbes de 1’espace euclidien, avec une
attention particuliere portée aux courbes planes et gauches. Ce sujet est censé étre pour
partie connu des étudiants. On y aborde :

la notion de longueur d’arc, de courbure et de torsion;

certaines propriétés des isométries euclidiennes ;

la classification locale des courbes planes et gauches ;

quelques propriétés globales des courbes planes.

La géométrie différentielle des surfaces contient un grand nombre des idées et tech-
niques clés du domaine. Il est donc naturel d’y consacrer du temps, avant d’aborder les
concepts plus abstraits qui se sont dégagés a la suite de leur étude. Le chapitre 2 introduit
notamment :

les surfaces réguliéres plongées dans R> ;

e les premiere et deuxieme forme fondamentales ;

les différentes notions de courbures ;

le théoreme remarquable de Gauss ;

les géodésiques et la distance intrinseque ;

le théoréeme de Gauss-Bonnet.

Le troisieme et dernier chapitre du livre étudie la notion de sous-variété différentielle
de I’espace euclidien, ainsi que le concept de variété différentielle abstraite. Si le théo-
reme de plongement de Whitney assure in fine que ces deux notions coincident, il est
essentiel de développer 1’étude des variétés abstraites, de méme qu’il est nécessaire de
traiter la théorie générale des R-espaces vectoriels de dimension finie, et pas uniquement
celle des sous-espaces vectoriels de R”. Ce chapitre étudie notamment :

e les submersions, immersions, et plongements ;

les formes différentielles et la différentielle extérieure ;

e les formes volumes et ’orientation des variétés,

I’intégration des formes différentielles et la formule de Stokes ;
e ’abondance des difféomorphismes sur les variétés abstraites ;

e les variétés complexes et les groupes de Lie.

Xl
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Il se termine par 1’évocation des problemes de classifications des variétés différen-
tielles compactes de petite dimension, un sujet de recherches actuelles qui a connu des
développements spectaculaires ces dernieres années.

Chaque chapitre se termine par de nombreux exercices qui sont partie intégrante du
cours et qu’il est donc essentiel de faire. Des éléments succincts de correction sont four-
nis en fin d’ouvrage ; ils sont 1a pour aider le lecteur, mais ne constituent aucunement
un modele de corrigé.

Remerciements

La plupart des dessins ont été réalisés avec 1’aide du logiciel gratuit SAGE. Un grand
merci a Christophe Besse d’avoir guidé mes premiers pas dans son utilisation.

Mes collegues Yuxin Ge, Eveline Legendre et les étudiants du Master ESR de Mathé-
matiques de I’ Université Paul Sabatier m’ont fait des retours constructifs sur une version
préliminaire de ce livre, je les en remercie.

Malgré tout le soin apporté a sa confection, le texte contient probablement de nom-
breuses coquilles (typos, erreurs, imprécisions). N’hésitez pas a me les signaler en
m’écrivant : vincent.guedj@math.univ-toulouse.fr.

Bonne lecture !


https://www.sagemath.org/fr/

Chapitre @
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Courbes de R”

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons a |'étude des courbes plongées dans R”.

(13

Nous étudions plus particulierement les courbes planes (n = 2) et les courbes gauches
(n=3).

Nous commencons par observer que toute courbe peut étre localement paramétrée par
longueur d’arc : toutes les courbes de R” sont donc localement isométriques, mais nous
allons dégager des propriétés de rigidité globale.

Nous introduisons la courbure des courbes planes. Son importance est illustrée par le
« Théoréme fondamental » (Théoréme 1.2.12) qui affirme que deux courbes planes qui ont
méme courbure sont images I'une de l'autre par une isométrie globale de R?. C'est un
formidable résultat sur lequel il faut nous arréter un moment : une information de nature
locale (la courbure) suffit & classifier les courbes a équivalence globale prés.

Pour les courbes gauches, les concepts fondamentaux sont ceux de courbure et de torsion
(la nouveauté par rapport aux courbes planes). Ils sont introduits par I'intermédiaire d'un
repére mobile, le repére de Frenet, qui est bien adapté a |'étude des courbes gauches.
L'importance de ces concepts est mise en évidence par le Théoreme 1.3.13 : deux courbes
gauches ont méme courbure (non nulle) et méme torsion si et seulement si elles sont
images I'une de I'autre par une isométrie globale de R3.

Nous rappelons ensuite quelques propriétés des isométries de R”, puis nous mention-
nons certaines propriétés globales des courbes fermées (nombre d’enroulement, inégalité
isopérimétrique).

Je vous incite a consulter le site mathcurve.com sur lequel vous trouverez la représentation
graphique de nombreuses courbes que nous rencontrerons dans ce texte (et bien d'autres
encore). Vous étes vivement encouragés a produire le plus de dessins possible au fil de
votre lecture.

s,
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Paramétrisation par longueur d'arc

cescee®

eecececcsseseccsccces

1.1 Courbes paramétrées

Soit I un intervalle ouvert de R et ¢ : I — R”" une application. On peut I’écrire en

coordonnées

o) = (9,(), ..., 9, D).

Lapplication ¢ sera dite lisse lorsque chacune des fonctions coordonnées ¢; est

infiniment dérivable.


https://www.mathcurve.com/

Chapitre 1 ¢ Courbes de R”

DEFINITION 1.1.1

On appelle courbe paramétrée de R" la donnée d’une application lisse ¢ : I — R".
On dit qu’un point ¢(f,) € I est régulier si ¢'(t,) # 0, c'est-a-dire si ¢ est une
immersion au voisinage de f,. Un point ¢(t,) de I tel que ¢'(z,) = 0 est appelé un
point singulier de T'.

On dit que ¢ est une paramétrisation réguliére si ¢ est une immersion en tout point
etsig : I — @(I) est un homéomorphisme.

Une paramétrisation réguliere s’appelle un plongement. Nous rappelons des proprié-
tés des immersions, submersions et plongements au Chapitre 3.

DEFINITION 1.1.2

On appelle courbe géométrique réguliere ' C R" un ensemble qui est localement
I'image d'une paramétrisation réguliere.

Il est important de distinguer les propriétés de la paramétrisation locale des propriétés
géométriques de I" qui sont indépendantes du choix de la paramétrisation. De fait, I" est
définie a un changement admissible local de paramétrisation pres :

DEFINITION 1.1.3

Un changement admissible de paramétrisation de la courbe géométrique T = (1)
est la donnée d'une application lisse « : J — I surjective telle que a/(¢) # 0 pour
toutr e J.

11 résulte du théoréme des valeurs intermédiaires que si a’ ne s’annule pas sur I’ inter-
valle J, alors soit a’(¢) > 0 pour tout t € J et dans ce cas « préserve ’orientation (¢ et
@ o « définissent le méme sens de parcours de I'), soit &’ () < 0 pour tout ¢ € J et dans
ce cas «'(¢) change 1’orientation.

Exemples 1.1.4

1) L’application ¢ : I = R — R? définie par @(f) = (,#%) a pour courbe
géométrique associée la parabole d’équation y = x2. Cette paramétrisation est
réguliére.

Observons que @ : t € R — 1> € R est un changement non admissible de paramé-
trisation (puisque a’(0) = 0). Cela signifie que la courbe géométrique I", donnée par
la paramétrisation € R — (¢3, %) est un objet géométrique différent de I, bien que
le support de ces deux courbes soit le méme.

2) L’application ¢ : R — R? définie par @(¢) = (t*,1) est une paramétrisation de
la courbe I" d’équation y* = x3. Cette courbe présente un point singulier en (0, 0)
appelé point de rebroussement de premiere espece ou « cusp » (en anglais). On dit
aussi que I" est une cubique cuspidale, dont voici une représentation :




