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Avant-propos

En seconde année les interrogations orales n’engendrent plus d’appréhension. On sait que
cette spécificité du systéme des classes préparatoires aux grandes écoles participe grande-
ment aux progrés des étudiants. Cependant, cette seconde année est courte et a I'assimi-
lation réguliére du cours s’ajoute I'aspect de 'entrainement a I'oral. Néanmoins, de méme
qu’on ne se prépare pas a un marathon en faisant des marathons, un bon exercice pour 'oral
d’'un concours n’est pas forcément un bon exercice pour une « colle » au cours de I'année.
C’est pourquoi méme si certains sujets proviennent de 'écrit” ou de 'oral ™, ils ont parfois
été modifiés afin de recentrer leurs questions sur un chapitre précis d’interrogation.

Dans I'objectif d'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés en trois caté-
gories :
 Les « exercices axés sur le calcul ». Souvent application quasiment directe du cours, ils ont
pour objectif, via la pratique calculatoire, de vérifier la connaissance et la compréhension
des notions du cours.

» Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer 'assimilation des concepts.

* Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices amenent I'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Plut6t que l'originalité ou la difficulté, nous avons privilégié des exercices qui nous ont paru
formateurs. Néanmoins certains exercices, signalés par une ou deux étoiles, sont d'un niveau
plus élevé.

Les corrections des exercices figurent apres la liste des énoncés. Chaque exercice est entie-
rement corrigé parfois de plusieurs maniéres lorsque cela nous a semblé utile.

En début de chaque chapitre se trouve une figure, généralement réalisée par M. Pantigny,
qui illustre soit une notion, soit un exercice. Nous encourageons le lecteur a faire le plus
souvent possible ses propres représentations.

Nous remercions les étudiants qui nous ont transmis leurs retours d’oraux dont certains
figurent dans cet ouvrage.

En espérant que ce livre contribue efficacement a leur préparation aux concours, nous adres-
sons nos veeux de réussite aux lecteurs de ce livre.

“On indique alors D’aprés Banque PT aprés le sujet de I'exercice.
*0n indique alors D’aprés Oral 1 pour l'oral Mathématiques 1, D’aprés Oral 2 pour I'oral Mathématiques et
Algorithmique.
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Fonctions
d’une variable

D:y=x+1
exp
Ary=x
D':y=x-1
1 In
i >

Deux inégalités a connaitre: e* > 1 + x et In(x) < x — 1 (ou encore In(1 + t) < t).

Ay =[xl
t ¥ 111_ } 71[ t >

Autre inégalité utile |sin(x)| < x|



Chapitre 1

ES Exercices axés sur le calcul

Etude de fonction
Pour tout x € R\ {0}, on pose:

P (x) = arctan(x) + arctan (%) .

1) Montrer que 1 est constante sur |0, +oo[ et préciser (x) pour x > 0.

2) Que devient ce résultat pour x < 07?
D’aprés Banque PT

Calcul trigonométrique

Soit t un réel appartenant a [0, /2].
1) Exprimer cos(t) en fonction de cos(t/2).

1 2
2) Comparer D) et cos*(t/2).

3) On pose u = tan(t/2). Exprimer cos(t) en fonction de w.

4) Calculer fﬂ/z !

0 Zreos® dt en posant u = tan(t/2).

D’apreés Banque PT

Etude d’une fonction

1-e7t

Soit f définie sur R \ {0} par f(t) = .

1) Montrer que f est prolongeable en une fonction continue sur R (notée encore f).

2) Etudier la monotonie de f sur R.

3) Montrer que la courbe représentative de f admet une tangente en son point d’abscisse 0
et préciser une équation cartésienne de cette tangente.

4) Tracer l'allure de cette courbe.
D’apreés Oral 2

Utilisation de développements limités

3t
Soit M la fonction définie sur R par M(t) = (Z?;g; 8)

1) Justifier que M est de classe C*® sur R et calculer M'(t) pour toutt € R.
2) Déterminer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de M.
3) En déduire les vecteurs dérivés M'(0), M"(0) et M3 (0).



Fonctions d’une variable

Dérivées successives
Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.

1) Résoudre dans R I'équation x2 —x — 1 = 0.
On désignera par 4, et 4, ses racines avec 1; < A,.

L estde classe C® sur R \ {11, 4.}

xZ2-x-1

2) Montrer que la fonction g : x =
3) Déterminer deux réels a et f (que I'on exprimera en fonction de 1, et A,) tels que :

1 o« B

VX € R\ {11, 22}, x2—x—1 x—-21; x-—21,

4) Soit A un réel. Préciser la dérivée n-ieme de la fonction h : x - pary

5) En déduire la dérivée n-ieme de la fonction g.

3} Exercices axés sur le raisonnement

Dérivées successives

Dans cet exercice, n désigne un entier naturel non nul.
1) Résoudre dans R I'équation x? + x — 1 = 0.

On désignera par 4, et 4, ses racines avec 1; < A,.

1 (o0}
7 oSt de classe C® sur R\ {44,4,}.

2) Montrer que la fonction f : x —

3) Rappeler la formule de Leibniz donnant la dérivée n-ieme du produit de deux fonctions
uetvdeclasse C™.

4) Dans cette question, on suppose n > 2.
En utilisant la relation (x2 + x — 1)f(x) = 1, montrer que, pour tout x € R\ {1;,1,} :

@2 +x—1DfM) +nx+ DY) +nn - 1)@ (x) = 0.

. F®(0)
5) On pose, pour tout entier naturel p, u, = o

a) Calculer directement u, et u;.
b) Pour toutp > 2, montrer que Uy, = Up_q + Up_.

c) En utilisant la formule de Taylor-Young et la question précédente, exprimer le déve-
loppement limité de f a 'ordre 4 en 0.

d) Pour tout entier naturel p, exprimer u, en fonction de p, de 1, et de 4,.

D’apreés Banque PT



Chapitre 1

Classique
Soit f : R — R définie par f(x) = eV gix £ 0 et f(0) = 0.
1) Montrer que f est continue sur R. Est-elle dérivable sur R?

2) Montrer que f est de classe C® sur R.
On pourra montrer par récurrence que pour tout x # 0, f™ (x) existe et est de la forme

P,(1/x)e~** ou P, est un polynome.
D’apres Oral 1

Pour tout n € N*, on note :
n n
. (kr km (krn\ | [kn
un—ZsmT XF et vn—ZsmqsmF.
k=1 k=1
1) Montrer qu'il existe a > 0 tel que pour tout x € [0, a], on ait |sin(x) — x| < x3.
2) Justifier I'existence et préciser la valeur de lirJIl Up.
n-+oo

3) Montrer que la suite de terme général |u,, — v,| converge.
4) En déduire lim v,.

n—-+oo

D’apreés Oral 2

Suites d'intégrales

Pour n € N*, on définit u,, = fle(ln(x))n dx.

1) Calculer u;.

2) Montrer que la suite (u,),en+ €St monotone et convergente.
3) Montrer que :

Vx €[1,e], 0 <In(x) <

o R

En déduire la limite de (u,,)nen+
4) Montrer qu'il existe deux suites (a,,)nen* €t (bn)nen+ de nombres entiers telles que :

vn € N¥, U, = a, + bye.

D’apreés Oral 2

Suite récurrente et étude de séries

Soit (U )nen la suite définie par uy € 10, 1[ et, pour toutn € N, uy4q = u, — u.

1) Etudier la convergence de la suite (u,,),ey. Trouver sa limite.
2) Etudier la convergence de la série Y u?.

n>0
o u N
3) Montrer que les séries ), In ("—“) et ) u, sontde méme nature.
n>0 Un n>0
4) En déduire la nature de Y, u,,.
n>0

D’aprés Oral 2



Fonctions d’une variable

Suite implicite
Pourn € N, on pose f,, : x = x™ — cos(x).
1) Soitn € N. Montrer que f,, admet un unique zéro sur [0, 1] noté a,,.
2) Etudier les variations de la suite (a,)pen-
3) Etudier la convergence de (a,)ney et calculer sa limite.
4) Déterminer un équivalent de 1 — a, lorsque n tend vers l'infini.

D’aprés Oral 2

** | Suite récurrente
On consideére la suite (uy)pey définie par uy > 0 et, pourn € N, up4q = u2 + uy,.

1) Six, ~ 9y, a-t-ontoujourse* ~ e¥n?
n-—-oo
Montrer que si (X;)nen €t (yn)neN sont deux suites réelles, alors :

efn ~ e o limx,—y, =0

n—-oo n—-oo

2) Montrer que (u,)nen €st croissante et a valeurs positives.

3) Montrer que (uy)ney diverge.
On pose v, = 27" In(uy,).

4) Etudier la nature de la série Y (v,41 — v,,). En déduire la convergence de (v,) nen-
n>

5) Donner un équivalent de u,, en fonction de la limite £ de v,,.

(%)
=
=)
-
19
L
o
o
o
v

D’apreés Oral 1

& Exercices avec questions ouvertes

Soit P un polynéme non nul. L'équation P(x) = e* peut-elle admettre exactement deg(P)
solutions? Un nombre infini de solutions?
D’apreés Oral 2

Corrections

ESl Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Par addition et composition, la fonction i est dérivable sur I'intervalle ]0, 4+oo|.



Chapitre 1

Pour x € ]0,+0[, )/ (x) = — — = - — = —— — —— = 0.

14x2  x? 1+ 14+x2  x2+1

La dérivée est nulle sur I'intervalle ]0, +oo[, donc 1 est constante sur |0, +oo[.

2 Remarque
2 Il est important que ]0, +oo[ soit un intervalle pour ce point. D’ailleurs, la dérivée de ¢
2 est nulle sur R\ {0} et la fin de I'exercice montre que 1) n’est pas constante sur R \ {0}.

Or, Y (1) = arctan(1) + arctan (%) = % + % = g Onadonc:

1 s
Vx >0, arctan(x) + arctan (—) =3
X
2) Lafonction arctan étant impaire, Y I'est aussi, donc on obtient :

1
Vx <0, arctan(x) + arctan (;) =-3

Exercice 2

1) On a, d’apres les formules de duplication :
cos(t) = cos(2(t/2)) = 2 cos?(t/2) — 1.

2) Par définition, tan = sin/cos donc:
1 _ 1
1+tan2(t/2)  ,, sin?(t/2)
cos2(t/2)

cos?(t/2)
cos2(t/2)+sin?(t/2)
cos?(t/2).

3) Avecu = tan(t/2), on a en combinant les 2 résultats précédents :

> cos? +sin? =1

N2 1 1_l—u2
cos(t) = 1+ u? Tl +u?

4) Remarquons que pour tout t € [0,7/2], 2 + cos(t) > 0, donc la fonction t
. . . e 4z _ (/2
continue sur le segment [0, 7/2]. En particulier, I'intégrale I = fo Pyw——
En utilisantle changementu = tan(t/2),onau € [0, 1] (cartan(0) = O ettan(r/4) = 1).
1-u? _ 3+u?
1+u? ~ 1+u?’

2+cos(t)
dt existe.

Avecle résultat du 2), 2 + cos(t) = 2 +
Comme t/2 € |-n/2,m/2[, u = tan(t/2) entraine t/2 = arctan(u). D’'ou dt = Zﬁ du.

e . 1 2
Apres simplification, on obtient I = | du.

0 3+u?



Fonctions d’une variable

Remarque

En pratique, on peut éviter le recours a arctan :

Deu = tan(t/Z) onadu = %(1 + tan?(t/2)) dt. Comme 1 + tan?(t/2) = 1 + u?, on
= dt.

en dédui

On pose ensuite u = V3x :

1—f1N—3+3 V3 dx
o linéarité de I'intégrale
= 2B (s 1
T3 Jo 142
=1 [arctan(x)]l/\/5
3 0
23 arctan(0) =0
= =~ arctan(1/V3).
Enfin, 7/6 € |—n/2,m/2[ et tan(w/6) = \/1§//22 = \/_, donc arctan(1/v/3) = m/6.
: /2 1 _2V3 m_ m3
Finalement, P de=22.2 =12,
Exercice 3

1) Comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, f est
continue sur R \ {0}.

On sait que e* = 1+ x + 0 (x),doulon déduite™* o 1—t+o().
x— -

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Par conséquent, 1 — et = t+o0(t).Doncl—e™t ~ ¢ puisf(t) ~ - =1
t—0 t—0 t—0 t

Ce résultat signifie que f(t) vy 1.
En posant f(0) = 1, on prolonge f en une fonction continue sur R.
2) Comme quotient, f est dérivable sur R\ {0} etona:

elt—(1-eYH (t+Det-
t? - t?

f'@®) =

e Premiére méthode (en utilisant et > 1 + t)
Pourt € R\ {0},ona:
fft)>0 © (t+1et-1>0
S (t+Det>1
S (t+1)>el.
Or, et > 1+t donc f'(t) < 0 pour tout t # 0.

Q on multiplie par et > 0

e Deuxieme méthode (par étude de fonction)
Le signe de f'(t) est celui de ¢(t) = (t + 1)e™t —
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Chapitre 1

Comme ¢'(t) = et — (t+ 1)e"t + 0 = —te™, on a le tableau de variations suivant
pour ¢ :
t |—o 0 +o0
@'(t) + 0 -
0
@) 7 N
—00 _1

Comme f est continue sur R et de dérivée négative sur R\ {0}, elle est décroissante sur R.

3) Ils’agitde montrer que f est dérivable en 0. Le plus rapide est de reprendre le calcul de la
question 1) en utilisant un terme de plus dans le développement limité de I'exponentielle.

En utilisant e™* S, 1ot t?/2+0(t?),ona:

—et t—t?/2+0(t) _
t t t—0

f(t)=1 1—t/2+0(t).

L'existence d'un développement limité a I'ordre 1 en 0 prouve la dérivabilité de f en 0 et
ona f'(0) =—-1/2.
L'équation de la tangenteen O esty = f'(0)(x — 0) + f(0) = —%x + 1.

4) Ci-dessous l'allure de la courbe représensative de f.

Exercice 4

1) Les deux fonctions cos® et sin® étant de classe €% sur R (comme produit), la fonction M
est de classe C” sur R. On obtient en dérivant chacune des composantes :

—3sin(t) cos?(t)
VtER, M'(t) = . .
t ’ ©) < 3 cos(t) sin?(t)
2) On connait le développement limité de cos a 'ordre 3 en 0. En outre, on sait que 1'on
obtient un développement limité d'un produit a I'ordre 3 en 0 en ne conservant que les
termes d’ordre inférieurs a 3.



Fonctions d’une variable

Ainsi, on a successivement :

cos(t) = 1— %tz +o(t%)
=0 \> CoS

cos?(t) = (1- 382 +0(e))(1- 382 +0(8)) >
1 1
= 11—t =5t +o (%)
— _ 42 3
= 1=t +0(t)

cos?(®) = (1= +0(e))(1- 3 +0 (%)

3 _ 1 _3:22 3
cos*(t) = 1-3t +o(t3).

2 = cos X cos

t*=0(t3),t%0(t3) = 0 (%)

) > cos® = cos? X cos

e Ay . . 1 L .
On pourrait faire de méme a partir de sin(t) o t— gt3 +o (t3), mais il est plus rapide
—
de remarquer que sin(t) ~ tentrainesin®(t) ~ ¢3, puissin®(t) = t3+ o (¢3).
t-0 t—-0 t-0

Par conséquent :

3
(1 =2t2+0(3)) _(1\,1,(-3\, 5(0 3
M(t) t;()( 2t3+0(t3) =lo)*3t% o |+E(1)+o ().
3) La fonction M étant 3 fois dérivable en 0, le développement limité est également obtenu
par la formule de Taylor-Young :

’ 1 YAV 1 3agm 3
M) =, M(0) +tM'(0) + 5t°M"(0) + Zt°M" (0) + 0 (¢%).

Par unicité du développement limité, on obtient :
0 -3 0
1 _ " _ m _
w=(Oaro=(3) « wo-(0)

Certes, la question 2) permet d’obtenir M'(0) en particulier. Mais, en général, calcu-
ler les dérivées successives pour obtenir un développement limité n’est pas une bonne
méthode.

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Remarque

Exercice 5

1) Le discriminant du trinéme du second degré X? — X — 1 vaut 1 + 4 = 5. Donc I'équation

2 1—/5 1+V5

. . -5
x —x—1=Oadeuxrac1nesreelle5/11=Tet/12= -

2) La fonction polynomiale x ~ x?

R\ {41,4,}, lafonctiong : x =

— x — 1 étant de classe C* et ne s’annulant pas sur
L estde classe C® sur R \ {241, 4,}.

xZ—x—1

3) Lafonctiong : x +» ﬁ est une fraction rationnelle de degré négatif avec 2 pdles

simples 4, et 4,. On sait que :
1 1 a B

VERN M) T T I T GGy x4 X7,

1
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Chapitre 1

aveca—(l) =1 etﬁ—(l) =1
X=ha)ymp, Az X=M)yep, Aeh

3 Remarque

5
5

ECommeAZ—h:\/g,onaB:%: eta =—p.

. 1 . .
4) Sih:x v T3 On sait (ou on retrouve facilement) :

1 2-3
h' =——, h” = — hm —___= -
iné M (x) = (—1)"—
et plus généralement, h'™(x) = (—1) o
5) Par addition, on déduit des questions précédentes :
n! n!
gMx) = D'e—m tBED e
p=-a=1/\5
SO E Y S S
( \/g (x_ll)n+1 (x_lz)n+1 :
¥} Exercices axés sur le raisonnement
Exercice 6
1) Le discriminant du trinéme du second degré X? + X — 1 vaut 1 + 4 = 5. Donc I'équation
x%2 + x — 1 = 0 adeux racines réelles 1, = i Y Ay = 145

2

2) La fonction polynomiale x = x2 + x — 1 étant de classe C® et ne s’annulant pas sur
R\ {4;1,4,}, la fonction f : x — o est de classe C” sur R\ {41,4,}.

3) D’apres la formule de Leibniz, la dérivée n-iéme du produit de deux fonctions u et v de
classe C™ est donnée par :

n

(uv)® = Z <Z>”(k)”(n_k)'

k=0

4) Enposantu :x » x2+x—1,onau’ :x » 2x,u” : x > 2, puis,u(k) = 0 a partir du
rang 3.
En notant ¢ : x = (x? + x — 1)f(x), on a d’aprés la formule de Leibniz , pour tout
x € R\ {41,145}

(p(”)(x) = kzz:o (Z)u(k)(x)f("—k)(x) > k>3,
= (uEF ™) + (D6 + (' of -2 ¢ =0
_ nn-1) - (*)

= (* +x = DfO ) +n@2x + DD (x) + 2=——=f "D ().

(*) On utilise (g) =1, ('11) =, (';l) _ n(n2—1).



Fonctions d’une variable

Par ailleurs, ¢ étant constante, sa dérivée n-iéme est nulle.

Par conséquent, pour tout x € R\ {11,4,}:

@+ x—1DfM) +nRx+ 1D V) +nn—-1D)f*2D(x) =0 (2)
5) a) Comme f : x & rlx—f onaf' :x —%. En particulier, f(0) = —1 et
f'(0) =—-1.D'ou:
© (€]
Uy = f 0!(0) =f0)=-1 et u = ¥ =f'(0) = —1.

b) D’aprés (A),ona—f®(0) +pfP=D(0) + p(p — 1)fP~2(0) = 0. D’otr :

—pluy+p-@— D1 +ple—1 - (- 2'uy_, =0.

Commep-(p—1D!=pletp(p—1)-(p—2)! =p!,onobtientu, =uy_4 +u,_,.

c) D’apreés la formule de Taylor-Young a I'ordre 4, on a :

4 4
£®(0)
= p 4 = D 4
f(x)x_mz ol x +0(x) Zupx +o(x).
p=0 p=0
Connaissant u, = —1etu; = —1, onobtientu, = u; + yy = -1 -1 = -2, puis
Uz =uU,+u =—2—-1=-3etuy, =uz+u, =—-3—-2=-5Dou:

e 1 942 _ 343 _Ea4 4
fe) = —1-x—2x%—3x%—5x +o(x*).

d) On reconnait une suite linéaire récurrente d’ordre 2. L'équation caractéristique asso-

ciée estr? —r — 1 = 0.1l y a deux solutions qui sont 1+2—\/§ =—A et 1_2—\/5 = —1,.

Donc il existe des réels a et 8 tels que pour toutp € N :
up = a(=11)P + B(=1)".

a+ p=-1
“la — 1, = -1’
En formant A,L; + L,, on obtient (A; — 1,) = —A; — 1. Comme A, — 1, = —/5 et
—A;—1 = A3, onendéduit p = —1,/V5.Puisa = —1— = (—V5+1,)/V5 = 1, /5.
Finalement :

Puisque uy = —1 etu; = —1, on a le systéme {

vp € N* A
p ) up -
V5

(=A)P — N

(=22)P.
Remarque

L'énoncé de labanque PT proposait également de retrouver la dérivée n-ieme de f, en uti-
lisant une décomposition de la fraction comme a I’exercice 5.
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Chapitre 1

Exercice 7

1) e Par composition de fonctions dérivables, f est dérivable (donc continue) sur R \ {0}.
e Comme 1/x? - +ooetet P 0,ona f(x) - 0, par composition de limites.
Or, f(0) = 0, donc f est continue sur R.
e Pourx # 0, f'(x) = J%e‘l/xz. Comme lim t3/?2e7t =0, 0n a)lci_r%f’(x) = 0.

t—>+oo
xX#0

Comme f est continue sur R, dérivable sur R \ {0} et 1irr(1) f'(x) € R, la fonction f est
X—
dérivable sur R, d’aprés le théoréme de la limite de la dérivée.
2) Par composition de fonctions de classe C®, f est de classe C*® sur R \ {0}.
Pour n € N, notons P, «il existe un polynéme P, tel que f™(x) = Pn(l/x)e_l/x2 pour
tout x # 0».
e Initialisation
2 2
En posant Py = 1, onabien f((x) = f(x) = e™/*" = B,(1/x)e~'/*" pour tout x # 0.
Donc %, est vraie.
o Hérédité
Soitn € N. On suppose que P, est vraie.
On a alors fM(x) = P,(1/x)e"Y** ou P, est un polyndme. Cette expression étant
dérivable, on obtient :
2 1 _ 2
FED @) = (SP(1/3) — Pa(1/x)) eV,
On pose alors P,y = 2X3P, — X%P,. On constate que P, est bien un polyndéme et que
pour tout x # 0, ona f™@*D(x) = P, (1/x)e” /¥,
Donc P, 4 est vraie.
On a montré par récurrence que pour toutn € N, B, est vraie.

Soit P un polyndme. Pour x # 0, P(1/x) est une combinaison linéaire de termes de la
forme 1/x* otk € N. Comme tk/2e~t —> Opourtoutk €N, onaP(1/x)e 1/** —
en utilisant t = 1/x2.

Par conséquent, toutes les ™ ont une limite réelle (a savoir 0) en 0.

En appliquant Itérativement le théoréme de la limite de la dérivée, on obtient que f est
de classe C™ sur R pour toutn € N.

Finalement, f est de classe C® sur R.

Exercice 8

1) On sait que sin(x) S X %x3 + 0 (x®). On en déduit (sin(x) — x) o %x3, puis

lim sin(x)—x _ 1

x—0 x3 6"
En utilisant la définition de la limite avec € = 5/6 (on a bien € > 0), on sait qu’il existe
a > 0 tel que pour toutx € [—a, a] \ {0} :



2)

3)

4)

Fonctions d’une variable

On en déduit qu’alors |sin(x) - x|/ |x3| <1

Pour x € ]0,a], on a en outre |x3| = x3. En multipliant le résultat précédent par x% > 0,
on obtient |sin(x) — x| < x3.

Cette inégalité étant par ailleurs valable en 0, on a:

vx € [0,a], |sin(x)—x| < x5

1 X kn . km . a .
; Z 7 sSin 7 , 0n fait apparaitre une somme de Riemann
k=1

pour la fonction f : x = x sin(x) pour la subdivision réguliere de [0, ] de pas % Comme

En remarquant que u,, =

. . 1
f est continue sur [0, ], on a 111_1}010 Up = — fo x sin(x) dx.
L'intégrale se calcule par une intégration par parties.
u(x) = x v'(x)
) et
u'(x) 1 v(x)

sin(x)

Considérons pour tout x € [0, 1], { @)’
—cos(x

On a ainsi :

f: xsin(x) dx = fon u(x)v'(x) dx

=[—x cos(x)]:: - fon 1-( = cos(x)) dx
=+ + fon cos(x) dx

> intégration par parties
Q cos(m) = —1

=m+ [sin(x)]:)r.
Comme sin(m) = sin(0) = 0, I'intégrale vaut 7 et finalement lirJP u, = 1.
n—+oo
n
Par linéarité de la somme, u,, — v, = ¥ (sin (k—n) X k—f — sin (E) sin (k—f)) :
k=1 n n n n
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D’our :

[up — vp| =
inégalité triangulaire

=
1l

1
lab| = |al |b]

N
M=
2. .
=
—~~ ~~
=
3

N

N
WM: WM:

§< lcark € [1,n]

somme de n termes égaux

)3 > d’aprés 1) et [sin| < 1

Comme 1/n2 —— 0, la suite de terme général |u,, — v,,| converge vers 0 par encadre-
n-oo
ment.

Onendéduitquev, =u, +v, —u, — 1+ 0= 1.
n—-oo

Remarque

N . . - L3 n%(n+1)?
Ala question 3), on aurait pu utiliser ), k° = —
k=1

15
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Exercice 9

1) Sion ne connafit pas une primitive de In, on effectue une intégration par parties :
e e e X
Uy =f 1-In(x)dx = [xln(x)]l—f ;dx:e—(e—l) = 1.
1 1

. +1

2) Pourtoutx € [1,e],ona 0 < In(x) < 1,dou0 (ln(x))n < (ln(x))n.
Les bornes étant dans le sens croissant, on obtient en intégrant 0 < u, 41 < Up.

La suite (u,),en+ €st décroissante et positive, elle est donc convergente.

3) Onintroduitla fonctiong : x » f —In(x), qui correspond a la différence des 2 membres.

1 1 x—e . . \ i
Comme ¢'(x) = PR ¢’ est négative sur [1, e]. D’ou ¢ est minimale en e.

Or, ¢(e) =1 —1 = 0, donc ¢ est positive sur [1, e].
Pour toutx € [1,e],ona 0 < In(x) < x/e,d’ou 0 < (ln(x))n < (x/e)n.
1

On obtient, en intégrant, 0 < u, < [ 2 dx = itdal [N L .
’ g PSR en T n+1 en T+l (n4le® S n’

On en déduit que la limite de (u,,)nen+ €st nulle, par encadrement.
4) On va procéder par récurrence surn € N*,
Pour n € N*, notons %, la proposition «il existe a,, et b,, entiers tels que u,, = a,, + b, e ».
e Initialisation
Onavuu; = 1.Enposanta; = 1etb; = 0,onabien a, et b; entiersetu; = a; + b;e.
Donc P; est vraie.
e Hérédité
Soitn € N*. On suppose que P, est vraie.
On a alors a,, et b, entiers tels que u, = a, + b,e.

Unar = [} (In@)""" dx
[x(ln(x))nﬂ]i - fle(n + 1);—‘(1n(x))n dx
e—0—(n+1)[[(In(x))" dx

=e—(n+ Du,

> intégration par parties

Q on reconnait u,, = fle(ln(x))n dx
Q d’apreés P,
=e—(n+1a, — (n+ 1)bye.
Onposealorsa,,1 = —(n+ 1a,etb,y1 =1— M+ 1)b,.
On constate que a, 41 et b, sont des entiers et que U1 = Ap41 + bpy1€
Donc P, ;1 est vraie.
On a montré par récurrence que pour tout n € N*, P, est vraie.
Par conséquent, il existe deux suites (a;)nen* €t (bn)nen+ de nombres entiers telles que :

vn € N*, U, = a, + bye.



Fonctions d’une variable

Exercice 10

1) Comme u,,; — U, = —u2 < 0 pour tout n € N, la suite (u,,),ey est décroissante.

En particulier, pour toutn € N, u,, < ug < 1,donc u,, 1 = u,(1 — uy,) ale signe de u,,.
Comme uy > 0, on obtient par récurrence que u, > 0 pour toutn € N.

Etant décroissante et minorée par 0, la suite (u,),ey cOnverge vers un réel £ positif.
Par unicité de la limite, on obtient £ = £ — £2, d’oti 'on déduit £ = 0.

2) Onau? = u, — Up4q. Comme la suite (u,),ey €St convergente, la série télescopique
Y (u, — un41) est convergente.

n>0

Par conséquent, la série Y, u2 est convergente.

n>0
3) Onau,4q/uy =1 —u,.Comme lim u, =0,onaln(l —u,) ~ —u,
n—oo n—oo
u . u 7 : x
CommeIn ("—“) ~ —uy,onsaitquel’absolue convergencede ). In ( 1t ) équivaut a
Up n-oo n>o0 Un
cellede ), u,.Comme lestermes généraux sontde signe constant, I’absolue convergence
n>0
équivaut a la convergence.
o u A
Donc les séries Y. In ("—“) et Y. u, sont de méme nature.
n>0 Un n>0

4) On aln(upyq/uy) = In(upyq) — In(uy,). Comme la suite (ln(un))nEN diverge (sa limite
est —o0), la série télescopique Y (ln(un+1) — ln(un)) est divergente.
n>0

D’aprés la question précédente, ), u, est également divergente.
n>0
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Exercice 11

1) Sin=0,0naf: x = 1—cos(x).Sur [0, 1], 'unique zéro de f estay, = 0.
Sin € N,onaf, : x » nx™! + sin(x). Comme [0,1] < [0, 7], sin est positive sur
[0, 1]. Donc f, est positive sur [0, 1] et nulle en 0 uniquement. Par conséquent, f;, est une
bijection strictement croissante de [0, 1] sur son image [fn(O),fn(l)] =[-1,1—-cos(1)].
Comme 1 —cos(1) > 0,0 € [-1,1 — cos(1)]. Ainsi, f,, admet un unique zéro sur [0, 1].

2) Onva utiliser le signe de f,,(a,,41) pour comparer a,, 1 et a,.

a =a’, , —cos(a
fn( n+1) n+i ( n+1) Qt € [0, 1] — ¢n+l <th
> anii — cos(@n41)

- ) fur1(@ne1) =0

D’apres les variations de f,,, a, < @p41-
On a montré que la suite (a,),ey €St croissante.
3) Etant croissante et majorée par 1, la suite (a,),ey €St convergente vers un réel £ < 1.

e Premiere méthode (par I'absurde)
On suppose que ¢ < 1.
Pourn € N, on déduitde 0 € a, < £ que0 < ap <™
Comme ¢ € -1, 1[, " — 0. Par conséquent, alt — 0, par encadrement.

17
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Par ailleurs, a = cos(ay) — cos(?¥), par continuité de cos.
Ainsi, ona cos(¥) = 0.0r, £ € [0, 1], donc cos(¥) # 0. C'est impossible.
On a montré par 'absurde que £ = 1.

¢ Deuxieme méthode (al'aide de In)

De ay = cos(a,), on obtient nln(a,) = ln(cos(an)), car les 2 membres sont stricte-

ment positifs.
Ona ln(cos(an)) — ln(cos(i’)) € R, car cos(¥) > 0.
0 —

DonclIn(ay,) = ln(cos(an))/n —— 0. Par continuité de exp, a,, —— € .
n—oo n—-oo

4) Enreprenant la question précédente, on aln(a,) = ln(cos(an))/n ~ ln(cos(l))/n.
n—-oco
Or, In(x) ad (x — 1), donc In(a,) e (ap, — 1).

Compte tenu de ces 2 résultats, ona:

3 In(cos(1))

n—oo n

(1 - an)

Exercice 12
1) En choisissant par exemple x, =n+2ety, =n,onax, ~ Y,
n—-oo
Mais e*n = e"*1 = e2e™ = e?eYn, ce qui n’est pas équivalent a e¥n.
Si (xp)nen €t (Un)nen sont deux suites réelles , alors on a:
efn ~ el & efnfedn ~ 1 & e — 1 & lim x, —y, =0.
n—-oo n—-oo n—-oo n—-+oo
2) Comme Uy 41 — U, = U2 > 0 pour tout n € N, la suite (u,)ney €St croissante.
Doncu, > uy > 0 pour toutn € N. La suite (u, ) ey st croissante et a valeurs positives.
3) Onraisonne par I'absurde. On suppose que la suite converge et on note £ sa limite.
Par unicité de la limite, on obtient £ = £ + £2, d’oti 'on déduit £ = 0.0r, £ > u, > uy > 0.
C’est impossible.
On a montré que la suite (u,),ey diverge.
4) Ona:
Unt1 = Vp = 27" In(Ungg) — 27" In(uy)
=2"""1n(u2 + u,) — 27" 1In(ud)
_n— uz+u
=2" 1ln<—"u2 ")

n

) In(x?) = 2In(x)

> In(b) — In(a) = In(b/a)
=gt ln(l + i)

On en déduitque 0 < Vpq — v, < 27" 11n (1 + ui()), car u, > Ug.

La série géométrique de raison 1/2 étant convergente, la série Y, (v,,1 —vy,) est conver-

n>0
gente par comparaison.

La convergence de la série télescopique assure la convergence de la suite (v,)nen-



Fonctions d’une variable

5) On afacilementIn(u,) = 2™y, ~ 2™

n—oco

(o8]
Onvautiliser £ —v,, = Y, (Vx4+1 —Vx). Comme a la question précédente, on a pour k > n,
k=n

k- 1 ke 1
Uk+1—17k=2 klln(1+u—)<2k1ln(1+u—),caruk>un.
k n
En sommant toutes les inégalités, on obtient :

oo 1 oo
0<lt—v, = Z(uk+1 — ) < 2-11n<1 + —)Z 27k,
k=n Un k=n

Or, ) 27k=2" 1_;_1 = 27" . 2. Compte tenu de tout cela :

1
0<2"€—2"Un<ln<1+—>.

uTl
Comme (uy,)nen est croissante et divergente, elle tend vers +oo. Par composition de li-

. 1 ,
mites, In | 1 + — | —— 0. Par conséquent, 2*¢ — 2™y, —— 0, par encadrement.
Un n—oo n-oo

N . n n . n n
D’aprés la question 1), onadonce? ’n ~ 2 etfinalement,u, = e* ’n ~ 2%,

n—oco n—co

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 13
Oui, 'équation P(x) = e* peut admettre exactement deg(P) solutions. C’est le cas de I'équa-
tion 1 + x = e*, dont 'unique solution est 0. Et 1 + X est de degré 1.
En revanche, on va montrer qu’il n’existe pas de polyndme pour lequel P(x) = e* admet
une infinité de solutions.
On suppose qu'il existe un polynéme P vérifiant « P(x) = e* pour une infinité de valeurs
du réel x », propriété que I'on note P (P). Le polynéme nul n’étant pas solution, on note A
I'ensemble suivant :

A = {deg(P), P tel que P(P) est vraie}.

Par hypotheése, A est une partie non vide de N, donc admet un plus petit élément d,,.
Notons P, un polynéme de degré d, tel que P (F,) est vraie.

Parmi I'infinité de zéros de la fonction f : x = e* — P(x), on choisit une suite strictement
croissante (Uy,)nen-

Soitn € N*.

La fonction f est continue sur [u,_q, u,], dérivable sur Ju,_q, u,[ et f(un_1) = f(uy).
D’apres le théoréme de Rolle, il existe un x,, € Ju,_1, uy[ tel que f'(x;,) = 0.

On a ainsi construit une suite (x;,,),en* Strictement croissante de zéros de f', car on a pour
toutn € N*, x,, < uy, < Xp4q.

Or, f' : x » e*¥ — P'(x), donc on aurait un polynéme P’ de degré strictement inférieur a d,,
et tel que P(P') est vraie. C’est impossible puisque d, = min(4).

On a montré que pour aucun polynéme I'équation P(x) = e* n’a une infinité de solutions.
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Espaces vectoriels

[
p

4

Si E est de dimension n, 'intersection de p hyperplans est de dimension au moins n — p.
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ES Exercices axés sur le calcul

Sous-espace vectoriel de R*

On consideére les 3 vecteurs de R* suivants :

1 -1 3
-1 1 -3
e = 2 ) e, = 1 et €3 = 0
1 3 -5

x— y+2z+ t=0
x + 2y — z+ 2t=

|
o

On note F = Vect(eq, e, e3) et G I'ensemble des solutions de {

1) Déterminer une base ainsi que la dimension de F.
2) Justifier que G est un sous-espace vectoriel de R* et en déterminer une base et la dimen-
sion.

Sous-espace vectoriel de matrices

a+c —b c
Soit E = b a—2c b ],(ab,c)€R3,.
c —b a+b

1) Montrer que E est un R-espace vectoriel.
2) Calculer la dimension de E.

3) Lespace E est-il stable par produit?
D’aprés Mines-Télécom

Noyau et image dans R3

Soit f 'endomorphisme de R® canoniquement associé a la matrice M = | —1

Déterminer son noyau et son image.

On considére 'application f définie sur R? par f(x,y) = (x + 2y,x — y,x + y).
1) Montrer que f est linéaire.

2) Sans calcul, examiner la surjectivité de f.

3) Déterminer une équation de Im(f).

4) L'application f est-elle injective?

5) Déterminer, sans les résoudre, le nombre de solutions des systémes suivants :

x+ 2y =4 x+ 2y =4
a) ¢x— y=1 b) {x — y = 3.
x+ y =3 x+ y=1

D’apreés Mines-Télécom



Espaces vectoriels

Projecteur dans R3

On se place dans R3. Soient P le plan d’équation cartésienne x — 2y + z = 0 et u le vecteur
de coordonnées (1,2, 1).

1) Ecrire la matrice de la projection sur P parallélement a la droite engendrée par w.

2) Soit D la droite affine définie par les équationsx + y +2z=1et2x +y = 1.
Déterminer I'image de D par cette projection.

D’aprés Oral 2

¥F Exercices axés sur le raisonnement

Sous-espaces de fonctions

On considere I'espace vectoriel E = CO([O, ], ]R) et les sous-ensembles suivants :
F={f €E|f(0) = f(r/2) = f(m)} et G = {f € E| f est deux fois dérivable et f” + f = 0}.

Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
D’apreés Mines-Télécom

Polynémes de Lagrange

1) Soient x4, x, et x5 trois réels distincts.

Trouver les polyndémes g tels que g soit de degré au plus 2, g(x;) = 0, g(x;) = O et
g(x3) =1.

2) Soientn € N* et x4, x5, ..., X, des réels distincts.
Trouver les n polynémes f, f, ..., f, de degré n — 1 et vérifiant pour tous i et j € [1,n],
filxj) =0,sij #ietfi(x;) =1

3) Montrer que la famille (f;, f5, ..., f) est une base de R,,_;[X].

4) Reconnaitre le polynome f = f; + f, + - + fy,.

5) Soit P € R, _1[X], exprimer P en fonction des polyndmes f, f5, ..., fn-

D’apres Oral 2

Utilisation d’un polynéme annulateur
Soient E un K-espace vectoriel et u € L(E) telque u o u + u — 6ld; = 0.
1) Montrer que u est un automorphisme. Exprimer u~! en fonction de u et Id.
2) Démontrer que E = Ker(u — 21dg) @ Ker(u + 31dg).

3) Dans cette question, on suppose en outre que u # 2Idg et u # —3Id.
On note F = Vect(Idg, u, ..., u?°%%). Déterminer la dimension de F.

D’apres Oral 1
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Classique, important

Soit la matrice carrée d’ordre n :

001 0----- 0

1° :

4= -0
1

[ P, 0

Onnote (eq, ey, ..., €,) labase canonique de K" et f 'endomorphisme de K" canoniquement
associé a A.
1) Préciser f(ey), f(e2), ..., f(en) ,puis f2(eq), f2(e3), ..., f ?(e,) eten déduire la matrice A2.
2) Calculer de méme A™ ! et A™.
3) Réciproquement, soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N* et ¢ un endomor-
phisme de E vérifiant 9™~ # 0.z et @™ = Oz ().
Montrer qu’il existe une base dans laquelle la matrice de ¢ est A.

Un grand classique

Soient E un espace de dimension d et u un endomorphisme de E.
1) Montrer que Im(u o u) € Im(u) et que Ker(u) < Ker(u o u).

Plus généralement, montrer que Im(u™*?!) c Im(u™) et Ker(u™) c Ker(u™*?) pour tout

n € N,
2) a) Montrer qu'il existe un plus petit entier naturel n tel que Im(u™*?) = Im(u™).

Dans la suite, n désigne cet entier naturel.
b) Montrer que Ker(u™*1) = Ker(u™").

c) Montrer que E = Ker(u™) @ Im(u™).
D’apres Oral 1 et 2

Hyperplan de R, [X]
Soit E = R, [X]. On considére F I'ensemble des polyndmes P de E tels que fol P(t)dt =0et
G = Vect(1 + X + X?).
1) Justifier que F est un hyperplan de E.
2) Montrerque E = F @ G.

3) Soit p le projecteur de E sur F parallelement a G.

Pour Q dans E, déterminer p(Q) en fonction de fol Q(t)dtetdeQ.
D’aprés Oral 2
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Projecteurs
Soient p et q deux projecteurs de E.

1) Montrer I'équivalence entre les propositions suivantes :
() peq=qe°p=0(endomorphisme nul),
(ii) p + g est un projecteur.

2) Lorsque p + q est un projecteur, montrer que :

Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q) et Im(p + q) = Im(p) + Im(q).

-1 0 -2
Onpose/=| 1 1 1 |etE={als+bJ, (ab)€ R?}
1 0 2

1) Calculer J? et J™ pour n € N*. La matrice J est-elle inversible?

2) Montrer que E est un R-espace vectoriel. En donner une base et sa dimension.
L'ensemble E est-il stable par produit?

3) Trouver les matrices de E qui admettent un inverse dans E et préciser celui-ci.

4) Résoudre X? = X dans E.
D’apreés Oral 2

*% | Formes linéaires
Soient E = R3[X] et a, b, c trois réels distincts. On considére les fonctions définies pour
P € E par ¢o(P) = P(a), $(P) = P(b), $(P) = P(c) et(P) = [, P(t) dt.
On ne demande pas de vérifier que ¢,, ¢y, ¢ et P sont linéaires.
1) Déterminer Ker(¢,) N Ker(¢p,) N Ker(¢,).
2) Montrer que (¢q, Pp, @) est une famille libre de L(E, R).

3) Onsuppose que a = —1 et b = 1. Déterminer ¢ pour que (¢_4, ¢1, ., ) soit une famille

liée et écrire alors 1 en fonction de ¢_, P et ¢..
D’apreés Oral 2

& Exercices avec questions ouvertes

** | Image et noyau égaux

1) a) Soitu un endomorphisme de R? pour lequel il existe une base B’ de R? dans laquelle

1 trice d t 0 1
amatricedeuest|, |-

Que peut-on dire concernant I'image et le noyau de u?
b) Etudier la réciproque de la question précédente.

2) Généraliser la question précédente aux endomorphismes de R??.
D’aprés Oral 2
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** | Hyperplan de M, (R)

Soientn > 2 et F un hyperplan de M, (R) tel que F est stable par multiplication.
On souhaite montrer que I, € F. On raisonne par I'absurde et on suppose donc que I, ¢ F.

1) Montrer que M, (R) = F @ Vect(l,,).

2) Soit p le projecteur sur Vect(l,,) parallelement a F.
Montrer que, pour toutes matrices M et M',onap(MM') = p(M)p(M").

3) Montrer que F ne contient pas de matrices inversibles.
4) Montrer que F contient toutes les matrices nilpotentes.

5) Conclure.
Indication : On pourra commencer par le cas n = 2, puis généraliser.
D’apres Oral 2

* | Matrices inversibles et polynéme annulateur

Montrer que pour une matrice M de M,,(R), on a I'’équivalence :
M est inversible & 3P e R[X], P(O) #0etP(M) =0.

On rappelle que si P = Z a,X*, P(M) estla matrice Z agM* = apl, + a;M + - + agM®.
D’apres Oral 1

Automorphisme d’un espace de polynémes

Soient n un entier de N* et Q un polynome réel de degré d < n
Pour P € R, [X], on pose fo(P) = (QP)™.
1) Montrer que f; est un endomorphisme de R, [X].

2) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur @ pour que f; soit un automorphisme.
D’aprés Oral 1

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
1) Par définition, (e4, e,, e3) est une famille génératrice de F, donc dim(F) < 3
En outre, e, n’est pas colinéaire a e;, donc (eq, e;) estlibre et dim(F) > 2.
Il reste a savoir si e; est, ou non, combinaison linéaire de e; et e,. Pour a et b réels,on a:

a— b= 3 a=34+b
—a+ b=-3 0= 0
aertbe=es S04 b= 0 T V3= -6
a+3b= -5 4b = -8
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Le systeme ayant une solution, a savoir (a,b) = (1,—2), le vecteur ez est combinaison
linéaire de e, ete,.

Par conséquent, (e, e;) est une base de F, qui est de dimension 2.

Remarque
On aurait également pu étudier la liberté de la famille (e4, e,, e3), c’est-a-dire étudier
I'existence de triplets (a, b, ¢) tels que ae; + be, + ce3 = 0.

2) Lensemble G est un sous-espace vectoriel de R*, car c’est I’ensemble des solutions d’un
systéme linéaire homogene.

Remarque

% On aurait également pu dire que G est I'intersection de 2 hyperplans de R*.
x— y+2z+ t=0 x— y+2z+t=0
{x+2y—z+2t=0 Lz:L:z[Ll { 3y - 3z+t=0

x = -z - 3t
s
1
y = zZ — Et
w
v _ 1= o
< 2|52 1 |73t o =
t 0 3 brd
o
—1 —4 o
1 - (@]
Cette résolution montre que 1 et 0 forment une base de G, par conséquent G est v
0 3
de dimension 2.
Exercice 2
1) Le plus rapide est de remarquer qu’en séparant les parameétres, on a:
a+c -b c 1 0 O 0 -1 0 1 0 1
b a—2c b |=al0 1 O0)+b{1 0 1|4+c{0O -2 0
c -b a+b 0 0 1 0o -1 1 1 0 O

Cela montre que E est le sous-espace vectoriel de M3(R) engendré par (I3, B,C), ot on a
posé:

1 0 0 0 -1 0 1 0 1
I3=1{0 1 0], B=(1 0 1 et C=|0 -2 0
0 01 0 -1 1 1 0 O

Etant un sous-espace vectoriel, E est un R-espace vectoriel (muni des lois induites).
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Chapitre 2

2) La famille (I3, B, C) étant une famille génératrice de E, on va étudier sa liberté.
Soient a, b et c des réels tels que alz + bB + cC = 0.

a+c —b c
On a alors b a—2c b = 0, d’ou 'on déduit facilement b = 0, ¢ = 0, puis
c —-b a+b

a=0.

Cela prouve que (I3, B, C) est une famille libre.

La famille (I3, B, C) étant libre et génératrice de E, c’est une base de E qui est donc de di-
mension 3.

3) Calculons, par exemple, B X B :

0 -1 0\/0 -1 O -1 0 -1
B’=|1 0 1|1 0 1|=l0 -2 1
0 -1 1/\0 -1 1 -1 -1 0

Pour étudier I'appartenance de B2 a E, on étudie le systéme suivant :

a+c —b c -1 0 -1
al, + bB+cC =C? & b a-2c b |=0 -2 1
c —b a+b -1 -1 0

La deuxiéme ligne donne ala fois b = 0 et b = 1, donc le systéme n’a pas de solution.
Par conséquent, B? € E et E n’est pas stable pour le produit.

Exercice 3
e Noyau de f
Pour déterminer le noyau, on résout I'équation MX = 0.
3x +6z=0 x = —2z x = =2z
MY¥X=0e {—x+3y+ z=0 ¢ {3y+3z= 0 Jy= -—-z.
2x — y+ 3z =0 -y— z= 0 0= 0

Donc le noyau de f est la droite dirigée par le vecteur (—2,—1, 1).

e Image de f
D’apres le théoréme du rang, dim Ker(f) + dim Im(f) = dim R® = 3. Le noyau étant de
dimension 1, le rang de f est donc 2. Par conséquent, Im(f) est un plan. Les colonnes C;
et C, de M n’étant pas colinéaires, la famille (C;, C,) est une base de ce plan.

Exercice 4
x+ 2y
Conformément a I'usage, on écrira les vecteurs de R® en colonnes, ainsi f (x,y) = | x—y
x+y

1) Lalinéarité de f provient de celle des 3 applications (x,y) = x + 2y, (x,y) » x — y et
(x,y) » x + y. On peut détailler la démonstration comme ci-dessous.
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Soient (x,y) et (x',y") deux vecteurs de R?, a et a’ deux réels.
Par définition, ona a(x,y) + a'(x',y') = (ax + a’'x’,ay + a’y") donc:
flau+a'u') = f(a(x, y) + a’(x’,y’))
=flax+a'x',ay +a'y")

ax+a'x"+ 2(ay +a'y’)

ax+a'x'—ay—a'y’

ax+a'x'+ay+a'y’
al(x+2y)+a'(x"+2y")

a(x—y)+a'(x'—y")

alx+y)+a'(x' +y")

x+ 2y x'+ 2y’
=a|l x—y |+a'| x' =y
x+y x'+y

=af(xy)+a'f(x,y").
2) Puisque f : R? - R3 etdim R? = 2, on arg(2) < 2 d’aprés le théoréme du rang.
La dimension de I'image de f étant au plus 2, f n’est pas surjective.

v

3) Soitu = (a, b,c) € R3. Par définition, u € Im(f) si, et seulement si, il existe (x,y) € R? =
tel que f(x,y) = (a, b, ¢). On étudie alors le systéme suivant : g

19}

x+ 2y =a b+ c—2c—2b = 2a H‘J

xX— y=bh & x= (b+0)/2. s

x+ y=c¢ y = (=b+c)/2 v

Le systéme a une solution en (x, y) si, et seulement si, 2a + b — 3¢ = 0.

4) D’apres le théoréme du rang, dim Ker(f) + dim Im(f) = dim R? = 2. D’apres la question
précédente, le rang de f est 2. Donc dim Ker(f) = 0, ce qui prouve que f est injective.

Remarque
% On peut aussi montrer directement que f(x,y) = 0 si, et seulement si, (x,y) = (0, 0).
4
5) a) Levecteuru = 1 | appartientau € Im(f),car2-4+1—-3:3=0.
3 x + 2y =4
Par conséquent, le systtme { x — y = 1 aune solution.

x+ y=3
Comme f est injective, cette solution est unique.
Explicitement, on trouve (x,y) = (2, 1).
4

b) Pourlevecteurv =1{3 |,ona2-4+3—3:1=28=0.Doncv & Im(f).
1
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x + 2y =4

Par conséquent, le systéme{ x — y

3 n’a pas de solution.
1

X+ y

Exercice 5
On note classiquement (i, j, k) la base canonique de R3.

1) e Image du vecteur i
Le projeté de i est le vecteur u € P tel que i — u soit colinéaire a u. Pour ¢ € R,on a:

l1-«a
i—-aueP o | 2a |eP o 1-a-2(20)+(—0)=0 & a=-1/2.
-
3/2
Le projeté de i estle vecteur [ 1 |.
1/2
e Image du vecteur j
Pour ¢ € R, on a de méme :
-
j—au€eEP & ([1-2a|eP & —a-2(1-2a0)+(—a)=0 & a=1.
—a
-1
Le projeté de j est le vecteur | —1 |.
-1

e Image du vecteur k
Pour @ € R, on a de méme:

—a
k—aue?P & | 2a |eP & —a-2(-20)+(1-a)=0 & a=-1/2.

1/2
Le projeté de k estle vecteur | 1
3/2
3/2 -1 1/2
Donc la matrice M de cette projection dans la base canoniqueest| 1 -1 1
1/2 -1 3/2
x = x
x+y+2z=1 _
2) On afacilement: ey =1- 2
2x + y =1 1
z = X
2
x = 2t

1 — 4t ou t décrit R.

zZ = t

Une représentation paramétrique de D est{ y
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2
On en déduit que D passe par le point A(0, 1, 0) et est dirigée par le vecteur v = | —4 |.
1
Comme le plan P contient 'origine 0, O est invariant et 'image A’ du point A s’obtient
a l'aide de I'image du vecteur OA = j. Par conséquent, le point A" a pour coordonnées
(-1,-1,-1).
On peut calculer I'image v’ du vecteur v a I'aide de la matrice M :

3/2 -1 1/2\ /[ 2 15/2
v=Mv e v=1 -1 1 |[-4]|=] 7
1/2 -1 3/2/\ 1 13/2

Limage de D par cette projection est la droite D’ passant par A’(—1,—1, —1) et dirigée

15
par2v’ =| 14 ).
13
Remarque

Puisque le plan P passe par I'origine, on peut utiliser la matrice directement sur la re-
présentation paramétrique de D. On a ainsi :

2t —1+ 15¢t/2
M[1-4t|=|-1+14¢/2 |,
t -1+ 13¢t/2

ce qui est la représentation paramétrique de la droite D’.
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#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 6

e F est un sous-espace de E
Par définition, F est une partie de E. Et F contient la fonction nulle.
Soient f et g € E, a et § deux réels. On note h la fonction af + fg.Ona:

h(0) = af(0) + Bg(0) QfeE,gEE
=(Zf(7T/2)+Bg(T[/2) \Zh_af—'—ﬁ
= h(1/2). B ’

On vérifie de méme h(m/2) = h(m). Cela montre que h € F.
On a montré que F est stable par combinaison linéaire.
Par conséquent, F est un sous-espace vectoriel de E.

¢ (G est un sous-espace de E
On peut montrer de la méme fagon que G est un sous-espace vectoriel de E, mais il est
plus rapide d’indiquer que 'on sait que G = Vect(cos, sin), donc que G est en particulier
un sous-espace vectoriel de E.
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e Lasomme F + G est directe
Soit f € F N G. Comme f € G, il existe a et b réels tels que f = acos+bsin. On a alors
f(0) =aqa, f(n/2) = bet f(m) = —a.Puisque f € E,ona f(0) = f(m), donc a = 0. Puis,
f(0) = f(/2) entraine b = 0.D’ou f = 0.
On a montré que F N G c {0}, donc que la somme F + G est directe.
¢ [ et G sont supplémentaires
Comme F + G c E, il reste a montrer I'inclusion réciproque.
Soit f € E.
* Analyse
On suppose qu'il existe aet bréelset g € F telsque f = g + acos +b sin.
f(0) =4g@0) +a
En évaluanten 0, m/2 etm,onaq f(n/2) = g(0) + b.
f(m g9(0) —a
Donca = L2T® et h —q = £(0) - f(m/2). D'owb = —2£(0) + f(/2) — 3 ().
* Synthése
On posea = w eth = —%f(O) + f(m/2) — %f(ﬂ),puisg = f —acos—bsin.
Ona g € E, car c'est une combinaison linéaire d’éléments de E.

On caleule g(0) = £(0) — a = L2Y® g(r/2) = f(m/2) - b = LD et enfin

gm)=f(m)+a= M.Doncg € G.
La fonction h = a cos +b sin appartienta Fet f = h + g.
Onamontré ainsi E Cc F + G.
Finalement, on a prouvé F @ G = E.

{ Remarque

: On peut se dispenser de prouver F N G < {0}, car 'analyse de la décomposition f = h+ g
{ prouve son unicité.

Exercice 7 | Polynémes de Lagrange

1) Si g estde degré au plus 2 et admet x; et x, comme racines (distinctes), alors il existe un
réel a tel que g = a(X — x1)(X — x3). La condition supplémentaire g(x3) = 1 impose
1

a = ——— . Ce a existe bien, car (x3 — x1)(x3 — x,) # 0.
(x3=x1)(X3—X2) (%3 ) (xs 2)

Il existe un unique polyndme g tel que g soit de degré 2 au plus et g(x;) = g(x,) = O et
g(x3) = 1. Ce polyndme est L (X —x))(X = x3).

(x3=x1)(x3—X2)
2) Soiti € [1,n]. Comme précédemment, f; étant de degré n — 1 et admettant n — 1 racines
n
distinctes (les x; pour j € [1,n] \ {i}), il existe un réel a tel que f; = a ;1;[1 X = xj).
Jj=i
n
Puis f;(x;) = 1impose a = 1/ [] (x; — x;).
j=1
}j==i
Comme les réels x4, x5, ..., x, sont deux a deux distincts, on abien x; —x; # 0 quand j # i.
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En conclusion :

vie [L,n], fi= ”;H(X - x;).
H (Xi — XJ) j=1

j J#i

[y

-~

3) Lafamille (fy, f, ..., f) estune famille de n polynomes de R,,_; [X] qui est de dimension n.

Soient a4, ay, ..., a, desréels tels que a, f; + a,f, + - + anf, = 0.
n
Soiti € [1,n]. En évaluantle polynéme ) a]-fj en x;, on obtient une somme dont tous les
j=1

termes sont nuls, sauf celui correspondantaj = i ou f;(x;) = 1. On obtient alors a; = 0.
Cela montre que la famille (f;, f5, ..., f,,) estlibre.
Etant libre et maximale, la famille (f;, f5, ..., f,) est une base de R,,_; [X].

4) De méme, en évaluant le polynéme f = f; + f, +-- + f, en x;, on obtient f (x;) = 1, pour
touti € [1,n].

Le polynome f —1 est de degré n— 1 et admet n racines distinctes, donc c’est le polynéme
nul.

Cela prouve que f; + f5 + ... + f, est le polyndme constant égal a 1.
5) SoitP € R,_1[X].Onsaitqu’il existe a4, a,, .., a, réelstelsque P = a, fi+a,fo,++a,fn
car (f1, f2, -, fn) est une base de R,,_4[X].
En évaluant le polynéme en x;, on obtient P(x;) = a; pour tout i € [1,n].
En conclusion :

(%)
=
o
-
(V]
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o
o
o
v

VP € Rp[X], P=Px)fi + P(x2)fz + -+ P(Xp) fn.

Exercice 8
Avertissement : On peut étre tenté d’utiliser les outils du cours sur la réduction des endo-
morphismes, mais I'espace E n’étant pas de dimension finie, il faut faire les démonstrations
sans utiliser ces outils.

1) Deu? + u — 6ldg = 0, on déduit %uz + %u = Idg puis :

1 1 1 1
uo gu+gld5 =IdE et gu-l'gIdE ou=IdE.

) _ 1 1
Cela prouve que u est un automorphisme et que u™! = su+ gIdE.

2) e Lasomme Ker(u — 2Idg) + Ker(u + 31dg) est directe
Soitx € Ker(u — 2Idg) N Ker(u — 31dg). Comme x € Ker(u — 21dg), (u — 2Idg)(x) = 0,
donc u(x) = 2x.
De méme, x € Ker(u + 31dg) entralne u(x) = —3x. D’ou 2x = —3x, puisx = 0.
On a montré que Ker(u — 2Idg) N Ker(u + 31dg) < {0}, c’est-a-dire que la somme
Ker(u — 21dg) + Ker(u + 31dg) est directe.
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e Ker(u — 2Idg) et Ker(u + 31dg) sont supplémentaires

Comme Ker(u — 2Idg) + Ker(u + 31dg) c E, il reste a montrer I'inclusion réciproque.

Soitx € E.

e Analyse
On suppose qu'il existe y € Ker(u — 2Idg) et z € Ker(u + 31dg) telsquex =y + z.
Par linéarité de u, on obtient u(x) = u(y) + u(z) = 2y — 3z.
On en déduit z = %x - %u(x) ety = Sx + %u(x).

e Synthése
Onposez = %x - %u(x) ety = %x + %u(x). Onaalorsy +z = x.
Par linéarité de u, on a u(z) = %u(x) - %uz (x). Comme u? = 6Id; — u, on obtient
u(z) = %u(x) — gx = —3z. Donc z € Ker(u + 31dg).
De méme, u(y) = %u(x) + %uz(x) = %u(x) + gx = 2y,d’ouy € Ker(u — 2Idg).
Ainsi,onay € Ker(u — 2Idg), z € Ker(u + 3ldg) etx =y + z.

On a montré ainsi E ¢ Ker(u — 21dg) + Ker(u + 3Idg).

Finalement, on a prouvé E = Ker(u — 2Idg) @ Ker(u + 31dg).

3) Onva montrer que F = Vect(Idg, u) et que la famille (Idg, u) est libre.
e La famille (Idg, u) est libre
On raisonne par I'absurde. On suppose que la famille (Idg, u) estliée. Comme Id; # 0,
il existe un scalaire « tel que u = aldg. On a alors u? = a?ldg etu? + u — 6ldgz = 0
devient (a? + @ — 6)Idg = 0. On aurait alors a? + @ — 6 = 0, c’est-a-dire @ = 2 ou
a = —3, ce qui est exclu par I’énoncé.
Donc la famille (Idg, u) est libre.
e La famille (Idg, u) est génératrice de F
On montre par récurrence que toute puissance de u est combinaison linéaire de Id; et
de u.
Pour n € N, on note P, la proposition « u™ € Vect(Idg, u) ».
e Initialisation
Comme u° = Idg, P, est vraie.
o Hérédité
Soitn € N. On suppose que P, est vraie.
Il existe deux réels a, et b, tels que u™* = a,ldg + b,u. On a alors:
un+1 =1uo u‘)’l
Q d’apres P,
= uo (a,ldg + b,u)
Q par distributivité de o sur +
= a,u + byu?

= (a, — by)u + 6b,ldg.

On constate que u™*?! est bien une combinaison linéaire de Idg et u.

Quz = —u + 6ldg

Donc P, ;1 est vraie.
On a montré par récurrence que pour toutn € N, , est vraie.
Par conséquent, F = Vect(Id, u, ..., u?°%3) c Vect(Idg, u).



Espaces vectoriels

Comme la réciproque est évidente, F = Vect(Idg, u).

Par conséquent, F est de dimension 2, car (Idg, u) est une base de F.

Exercice 9

1) Lalecture de la matrice A donne f(e;) =0, f(e;) = eq, ..., f(en) = en—1.

Donc f?(e) =0, f?(e)) =f(e)) =0, .., f?(en) = f(en-1) = en_etdonc:

0 0 1 0----0

R

o 0

2 _ o -

A® = o -..1

2; 0

00 0--v--- 0

2) On pourrait démontrer (par récurrence) que 'on obtiendra plus généralement :

fre) =ej_xsij—k>1 et f¥e;)=0sinon.

En particulier, f*"1(e;) =0, .., f"(e,-1) =0, f" (e, = e, donc: 2
o

0...-.. 0 1 =

n-1 : X I&‘

A = : o

: ()]

0...--. 00 (%)

Enfin, pour f", tous les vecteurs de cette base ont une image nulle : A™ = 0.

On a montré que A est nilpotente d’indice n.

3) Lendomorphisme ¢™~1 n’étant pas nul, il existe un x tel que ™ 1(x) # 0.
On choisit e,, I'un de ces vecteurs. On a donc ¢ 1(e,) # 0.
Puis, on pose :

en-1=¢(en), en—2=¢(en-1), .., e1=d(e).
Remarquons qu’on a aussi :
en-1=¢(en), en = (pz(en)' ey €1 = ¢n_1(en)-

On montre que la famille (e4, e, ..., €,) est une base de E :
¢ elle posséde n éléments et E est de dimension n;
e on démontre qu’elle est libre :
Soient a4, ay, ..., a, des scalaires tels que a;e; + aze, + - + a,e, = Og.
En prenant I'image par ¢, on aura par linéarité Oz + a,e; + - + aye,—1 = O, car

$(er) = ¢"(en) = Op.
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Puis, aze; + - + ape,_» = 0g etc. jusqu’a a,,_1e1 + ae; = Op et enfin a,e; = 0.
Comme e; = ¢™ 1(e,) # 0, on en déduit a,, = 0.
Ensuite, en remontant, on a successivement a,_; =0, ..., = 0.

Tous les coefficients a4, @y, ..., @, sont nuls. On a montré que la famille est libre.

Donc (eq, ey, ..., €,) est une base de E. Et dans cette base, la matrice de ¢ est 4 car:

P(e1) =0, ¢(ex) =€y, .., ¢(en) =e€p_1q.

Exercice 10

1) .

Im(u o u) c Im(u)

Soit y € Im(u?). Il existe x € E tel que y = u?(x). Doncy = u(u(x)). En particulier,
y € Im(u).

Ker(u) c Ker(u o u)

Soit x € Ker(u). On au(x) = 0g. Donc u?(x) = u(0g) = O, car u est linéaire. D’ou
x € Ker(u?).

Cas général pourn € N

Soity € Im(u™*?). Il existe x € E tel que y = u™'(x). Doncy = u™(u(x)). En
particulier, y € Im(u™).

Soit x € Ker(u™).On a u™*!(x) = u(u"(x)) = u(0g) = O, car u est linéaire. Donc
x € Ker(u™t1).

On a ainsi montré Im(u"™*!) c Im(u™) et Ker(u™) c Ker(u™*1).

2) a) Notons A4 = {k € N | Im(u**1) = Im(uk)}.

b)

On montre que A est non vide en raisonnant par I'absurde.
On suppose que A = @. On a alors Im(u**1) # Im(u*) pour tout k € N.
Donc l'inclusion Im(u**1) c Im(u¥) est stricte. Donc dim Im(u**1) < dim Im(u®).

Comme la dimension d’un sous-espace est un nombre entier naturel, 'inégalité stricte
précédente donne dim Im(u**1) < dim Im(u*) — 1.

On déduit que dim Im(u*) < dimIm(u®) — k. Comme u® = Idg et Im(Idg) = E, on
adimIm(u*) < d — k. Pour k = d + 1, on obtient dim Im(u%*!) < —1, ce qui est
impossible.

On a montré que 4 # 9.

Comme A estune partie nonvide de N, elle admet un plus petit élément que I'on note n.
Compte tenu de Ker(u™) c Ker(u™*?1), il suffit de montrer que ces sous-espaces ont
la méme dimension.

D’aprés le théoréme du rang appliqué a u"+?!
dim Ker(u™*!) = dim E — dim Im(u™*?)

=dimE — dim Im(u™)

= dim Ker(u™).

,ona:

le(u”“) = Im(u™)

Q théoreme du rang

De ces deux résultats, on déduit Ker(u™*1) = Ker(u™").
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¢) Comme dim Ker(u™) + dimIm(u™) = dimE, il suffit de montrer que la somme est
directe.
Soit x € Ker(u™) N Im(u™). On au™(x) = Oy etil existe y € F tel que x = u™(y).Ona
alors u?™(y) = u™(u™(y)) = 0.
Donc u™ 1(y) € Ker(u™*?), car u™*(u™"1(y)) = Og. Comme Ker(u™*!) = Ker(u™),
onau™ 1(y) € Ker(u"). Par conséquent, u™*~1(y) € Ker(u™).
On montre de méme u™ 2(y) € Ker(u™).
De proche en proche, on arrive 3 u°(y) € Ker(u"), c’est-a-dire y € Ker(u™").
Comme x = u™(y),onax = 0.
Donc la somme des sous-espaces Ker(u™) et Im(u™) est directe.
Finalment, E = Ker(u™) @ Im(u™).

Exercice 11

1) Lapplication¢ : P » fol P(t) dt est linéaire. Donc F est un sous-espace de E, car F est le
noyau de ¢.
D’apres le théoreme du rang, dim F = dim Ker(f) = dim R, [X] — rg(¢) = 3 — rg(¢).
Or, 'image de ¢ est un sous-espace de R, non réduit a 0, car il contient 1 = ¢(1) par
exemple.
On en déduit que Im(¢) = R, puisrg(¢) = 1 etdimF = 2.
Par conséquent, F est un hyperplan de E.

Remarque

On pouvait aussi calculer ¢ (P) pour P = aX?+bX +c, ce qui donne ¢(P) = §a+ %b +c.

(%)
=
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Ainsi, F est 'hyperplan d’équation %a + %b + ¢ = 0 dans la base canonique.

2) CommedimE = 3 = 241 = dim F 4+dim G, il suffit de montrer que la somme est directe.
Soit P € F N G. 1l existe « € Rtel que P = a(1 + X + X?).On aalors :

1 1 1 1 11
fP(t)dt=af(t2+t+1)dt=a —+-+1|=a—.
0 0 32 6

Or P € F,donc ¢(P) = 0.0n en déduit @ = 0, puis P = 0.
Ainsi, la somme F + G est directe et compte tenu des dimensions, E = F @ G.
3) Soit Q € E. Notons P = p(Q). Par définition, P € F et P — Q € G. Il existe donc un réel a

telque P = Q + (1 + X + X?). On a alors par linéarité :
1 1 1 1 11
f P(t)dt=j Q(t)dt+aj (t2+t+1)dt=j Q(t)dt+az.
0 0 0 0

Comme P € F, son intégrale est nulle, d’'ou @ = —1% fol Q(t)dt.

Le projeté de Q sur F, parallélement a G, est donc Q — % (fol Q) dt) X2+X+1).
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Exercice 12
Puisque p et q sont des projecteurs, on ap? = p et g> = q.

1) Puisque p et g sont des endomorphismes de E, p + g en est aussi un.
@ On suppose que (i) est vraie, c’est-a-direpe g = qgop = 0.On a alors :

P+q?=p*+q*+2poq=p+aq.

L'endomorphisme p + g est donc un projecteur de E.

On suppose que (ii) est vraie, c’est-a-dire que (p + q)* = p + q.
Parailleurs,ona(p+q@)> =(p+q)e(p+q) =p*+q*+peq+qeop.

On déduit de ces deux égalitésp o g = —q o p.

En composant par p a gauche,onapeq = —p o q o p, car p? = p.

En composant maintenant par p a droite,onapegep = —pogep,doupeqop = 0.
Finalement,poqg =0etqop = 0.

2) e Ker(p + q) = Ker(p) N Ker(q)

Soit x € Ker(p) N Ker(q).Ona (p + q)(x) = p(x) + g(x) = 0+ 0 = 0, donc
x € Ker(p + q).

Soitx € Ker(p + q).Ona (p + q)(x) = 0, donc p(x) = —q(x).

En prenant I'image par p, on obtient p(x) = 0, carp? = petpoq = 0.
Doncp(x) = 0etq(x) = 0,d’ou x € Ker(p) N Ker(q).

e Im(p + q) = Im(p) + Im(q)

@ Linclusion Im(p + q) < Im(p) + Im(q) est une généralité, car pour tout x € E,
(» + @) (x) = p(x) + q(x) € Im(p) + Im(q).

@ Soit x € Im(p) + Im(q). Il existe x; € E et x, € E tels que x = p(x;) + q(x3).
En prenant I'image par p, on obtient p(x) = p(x;) + 0,carp? =petpoq = 0.
De méme, en prenant 'image par g, on obtient g(x) = q(x;).
Doncx =p(x) + q(x) = (p + q@)(x), dou x € Im(p) + Im(q).

Exercice 13

-1 0 -2\/-1 0 -2 -1 0 -2
1) Le calcul matricieldonnej? = 1 1 1 1 1 1 )=(1 1 1 |=].
1 0 2 1 0 2 1 0 2

On en déduit que J™ = ] pourn € N*,
La matrice J n’est pas inversible, car sinon, /2 = J entrainerait /] = I3, ce qui est faux.
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2) Comme E = Vect(l3,]), E est un R-espace vectoriel, car c’est un sous-espace de M;(R).

En outre, comme J n’est pas colinéaire a I3, (I3,]) est une base de E, car c’est une famille
libre et génératrice de E.

Par conséquent, la dimension de E est 2.
Soient M et M' € E.ll existe desréelsa, b,a’ etb' telsque M = alz; +bJetM' = a'l; +b'J.
On aalors:
MM' = (al; + b])(a'l; + b'])
= aa:132 + ab'{3] + l:a’]lg + bb'J? VE = Iy 1y = J1s = J et)? =
=aa'l; + (ab’ + ba' + bb")].
Cela montre que MM' € E.
Par conséquent, E est stable par produit.
3) SoitM = als + b € E.
¢ Conditions nécessaires
Si M admet un inverse dans E, il existe a’ et b’ € Rtels que M(a'l; + b']) = I5.
La famille (I5,]) étant libre, le calcul précédent entraine aa’ = 1 et (a + b)b’ = —ba’.

Donca # 0.0Onaaussia + b # 0, car sinon, ba’ = 0 entrainerait b = 0, puis a = 0.
e Conditions suffisantes

Q par distributivité de la multiplication

Sia#0eta+b+#0,onposea’ =1/a,b’' =—ba'/(a+b)etM' =a'l;+b']. 2
On aalors MM' = I3, donc M est inversible et son inverse M’ appartient a E. 9
. . -1 _ l _ b =
Explicitement, on adans cecas M™* = a13 —a(a+b)]. H
4) De méme, en posantX = al; + bJ/,ona: E
()]
X=X © a’l;+ Qab+b?)] =al; + b] & (a®? =aet2ab+ b? =b). v
eCasa=0
La deuxiéme condition devient b2 = b. 1l y a deux solutions 0 et 1.
eCasa=1
La deuxiéme condition devient b? = —b. Il y a deux solutions 0 et —1.

L'équation X? = X admet 4 solutions dans E, qui sont 0, J, I3 et I3 — J.

Exercice 14

1) PourP € E,onaP € Ker(¢,) © P(a) =0 & (X — a) divise P.
Comme a, b et ¢ sont distincts, ona:

P € Ker(¢y) N Ker(¢p) N Ker(¢p,) & (X —a)(X — b)(X — c) divise P.

Or,si P € E,alors deg(P) < 3.0n en déduit que Ker(¢,) NKer(¢,) NKer(¢,) estladroite
vectorielle dirigée par (X —a)(X — b)(X — ¢).

2) Soienta, S ety tels que a¢p, + By + Y. = 0. On a alors pour tout P € E:

aP(a) + BP(b) +yP(c) =0 *)
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e Premiere méthode (utilisation de polynémes bien choisis)
En utilisant () pour le polynéme (X — b)(X — ¢), on obtient a(a — b)(a — ¢) = 0, puis
a=0,car(a—b)(a—c) #0.
De méme, on montre que § = 0 ety = 0, en utilisant (X —a)(X —c) et (X —a)(X — b).
¢ Deuxieme méthode (utilisation de polynémes de la base canonique)
En utilisant () pour les polynémes 1, X et X2, on obtient le systéme suivant :

a+ [+ y=0
ae + b+ cy =0
a’a + b?f + c?y =0

La matrice associée a ce systéme est trés classique (matrice de Vandermonde). On peut
par exemple calculer son déterminant :
1 1 1 1 0 0
a b ¢ = a b-a c—a
2 2 C<C2-Cq 2

2 2_ 2 .2 _ .2
a® b* | G- [a¥ b"—a® c"-a >developpementselonL1

b—a c—a
b2 —a? c2—q?

2 _ 02 — (e _
) 1 >x a x—a)(x+a)

b+a c+a
= (b—a)(c—a)(c—Db).
Ce déterminant étant non nul, le sytéme a pour unique solution («, 5,y) = (0,0, 0).

On a montré que (¢, Pp, P.) est une famille libre de L(E, R).

= Ob-al-a

>c+a—(b+a)zc—b

3) Lafamille (¢_4, 1, d.) étantlibre, (¢p_1, P41, P, P) est une famille liée si, et seulement si,
1) est combinaison linéaire de ¢_4, ¢, et ¢ .

On étudie pour cela a¢_1 + S + yp. = Y, soit pour tout P € E:

1

aP(=1)+ fP(1) +yP(c) = f P(t)dt (x%)
1

En utilisant les 4 polyndmes de la base canonique (1, X, X?, X3), on obtient le systéme de
4 équations et 3 inconnues :

a+pf+ y= 2
—-a+pf+ cy= 0
a+ B+ cty =2/3
—a+pB+c3y= 0

car [11dt =2, [  tdt =0, [  t?dt =2/3et [ t3dt=0.
En formant L, — L,, on obtient y (¢ — ¢) = 0.
Eten formant L3 — Ly, on obtienty(c? —1) =2/3 —2 = —4/3 # 0.
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Cela prouve que la condition ¢ = 0 est nécessaire pour que la famille soit liée.
Réciproquement, si ¢ = 0, on résout facilement le systéme suivant :

+B+y= 2
—Z+§ y= 0 @=1/3
e+ p =23 © (P13
—-a + p = 0 v =43

Avec ces valeurs, (**) est vraie pour les polynomes de la base (1, X, X2, X3). Par linéarité,
cela prouve :

1 1 4 _
§¢’—1 + §¢1 + §¢0 =1

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 15

0 1
1) a) En notant B’ = (eg,ej) si u est représenté par <0 0) dans la base B’, alors on a

u(e;) = 0etu(ey) = e;].

On en déduit que u est de rang 1, que Im(u) = Vect(e;). Par le théoreme du rang,
Ker(u) est de dimension 2 — 1 = 1 et puisqu'il contient ej, on a Ker(u) = Vect(ey).
Par conséquent, 'image et le noyau de u sont confondus.
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b) Réciproquement, on suppose que Im(u) = Ker(u). En particulier, ils ont la méme
dimension.

D’apres le théoréme du rang, 2rg(u) = dimR? = 2. Donc Im(u) est une droite. On
choisit e{ un vecteur qui dirige cette droite.

Comme e; € Im(w), on choisit un vecteur e; tel que u(e;) = ey.

Comme Im(u) = Ker(u), on au(e;) = 0. Cela montre que e; dirige Ker(u). Comme
u(ez) # 0, e; n'est pas colinéaire a e;.

La famille B’ = (e}, e3) est donc une base de R? (car c’est une famille libre et maxi-

. . 01
male) et dans cette base, u est représentée par <0 0), caru(e;) = 0 etu(ey) = e;.

2) Pour un endomorphisme u de R??, on va montrer que les propositions suivantes sont
équivalentes :

1
(i) Il existe une base B’ = (ey, ey, ..., €2p-1, €2p) dans laquelle la matrice de u est (0 A 6’}

(ii) Im(u) = Ker(w).
@ On suppose (i) vraie. Lexamen des colonnes de la matrice donne :

u(e;) = 0,u(ey) =0, ...,u(ep) = O,u(ep+1) = el,u(ep+2) =e,, ...,u(ezp) = e,

Ly |



