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AVANT-PROPOS

Le but de ce livre est de fournir les principales clés pour étudier le comportement d’un
systetme dynamique, c’est-a-dire d’un ensemble mécanique, physique, économique,
environnemental ou autre dont on connait la loi d’évolution.

On s’intéresse principalement aux questions qualitatives : un systeme évolue-t-
il vers un cycle-limite ? vers un équilibre ? vers un autre destin ? Ce livre fournit
les outils méthodologiques qui permettent d’aborder ces questions. La recherche de
solutions analytiques n’est pas un but en soi, mais celles-ci sont exploitées quand elles
sont accessibles : c’est le cas des systemes linéaires, dont on montre I’importance.
On établit ensuite une classification des comportements a long terme d’un systeme.
Ainsi est mis en évidence le cas complexe du chaos, qui donne lieu depuis plusieurs
décennies a d’actives recherches.

Le cadre est celui des systemes autonomes, ¢’est-a-dire non commandés. Aussi,
le champ couvert est-il frontalier mais distinct de celui de la commande des systémes.
Ce livre traite des systeémes a temps discret et des systtmes a temps continu ;
nombre de méthodologies mises en ceuvre au bénéfice des premiers sont directement
transposables aux seconds.

Le tres bon accueil réservé a 1’édition initiale m’a conduit a garder la struc-
ture générale. Cette deuxieme édition :
e accorde une plus large place aux systémes a temps discret ;

o voit I’approfondissement de certains themes, dont la suite logistique qui constitue
une introduction de choix au chaos en temps discret ;

e comporte un plus grand nombre d’exercices et problemes : le choix d’une correc-
tion détaillée de chacun d’entre eux est maintenu.

Jinvite le lecteur qui aurait des questions ou remarques liées au sujet de ce livre
a m’en faire part par mail a ’adresse : jeanlouispac @yahoo.fr

Jean-Louis Pac

VIl


jeanlouispac@yahoo.fr
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GENERALITES
SUR LES SYSTEMES
DIFFERENTIELS

1.1 INTRODUCTION

Un systeme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, envi-
ronnemental ou de tout autre domaine dont 1’état (ensemble de grandeurs suffisant a
qualifier le systeme) évolue en fonction du temps. L’étude de I’évolution d’un sys-
teme nécessite donc la connaissance :

e de son état initial, c’est-a-dire son état a I’instant 7 ;
e de sa loi d’évolution.
Un systéme peut étre :

e a temps continu : ce livre accorde une part importante a ce cas, qui est le plus
fréquent ;

o atemps discret : les systemes a temps discret font I’objet des chapitres 10 et 12. 11
faut noter que toute simulation numérique d’un systéme a temps continu implique
une discrétisation du temps.

Il peut également étre :

e autonome, si sa loi d’évolution ne dépend pas du temps (la loi est alors dite sta-
tionnaire) ;

e non autonome ; sa loi d’évolution dépend alors du temps.

e Un premier exemple : I’oscillateur harmonique est un exemple de syst¢me auto-
nome a temps continu.

Le déplacement horizontal ¢ d’une masse fixée a I’extrémité d’un ressort est régi
d?é
) dr? I .
bleme. Cet exemple simple est instructif car il permet déja de cerner ce qu’on va
appeler état et qu’on notera x.

Nous allons mettre en effet la loi d’évolution du systéme sous la forme :

par I’équation différentielle : + w?¢ = 0, oll w dépend des paramétres du pro-

dx

A

Cette forme est suffisamment générale pour englober un grand nombre de systémes
que I’ingénieur, le physicien ou I’économiste aura a étudier.



Chapitre 1 - Généralités sur les systemes différentiels

L’équation de I’oscillateur harmonique est d’ordre 2 ; elle n’est donc pas sous la
forme souhaitée. On I’ameéne 2 cette forme en remplacant £ € R par x € R?, ce qui la
réduit de 1’ordre 2 a ’ordre 1. La transformation est la suivante : on pose

_ (€@
) = (é(t))

ot & désigne la dérivée de & par rapport au temps.
On obtient ainsi effectivement 1’équation de I’oscillateur sous la forme de 1’équa-
tion différentielle vectorielle d’ordre 1 :

10=( 0 o) 0

On a diminué I’ordre au prix de 1’augmentation de la dimension (x € R?, alors que &
appartenait a R).

Plus généralement, on passera de (dimension 1, ordre n) a (dimension n, ordre 1)
en écrivant 1’équation différentielle :

¢ _ (. de & dTlg
dtn_gf’dt’dﬂ’”"dzn—l

sous la forme d’une équation différentielle vectorielle X = f(x), ou x est le vecteur de
R” suivant :

X1 &
X dé/dt
X = =
Xp-1 d"2¢[dr?
X dn_lf/dtn_l
En effet,on a :
fC] 010...0 X1 0
X2 001...0 X2 0
i=| i =i |t
Xn_l 000...1 Xn—1 0
Xn 000...0 X g(x1, X2, ..y Xp)

A I’image des exemples précédents, 1’espace des états est dans de nombreux cas un
domaine Q de I’espace R”. On I’appelle aussi espace des phases, terminologie intro-
duite par Poincaré. Nous rappelons qu’un domaine est un ouvert connexe, ¢’ est-a-dire
composé « d’un seul morceau ». La pertinence de cette hypothese est justifiée par le
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1.1. Introduction

fait que si €2 comportait plusieurs composantes connexes (plusieurs « morceaux »),
le systeme se décomposerait en autant de sous-systemes n’interagissant pas, donc
analysables individuellement.

Mais R" peut ne pas suffire pour modéliser certains systémes pourtant treés simples
(a 'image du pendule) qui par exemple mettent en jeu des angles, donc des éléments
de R/2n7Z (ou R/Z). Cette situation est illustrée par I’exemple ci-apres.

e Un deuxiéme exemple de systéeme autonome : le pendule
simple a tige rigide

L’état d’un tel pendule est composé de sa position angulaire et de sa vitesse angulaire.
Son espace d’état est donc :

 R? si on traduit la position angulaire par un réel. Ce choix, qui revient & « compter
les tours », s’imposerait dans le cas du repérage angulaire d’un pendule de torsion.

e le produit d’un cercle par la droite réelle, donc un cylindre, si on traduit la position
angulaire par un réel a 2kr pres.

Dans le cas d’une dimension n quelconque, on parle de variété, entité géométrique
localement assimilable a une portion de R” comme le précise I’annexe 2, paragraphe
« variétés ». Tout systtme mécanique dont un élément est mobile autour d’un axe
ou d’un point répond a la méme logique ; la robotique peut fournir des exemples
complexes.

e Systémes non-autonomes

On peut encore utiliser le procédé d’extension d’état pour transformer un systéme
non-autonome en systeéme autonome. En effet, la non-autonomie se traduit par une
équation de la forme X = f(x, f). Il suffit des lors d’ajouter 1’état x,4+; = ¢, ce qui
réhabilite la forme x = f(x), avec cette fois x € R"*! et I’équation supplémentaire
Jnr1 = 1

Exemple
Soit le systéme non-autonome (donc de loi non-stationnaire) & = aé + b& + ¢(1).

3 X1 & 010)(x 0
Avecx=|é|=|xm|,ona:x=|&|l={ba0||x |+]|e(x3)

t X3 1 000 )\ x3 1
On a donc transformé le systéme initial non-autonome d’ordre 2 en un
systéme autonome d’ordre 1 sur R?, de la forme x = f(x).

Généralisons encore : ce qui a été fait pour les équations différentielles s’applique
aux systemes différentiels, autonomes ou non. On se reportera a 1’exercice 1.1.
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Intermeéde historique : Poincaré, un grand précurseur

Henri Poincaré (mathématicien, physicien et philosophe francais, 1854-1912), un des
plus grands scientifiques de tous les temps, a éclairé de son génie la fin du XIX¢ siecle.
Comme pour d’autres grands mathématiciens, la mécanique céleste a été l'une des
motivations de ses travaux et I’a conduit a modéliser les systemes différentiels au-
tour de la notion d’« espace des phases », que nous appelons aujourd’hui espace des
états... et que nous retrouvons tout au long de ces pages. L'usage a gardé partielle-
ment cette dénomination initiale dans [’expression de « portrait de phases ».

Poincaré a fait un certain nombre de découvertes fondamentales, certaines trés en
avance sur son temps. Leur ampleur et leur variété justifieront un nouvel intermede
historique dans ce document. A suivre donc...

Exercice 1.1 Mise de systémes différentiels sous la forme x = f(x)

. . i=au+bu+co+dv
1. Mettre le systeme différentiel : < .. . .
v=e0+ fvo+gu+hu
sous la forme d’un systéme linéaire x = A . x, ou x est un vecteur de dimension

n convenable et A une matrice carrée n X n.

N e i=au+bu+cvo+dv+ a(t
2. Mettre le systeme différentiel : | .. . . ®
b=e0+ fo+gu+hu+p()
(non autonome) sous la forme d’un systeéme autonome X = f(x), ou x est un
vecteur de dimension convenable.
N s . u=uv—-sinu cosv=h(u, v
3. Mettre le systeme différentiel : 1 .. . 3. 5 ) .
U=ud+2uv+u’ v+ e =k(u, v, 0)
sous la forme d’un systtme X = g¢g(x), ou x est un vecteur de dimension
convenable. )

Hypotheses pour la suite : nous allons étudier le systéme différentiel S suivant :

)

dans lequel f est une fonction de classe C' définie sur un domaine Q c R”, et
a valeurs dans R". Nous relacherons assez souvent cette hypotheése en supposant
f seulement localement lipschitzienne, pour des raisons qui apparaitront au para-
graphe 1.2.1.

L’application x € Q — f(x) € R"” représente un champ de vecteurs (c’est le
«champ des vitesses » du vecteur d’état x), expression qu’on pourra substituer au mot
systeme. On adoptera quelques variantes dans le vocabulaire en nommant 1’équation
ci-dessus, indifféremment :
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o équation d’évolution du systeme (sous-entendu : équation vectorielle régissant
I’évolution d’un systeme physique, mécanique, économique, etc.) ;

o équation du systéme ;

o systeme (sous-entendu : systeme d’équations différentielles scalaires).
On appelle :

e trajectoire une solution du systeme différentiel ;

e orbite du systtme dynamique la courbe de R” image de I’ensemble des temps par
une trajectoire.

De fagon imagée : alors que la trajectoire est une courbe graduée en #, I’ orbite est une
courbe non graduée.

On utilise souvent une notion intermédiaire en pourvoyant une orbite de fleche(s)
indiquant le sens croissant du temps. Un ensemble d’orbites flechées est appelé por-
trait de phases : voir la figure 1.1.

Q=R?
Q=R?

Y

N

Q=R?

Figure 1.1- Trois portraits de phases.

La pratique montre une certaine souplesse dans la terminologie : dans de nombreux
documents, orbite et trajectoire sont synonymes. Dans tous les cas, il convient de bien
noter le sens des termes.
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Exercice 1.2 Des portraits de phases
Tracer les portraits de phases des systémes suivants, dont 1’état est défini sur Q Cc R" :
1. Croissance d’une population : en environnement infini, une population x croit
selon X = @ x ou @ > 0 (croissance malthusienne).

Si 'environnement est fini (aire, ressources, ...), la population x ne peut pas
dépasser une certaine valeur. Moyennant un choix convenable des unités, elle
satisfait 1’équation logistique proposée par 1’économiste Francois Verhulst :
x = x(1 — x), avec Q =]0, I[. On tracera le portrait de phases de 1’équation
logistique sans la résoudre analytiquement, avec Q2 = R (noter que seul Q = R,
a une interprétation démographique).

2. Un systeme unidimensionnel :
x=x(x-1)x-2)(x-3)(x—4)avec Q = R.

3. Deux systemes bidimensionnels [avec 7 = (;C)] :

. _[-1 0 2
(a) Z—( 0 _2)Z,avecQ_R

. (10 .
b) z= (O _1)z, avec Q =R

4. Un systeme 2-D : (g) = ('0 (11_ P ))

(représentation dans R?, en coordonnées polaires).

Exercice 1.3 Toute orbite est connexe

Soit S un systtme dynamique X = f(x), avec f localement lipschitzienne sur €,
domaine de R”. Montrer que toute orbite est connexe.

Exercice 1.4 Un systéeme unidimensionnel a-t-il des orbites périodiques ?

On rappelle que les deux seules variétés connexes de dimension I sont R et le cercle
(ou tore T').

Soit § un systeéme dynamique X = f(x) sur Q, variété de dimension 1. On suppose f
continue.

1. Pour Q = R, montrer que S ne posseéde aucune solution périodique non triviale
(c’est-a-dire non constante).

2. Pour Q = T'!, montrer que S peut posséder une solution périodique non triviaIeJ




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

1.2. Théoreme de Cauchy-Lipschitz

1.2 THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

1.2.1 Le théoreme

Le théoreme de Cauchy (ou de Cauchy-Lipschitz) indique que pour toute solution
initiale xp € Q le systeme différentiel x = f(x) a une solution unique.
Il fait I’objet de I’annexe 3 et s’exprime ainsi :

Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Soit (E) I’équation différentielle x = f(x), ou f est une fonction localement lip-
schitzienne sur un domaine Q de R" et a valeurs dans R".

Alors, pour tout xy € Q, il existe une solution maximale unique de (E) satisfaisant

x(0) = xo.

e Notons que ’hypothése (que nous ferons souvent) que f est de classe C' est plus
exigeante que celle du théoreme de Cauchy, car :
f de classe C! =  f localement lipschitzienne (voir I’exercice 1.5).

e Qu’est-ce qu’une solution maximale ? Pour chaque condition initiale xg, on peut
choisir un intervalle de temps ouvert J(xp) maximal au sens de I’inclusion, donc
hors duquel Ia solution x(#) sort de Q ou n’est pas définie. On peut appeler J(xp)
plage temporelle de xy. La solution x(7) correspondante est elle-méme dite maxi-
male. Dans de nombreux cas, / = Rou R,.

e On dit que deux trajectoires x; et x, se coupent s’il existe un temps 7 tel que
x1(7) = xp(7). Mais dans ce cas-1a, le caractere autonome du systéme permet dans
le théoréme de Cauchy de remplacer x(0) = 0 par x(7) = 0, ce qui montre que deux
trajectoires qui se coupent sont identiques. L’exercice 1.6 montre que ce résultat
est faux si f n’est pas localement lipschitzienne.

e Pour les systemes linéaires, f étant alors un endomorphisme de R”, on a Q = R".
Les solutions étant des exponentielles matricielles (chapitres suivants), ona: Vxg €
R"*, J(xo) = R. Pour des systemes non-linéaires, des contre-exemples simples (on
en donne un ci-apres) montrent que J(xg) peut étre distinct de R.

e On peut exprimer le théoréme de Cauchy d’une facon différente en disant qu’a un
présent donné correspondent un passé unique et un avenir unique, ce qui définit le
déterminisme. On se reportera a I’annexe 3.

Intermeéde historique : Cauchy, un mathématicien prolifique

Augustin Cauchy, mathématicien francgais (1789-1857), a apporté une contribution
fondamentale a tous les secteurs des mathématiques de son temps. Nous lui devons la
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premiere définition rigoureuse de la continuité (quel que soit &, il existe n tel que...),
de lintégrale définie : les sommes dites de Riemann auraient pu porter son nom.
La théorie des fonctions holomorphes lui doit ses fondements. Quant aux systemes
différentiels, I'importante notion de déterminisme est étroitement associée au théo-
reme de Cauchy — Lipschitz, dont la formulation initiale date de 1820. Toujours dans
le domaine des sytemes dynamiques, Cauchy a apporté sa contribution a la théorie
des perturbations, donc a I’analyse d’un probleme phare pour les mathématiciens et
astronomes depuis le XVIII® siecle : la stabilité du systeme solaire.

Un exemple de J(xg) borné : le systtme non-linéaire suivant : x = 1 + x2 fournit
un exemple tres simple (la dimension de I’espace d’états est n = 1) d’intervalle J(xg)
borné. On a en effet :

dx * dx .
:dt;f =t—tg et sitg=0:
1+ x2 o 1+x2

arctan x — arctan xo = ¢. D’ol : x = tan(z + arctan xg). Il apparait ainsi que :
J(x¢p) =] — n/2 — arctan x(, 7/2 — arctan x|.

Par exemple, J(0) =] — n/2, n/2[ et J(—=1) =] — n/4, 3n/4[ (ce qui correspond a
arctan xo = —n/4). Le caractere borné de J provient ici de la nature de la fonction
x(t) : il s’agit d’une fonction tangente, prenant toute valeur réelle lorsque la variable
décrit un intervalle ouvert de longueur z. A la borne supérieure de J, le module de
x tend vers I'infini : on dit que la solution explose, ou qu’elle connait une mort
explosive.

Mort
x () explosive

0 )

T - LY
- 56 /—arctan X Z+8,
Xp
Naissance /
implosive

Figure 1.2 - Un systéme monodimensionnel explosif.

+
On peut aussi qualifier le comportement du systeme lorsque ¢ — (—g + 90) de

naissance implosive.
On peut généraliser I’emploi des deux adjectifs par les définitions suivantes, dans
lesquelles a € Q, les temps ¢; initial et ¢/ final, étant finis :

e il y a naissance implosive si lim,_,;+ [|x(2)|| = +oc0;
1



