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Enmathématiques,legroupeestunestructurealgébriquefondamentaleissuedelathéoriedesnombresetdelathéoriedeséquationsalgébriques,laterminologiegroupeétantdueàEvaristeGaloisquiautiliséaudébutdu19èmesièclelemotgroupeausensderegroupementpourdestransformations.Danslanatureetdanslesdiﬀérentsdomainesd’activitédel’homme,ledomained’applicationdecettenotionmathématiqueesttrèsvaste.Nouspouvonsparexemplepercevoir,àl’échellemacroscopique,lanotiondegroupedesymétriedansdesexpériencesfamilières:retournerlamain,paumeenbasouenhaut,c’estutiliserungroupedetransformationàdeuxéléments,l’identitéetunerotationde180°autourdel’axedubras.Autreexemple:fairefonctionneruneporteàtambour,c’estutiliserungroupecontinu,celuidetouteslesrotationsautourd’unaxe.Lorsqu’onobserveauniveaumicroscopiqueundiamant,c’est-à-direuncristaldecarbonepur,onpeutmettreenévidencedesaxesderotationoudesplansdesymétrielaissantlesatomesdecarboneinvariants,lorsd’unensembled’opérationsdesymétrieayantunestructuredegroupe.Ilestaussibienconnuquelestransformationsquipermettentdepasserd’unrepèreinertielàunautrerepèreinertielformentungroupe:legroupedeGaliléeenphysiqueclassiqueEnrelativitérestreinte,HenriPoincaréamontréquelestransformationsdeLorentz,lestranslationsd’espaceetdetempsetlesrotationsformentensembleungroupedesymétrie,appelégroupedePoincaré.L’applicationessentielledelathéoriedesgroupesquenousprésentonsicisefaitdansledomainedelaphysiquequantiqueetenparticulier,enphysiqueatomique,enphysiquemoléculaireetenphysiquedusolide.Nousn’aborderonspaslanotiondesymétriespontanémentbrisée.Unexempleclas-siqueestlacristallisationd’unliquide.Lessymétriesspontanémentbriséessontl’élé-mentessentieldestentativesthéoriquesactuellesd’uniﬁcationdesforcesfondamen-tales.L’étudequantiquedesgroupesdetransformationdesymétriesetdeleurreprésenta-tiondansl’espacedesétatsaprincipalementtroisobjectifs:–caractériserlesniveauxd’énergieetlesfonctionsd’ondecorrespondantes,–expliquerlalevéededégénérescenced’unniveaud’énergie,sousl’eﬀetd’uneper-turbation,–déterminerlesrèglesdesélectiondestransitionsentreniveauxd’énergie.Lebutesticid’initierlesétudiantsenlicenceoumasterdephysique,auxapplicationsdesgroupesdetransformationdesymétrie.13


Avant-proposLesnotionsmathématiquessontintroduitesprogressivement,aufuretàmesuredesbesoins.Lesthéorèmesnesontdémontrésquelorsquecelapermetdedonnerquelqueséclaircissementssurlathéorieetlorsqueladémonstrationestassezrapide.14
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Lemotsymétrieavaitplutôtpourlesgrecslesensdejusteproportionetils’appliquaitsurtoutauxarts.Lesensactueldecemotestplusgéométrique:onparledesymétried’unobjetparrapportàunedroite,unplan,ouunpoint,ouencoredesymétriederotation.Ilenexistedanslanaturedenombreuxexemples:lescristauxdeneige,denombreusesﬂeurs,desanimauxunicellulaires;touslessolidescristallinspossèdentdetellespropriétésdesymétrie.Danslelangagescientiﬁquelemotsymétrieaunsensplusgénéral:ildésignetoutetransformationquilaisseinvariantunsystème,uneloiphysiqueouunegrandeurphysique.1.1Déﬁnitions–Transformationsdesymétrie.Onappelletransformations(ouopérations)desymétried’unsystèmephysique,lesopérationsquiamènentlesystèmeàcoïncideraveclui-même.Onditaussiplusbrièvement:symétriesdusystème.–Produitdedeuxsymétries.Unetransformationdesymétriepeutcorrespondreàlasuccessiondedeuxouplusieursopérationsdesymétrie.SoientAetBdeuxopérationsdesymétriesuc-cessives,eﬀectuéesdanscetordre.LatransformationrésultanteestappeléeproduitetnotéeC=BANotonsqu’engénéral,ceproduitn’estpascommutatif(BA=AB).1.2LesdiﬀérentstypesdesymétriesgéométriquesIlexistetroistypesfondamentauxdesymétriegéométrique:–larotationd’unangledonnéautourd’unaxedonné;–laréﬂexion(ousymétrieparrapportàunplan,oumiroir);–latranslation.Cederniertypedesymétrienepeutnaturellementexisterquepourunmilieuidéa-lementconsidérécommeillimité,parexempleunréseaucristallin.Uncorpsdedi-mensionsﬁniescommeunemolécule,nepeutévidemmentpasposséderlasymétriedetranslation.15
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Chapitre1Lestransformationsdesymétrie1.2.1LasymétriederotationLesnotationshabituellementemployéessontlessuivantes:–Cn:rotationd’unangleφ=2πnautourd’unaxe(nentier).Cetaxederotationestditd’ordrenouaxen-aire.–Cpn:rotationd’unangleφ=p2πnautourd’unaxen-aire,pétantunentier.Remarques–C1correspondàunerotationd’angle2π(oud’angle0).CetteopérationcoïncideaveclatransformationidentitéE.–Cpn=Cn/psinestmultipledep.Parexemple,C36correspondàlarotationd’unangle3×2π6=πc’est-à-direàC36=C6/3=C2.–Cnn=C11=C1=E1.2.2LasymétriederéﬂexionSiunobjetsesuperposeaveclui-mêmeaprèsuneréﬂexiondansunplan,celui-ciestappeléplandesymétrie.Lesréﬂexionsdansunplandesymétriesontnotéesσ.Onalesrelationsévidentes:σ2=Eσn=Esinestpairσn=σsinestimpairSileplandesymétrieestperpendiculaireàunaxedesymétried’ordrenonnoteengénérallaréﬂexionσh,l’indicehsigniﬁant«horizontal»(l’usageestdequaliﬁerl’axederotationde«vertical»).Sileplandesymétriecontientunaxed’ordren,onlanoteσvl’indicevsigniﬁant«vertical».vhCnσσFig.1.1–Plansderéﬂexionetaxen-aire.1.2.3L'inversionIC’estlasymétrieparrapportàunpointΩdénommécentred’inversion(oucentredesymétrie).Silecentred’inversionsetrouveàl’origined’unsystèmedecoordonnéescartésiennes,lesystèmeestinvariantparunchangementdusignedescoordonnées,soit(x,y,z)en(−x,−y,−z).16


[image: background image]
1.2LesdiﬀérentstypesdesymétriesgéométriquesExemple:Lamoléculed’éthylèneC2H4.Contrairementauxaxesderotationouauxplansderéﬂexion,unemoléculepossèdeauplusunseulcentred’inversionO.Propriétédel’inversionI:Iσh=σhI=C2IC2=C2I=σhHHHHOFig.1.2–LamoléculeC2H4LesopérationsC2,σhetIsontdoncinterdépendantes:laprésencededeuxd’entreellesentraînelaprésencedelatroisième.1.2.4Larotation-réﬂexion(ourotationimpropre)SnSilarotationCnd’ordren,suivied’uneréﬂexionσhdansunplanperpendiculaireàl’axederotation,amènelesystèmeencoïncidenceaveclui-même,onditquecelui-cipossèdeunaxederotation-réﬂexiond’ordren.CetteopérationdesymétrieestnotéeSn(cf.Fig.1.3).Sn=Cnσh=σhCn.
.
P"PP'Cnth.
Fig.1.3–Larotation-réﬂexion..
P"PP'C2th.
.
OFig.1.4–Larotation-réﬂexionS2.NotonsquelesdeuxopérationsCnetσhnesontpasobligatoirementdesopérationsdesymétriedusystème:–Sinestpair:Snn=Cnnσnh=EE=E–Sinestimpair:Snn=Eσh=σhetdanscecasCnetσhsontdesopérationsdesymétriedusystème.Remarque:S2=C2σh=I17
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Chapitre1LestransformationsdesymétrieExemple:lamoléculedeméthaneCH4L’atomedecarboneoccupelecentred’untétra-èdrerégulierdontlessommetssontoccupésparlesatomesd’hydrogène.LamoléculepossèdedesaxesdesymétriedetypeS4.Eneﬀet,toutatomeHsesuperposeàunautreatomeHparrotation-réﬂexionσhCnautourdel’axeverticaletduplanperpendicu-lairecontenantl’atomedecarbone.HHHHCS4Fig.1.5–LamoléculeCH4.1.2.5AssociativitéduproduitdedeuxopérationsdesymétrieThéorèmeLeproduitdeplusieursopérationsdesymétriegéométriquesestas-sociatif,c’est-à-direquesiA,BetCsontdesopérationsdesymétriedusystème,alors:A(BC)=(AB)CPourétablirlethéorèmeilsutderemarquerquececiestvraipourlestroisopérationsfondamentales:rotation,réﬂexionettranslation.Remarque:Onacoutumededésignerparlamêmenotationl’opérationdesymétrieetl’élémentcorrespondant.OndiraparexemplelarotationCnetl’axeCnd’ordren.Exemple1ConsidéronsdeuxrotationsC2etC′2autourdedeuxaxesconcourantsOaetObetformantunangleθ.MontronsqueleproduitC2C′2estunerotationd’angle2θautourd’unaxepassantparlepointOetperpendiculaireauxdeuxpremiers.Leproduitdedeuxrotationsestundéplacement:s’ilexisteunaxeinvariant,c’estunerotationau-tourdecetaxe.ConsidéronsunpointPsurlaperpendiculaireenOàOaetOb.Fig.1.6–ProduitdesrotationsC2C′2.LarotationC′2amènePenP′,OaenOa′etlaisseObinvariant.LarotationC2amèneensuiteP′enP,ObenOb′etlaisseOa′invariant.LespointsdeladroitePP′sontdoncinvariants:ladroitePP′estdoncl’axederotation.Onobtientl’anglederotationenremarquantqueOa′etOb′font,respectivementavecOaetOb,l’angle2θ.LeproduitC2C′2n’estpascommutatif:eninversantl’ordredesdeuxrotationsonobtientaussiunerotationd’angle2θ,maisdesensinverse.18
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1.2LesdiﬀérentstypesdesymétriesgéométriquesExemple2Montrerqueleproduitdedeuxréﬂexionsσvetσ′vdansdeuxplansformantundièdred’angleφdonneunerotationd’angle2φautourdeladroited’intersection∆desdeuxplans.Leproduitest-ilcommutatif?Ona(ﬁgure1.7):Pσ′v−→P′σv−→P′′Fig.1.7–ProduitdedeuxrotationsdeπautourdesaxesOaetOb.Larelationσvσ′v=C(2φ)estévidented’aprèslaﬁgure1.7.Ceproduitestnoncommutatifcarl’inversiondesfacteurschangelesensdelarota-tion.Notonsquelarelationci-dessusmontrel’interdépendancedestroisopérations:l’exis-tencededeuxd’entreellesentraînecelledelatroisième.Etudionslescasoùφ=π/2;φ=π/3etφ=π/6:Pourφ=π/3ilyatroisréﬂexionsσv,σ′v,σ′′venplusdelarotationC3.σ′v=σvC3etσ′′v=σ′vC3=σvC23Pourφ=π/6ontrouvedemêmesixréﬂexions.σφvσ'vσvσ'vσ"v=πφ=πφ=π236C2C3C6Fig.1.8–Casparticulierssuivantdiversesvaleursdeφ.ExerciceMontrerlacommutativitédesdiﬀérentsproduitssuivants:1)Deuxréﬂexionsdansdesplansperpendiculaires.2)Deuxrotationsd’angleπautourdedeuxaxesconcourantsperpendiculaires.3)Unerotationd’angleφetuneinversionparrapportàunpointdel’axederotation.4)Deuxrotationssuccessivesautourd’unmêmeaxe.19
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