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Probabilités

Oty

Effectuer un dénombrement et en déduire une probabilité.
e Distinguer une loi de probabilité discréte et une loi continue.
e Modéliser un probléme au travers d’une loi adaptée.
® Approximer une loi par une autre.
e C(Calculer et interpréter une espérance, une variance.

1.1 GENERALITES

1.1.1 Dénombrement

Définition 1.1
Soit £ un ensemble fini.
\Le cardinal de E, noté card(E), est le nombre d’éléments de E.

Propriété 1.1

Soient E et F deux ensembles finis. On a :

card(E U F) = card(E) + card(F) — card(E N F)
Si, de plus, E et F sont disjoints (E N F = ) alors
\card(E U F) = card(FE) + card (F)

Propriété 1.2

Soient E et F' deux ensembles finis.

Le cardinal de E x F = {(x;y)oux € Eet f € F}esttel que:
\card(E x F) = card(E) x card(F).




Chap. 1. Probabilités

%, La propriété précédente permet de dénombrer les tirages correspondants a des
#| tirages successifs (ou dans lesquels la notion d’ordre est sous-jacente...).

Exercice 1.1

On préleve successivement et sans remise deux boules dans une urne contenant 3
boules rouges, 2 boules vertes et une boule noire.

a. Dénombrer les tirages avec une boule rouge puis une boule verte.

b. Dénombrer les tirages avec une boule rouge et une boule verte.

Solution :

a. Dénombrer les tirages avec une boule rouge puis une boule verte revient a déter-
miner le cardinal de I'ensemble R x V ou R correspond a I’'ensemble constitué par
les boules rouges et V correspond a I’ensemble des boules vertes.

Ona: card(RxV) = card(R) x card(V) =3 x 2 = 6.

b. Dans ce second cas, il faut prendre en compte la position de la boule rouge (ou
verte). Il s’avere qu’il y a deux positions envisageables pour la boule rouge donc le
nombre de tirages avec une boule rouge et une boule verte est 2 x 3 x 2 = 12. |

iaté ™~
Propriété 1.3

Soient E un ensemble fini de cardinal n et p un entier tel que p < n.
n!
p!(n— p)!
Les parties a p éléments de E sont également appelées combinaisons de £ a p
éléments.
-

n
Le nombre de sous-ensembles de E ayant p éléments est [ j

/

% Les combinaisons sont utilisées lorsqu’on est confronté a des situations dans
./ lesquelles I'ordre d’apparition d’un élément n’a pas d’importance...

Exercice 1.2

On préleve simultanément trois boules dans une urne contenant quatre boules
rouges, trois boules vertes et une boule noire.

a. Dénombrer les tirages avec trois boules rouges.
b. Dénombrer les tirages avec deux boules rouges et une boule verte.

Solution
a. On souhaite dénombrer les tirages avec trois boules rouges parmi quatre donc il

ya ( ;1 j = 4 tirages possibles.
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b. Dans cette question, on peut choisir deux boules parmi quatre rouges et une

3 )=6x3=18 tirages

boule parmi les trois vertes. I1 y a donc ( 421 )x( |

possibles.

A G (B ()

Plus généralement, on a : (

< S
~—
Il
M/
S|
[~
=
~—

1.1.2 Probabilités

Définition 1.2

Une expérience dont on ne peut prévoir le résultat a I’'avance est appelée
expérience aléatoire.

Lors d’'une expérience aléatoire, chaque résultat possible est appelé une issue.

L'ensemble de tous les résultats possibles de cette expérience aléatoire est appelé
univers noté Q2.

Toute partie de I'univers est appelée un événement.

Q est appelé « événement certain » ; & est appelé « événement impossible ».

Un événement qui ne contient qu'une éventualité est un événement élémentaire.
-

Définition 1.3

Soient A et B deux événements d’un univers Q.

* Deux événements A et B sont incompatibles s’ils n’ont aucune éventualité
commune.

* L’événement constitué de toutes les éventualités de (2 qui n’appartiennent pas a
A est appelé 'événement contraire de A, noté A.

J
Définition 1.4 h
Soit 2 un ensemble fini et P(£2) I'ensemble des parties de €.
Lapplication p : P(£2) — [0;1] est une probabilité sur € si :
° p(AUB)=p(A)+ p(B)pourtousAet Bde P(Q)telsque AN B =Y
c p(Q)=1.
- /




Chap. 1. Probabilités

% La probabilité d’un événement A est la somme des probabilités des événe-
zz ments élémentaires de A.
La somme des probabilités des événements élémentaires qui constituent 'uni-
vers Q) est égale a 1.

Exercice 1.3

On fait tourner une roue de loterie dont les numéros sont 1 ;2;3;4;5;6.
On note p; la probabilité de I'événement {i}.

On suppose que : p; =ps =02 ; ps =03 etp,=p;=pa

Calculer la probabilité de l'événement A : « on obtient un nombre pair ».

Solution
A = {2;4;6} et les événements {2}, {4} et {6} sont deux a deux incompatibles.

6
Onadonc: P(A) = p, + p, + ps. De plus, Zp,- =l donc p, = p, = 0,1donc

i=1

P(A) =0,4.
iata ~
Propriété 1.4
Soient A et B deux événements de I'univers 2, on a :
e P(AUB)=P(A)+ P(B)-P(AnN B)
« P(A)=1-P(A).
\\§ J
\

Définition 1.5
On dit qu’il y a équiprobabilité lorsque les probabilités de tous les événements

élémentaires sont égales.
- /

coas ™~
Propriété 1.5

En situation d’équiprobabilité, on a, pour tout événement A d’un univers € fini :
card(A) nombre de cas favorables

P(A) = = - .
card(2)  nombre de cas possibles
- /
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1.1  Généralités

Exercice 1.4
On lance deux dés non truqués. Calculer la probabilité des événements
A : "on obtient un double 6" et B : "on obtient une somme égale a 5".

Solution
Pour étre en situation d’équiprobabilité, on est amené a considérer 'univers (2
_ 1
comme un ensemble de 36 couples. Ainsi : P(A) = 36
4 1
De plus B = {(1;4),(4;1),(2;3),(3;2)} donc P(B) = 36 = 9

\
Définition 1.6 : probabilité conditionnelle

Soit €2 un univers associé€ a une expérience aléatoire et B un événement de proba-
bilité non nulle.
On appelle probabilité de A sachant B le nombre, noté Pz (A), défini par :

P4y =LACD
P(B)

- J

P(A N B) = P;(A)P(B) = P,(B)P(A)

Propriété 1.6 : formule des probabilités totales

Soit ) un univers associé€ a une expérience aléatoire et A, B deux événements de
probabilité non nulle. On a :

(P(A)=P(ANB)+ P(A m B) soit P(A) = P;(A)P(B) + P;(A)P(B).

Exercice 1.4

Une célebre marque produit des objets de trés bonne qualité, avec une probabilité
de panne de 0,01.

Malheureusement, des contrefacons de mauvaise qualité ont été mises sur le
marché et elles occupent 20 % du marché. Ces contrefacons ont une probabilité
de panne de 0,1.

a. Si on achete cet objet, quelle est la probabilité qu’il ne fonctionne pas ?

b. Si on achete un produit défectueux, quelle est la probabilité qu’il s’agisse d’'une
contrefagon ?

Solution

On note D I'événement : « le produit est défectueux » et V 'événement : « le produit
n’est pas une contrefagon ».



