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CHAPITRE

Analyse 1 - Fonctions 1

Tests : faire le point avec deux QCM (Réponses : Vrai / Faux)

1 Soit fix) = h;(;j 21) de courbe représentative 6 et d’ensemble de définition D,.

a. f admet pour unique asymptote & : y = 0.
b. 6 admet une unique tangente horizontale, T', en x =¢ — 1.
c.D =]-1 ;+oo[etheDf,f(x)S2.

d _[f( \dx _(ln(Z))

71 Soit fix) = cos(x) + sin(x), g(x) = %, h(x) = In(g(x)) et D = }% 4 %[

a. h est impaire.

. . o 2
b. Sur D, g est dérivable et g’(x) = T=sin(2x)
c. Pour a €D, _[fah = f_aah(x)dx =0.

d. Pour x €D, g est intégrable et J: g®det = ln|c0s (x) + sin (x)|.

n a. F car f admet pour asymptotes % : y = 0 (horizontale) et & : x = — 1 (verticale).

b.Vcar(e-1, le) est 'unique extremum de <€ .
c. Vcar fix) = —e < 2 pour tout x ED ou In(x + 1) est défini et 2x + 2 > 0.

d.V car jof(x) dx = ZJO 2w (x)u(x)dx = Z[uz(x)]0 avec u(x) = In(x + 1).

E a.Vcarh(-x) = ln(f(_x)) = —ln( S ) =-h(x).

S(x) Jf(=x)
(cos(x) — sin(x))* + (cos(x) + sin(x))?
(cos(x) — sin(x))?

- 1+1 _ 2
1-2cos(x)sin(x) 1-—sin(2x)’

b. V car g est bien dérivable sur D et g’(x) =

c. V car h est impaire.

d. F car g est bien intégrable sur D mais j g)dr = —J'XM((;)) dr = [1n|u(t)|]: avec

Partie | - Mathématiques u

u(t) = cos(t) — sin(f) — Io g(dt = —ln|c0s (x) —sin (x)‘.



1 Analyse 1 — Fonctions
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TESTS EXOS DE CONCOURS CORRIGES ANNALES
du COURS

1 | Ensembles de définition

Propriétés (avec D, : ensemble de définition d'une fonction f)

=D, a partir de ’ensemble de définition D, d’une fonction g

Pour f(x) = m ou (g(x)) avec oo e R\Z : Df: {x eDg, g(x) = 0}.

Pour f(x) = (g(x))" avec n e N : D, =D, etavecn ez D,={xeD, g(x) #0}.
= D, a partir de ’ensemble de définition D_ et D, de deux fonctions g et h

Pour f(x) = g(x) X h(x), g(x) + h(x), ou g(x) — h(x) : Dgﬂ D, C Df. Pour f(x) = g(x) / h(x) :
Df= {x eDg N D,, h(x) #0}. Pour flx) = goh (x) : D,= {x €D, , h(x) eDg}.

E Fonction logarithme népérien In

m Définitions

1

In est la primitive qui s’annule en 1 de la fonction inverse : ¢t — L R : [ dr

1 ¢
Elle est également la fonction réciproque de la fonction exponentielle : exp de [R{i - R
m Propriétés (pour a, b R’ et c eR)

In(axb)=Ina+Inb,In(a/b) =Ina—-1Inb,In (1/a) =-1Ina, In (a°) =c X Ina

In (10¢)=cxIn10etlog (109)=c —>1Ina=log axIn10,log a=Ina/In 10
m Valeurs

Inl=0;lne=1;lne'=-1;Ine2=2;1n 10=1/log,, e = 0,230.

B Fonction exponentielle exp : x — e*

m Définitions

exp est I’'unique fonction f telle que f'(x) = f(x) sur R et avec f(0) = 1.

ch (x) = (exp (x) + exp (—x)) / 2, sh (x) = (exp (x) — exp (—x)) / 2, th (x) = sh (x) / ch (x).
m Propriétés (pour a, b eR’ et c d, x eR)

exp(c + d) = exp(c) x exp(d), exp(-¢) = 1/ exp(c), exp(c) ¢ = exp(c X d),

exp(In a) = a, In(exp(c)) = ¢, a“ = exp(c x In a), In(a) = ¢ x In a, 10° =exp(c x In 10),
ch?(x) — sh?(x) = 1. Dérivées : exp’ = exp, ch’ = sh, sh’ = ch et Vx, th’(x) = 1 / ch?(x).

m Valeurs
exp(0)=1;exp(l)=e=2,718;exp(-1)=1/e;ch(0)=1;sh(0)=0;th(0)=0.

m Exos résolus — Concours post-bac
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n Fonctions trigonométriques cos, sin, tan
m Définitions

cos x est I’abscisse, sin x I’ordonnée, du point du cercle unité situé a I’angle x de (Ox)
= Relations et propriétés

e tan x = sin x / cos x, cos?2 x + sin2 x = 1, cos (/2 — x) = sin x, sin (/2 — x) = cos x,
€oS (= x) = cos x, sin (- x) = — sinx, cos (T + x) = — cos x, sin (7T + x) = — sin x,

cos (a + b) = cos a.cos b — sin a.sin b, sin (a + b) = sin a.cos b + cos a.sin b,

sin (2a) = 2cos a . sin a, cos (2a) = 2cos? a — 1 = 1 — 2sin? a = cos? a — sin%a,

(tana + tanb)

_ 2tana
tan (a + b) = ~——, tan (2a
( ) (1-tanatanb)’ (2a) = (1-tan’a)’
cos p + cos g = 2.cos (p 3 q) cos ( ) sin p + sin g = 2.sin (p ; q) cos (p ; q)_
* Dérivées : sin’ = cos, cos’ = — sin, cos” =~ ¢os, sin” = —sin, sur D_, tan’ x = cos 2 x
m Valeurs
[rad] b b4 b T 2
3 0 — - - - - T
fonction 6 4 3 2 3
\3 \2 1 1
cos 1 — — — 0 - _1
2 2 2 2
. 1 2 \3 \3
sin 0 — - — 1 — 0
2 2 2 2
\3
tan 0 ? 1 \3 -\3 0

5 ] Limites|

Propriétés (pour a, b € R’ et ¢, d e R)

m Prépondérances pour des expressions de limites en + o
Inlnx < Inx* < Vx < VxInx < x < xln x < ¥ < 8@ < 2 < e < x*

m Prépondérances pour des puissances de x en 0
el <x </ <l /x<x2gx 0

F&®)-f(x)
u Equivalents en 0 (u — 0) rrouvés par la dérivée en x, 1 f'(x,) = lim m-—- ———
X—)XO - 0

Pour o e R, (1 + u)* ~ 1 + ow, (1 —u)* ~ 1 — ow trouvé avec x, = 0 et f(x) = (1 — x)°

Donc en particulier V1+u =1+ 4, J1-u zl—l,Lzl—u,Lz 1+u
2 2 1+u 1—u

In(l1+w)=u,In(1 —u)=1-u,expu) =1+ u,sin(u) = u, cos(u) = 1 - %, tan(u) = u

Partie | - Mathématiques
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Remarque : u peut €tre une fonction de x au voisinage de x,, il suffit que lim u(x) = 0.

X—).XO

ﬂ Résolution d'équation comprenant une fonction f
A. Définition
Une équation est une égalité entre des termes fonctions d’une ou plusieurs variables.

B. Résolutions avec exemples

¢ f(x) =d € R (La dichotomie permet toujours d’approcher une éventuelle solution.)
— Si f est bijective et f ! connue, x =f-!(d).
Ex.1:e*=d>0,doncx=Ind.

e — et
2
X?2-2X-1=0,don X =1+ V2 et X, =1~ V2. Une seule solution x, =In(l+ \2).

—Sif(x) = ax? + bx + ¢, on résoud ax* + bx + ¢ —d = 0, avec A = b> — 4a(c - d).

—b+ A
2a

Ex. 2 : sh(x) =1 — x = sh~'(1), qu’on peut déterminer : = 1. Posant X = e,

et si A=0, on a 1 solution réelle : =b

Si A> 0, on a 2 solutions réelles : x , = .
. 2a

¢ f(x) = x — solution éventuelle : limite en + o d’une suite u telle que u = f(u,).

Courbe €, représentative d'une fonction f

A. Définition

La courbe 6 cest I’ensemble des points ‘ f)(cx) pour x €D f dans un repere orthogonal.
B. Propriétés

= Tangente en x, T d’équation cartésienne : y = f’(x,)(x — x,) + f(x,)

(existe si f* continue en x,, si f continue a droite ou bien a gauche : demi-tangente).

0

X
T est I’unique droite passant par f(x ) et de pente (coefficient directeur) f(x,).
0

Ex.: lim f’(x) = 0 : tangente horizontale, si lim f”(x) = a # 0 : demi-tangente de pente

XX XX

aenxy, si lim f’(x) =+ oo : demi-tangente verticale...
xox
= Asymptote
— horizontale : droite : y =y telle que xlirEc f(x)=y,ou }LIEO fx) =y,
— verticale : droite : x = x, telle que }Lr% f(x) =t ou }LI}’((I) f(x) =%

— oblique : droite : y = ax + b telle que lim f(x)—ax—-b=0

m Exos résolus — Concours post-bac
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m Caractéristiques (courbe C@ d’une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I)

@ ., est stable sur I si f’(x) = 0. Si sur I, (6 monte, alors f(x) > 0 sur I, si elle descend,
alors f’(x) < 0 sur I. Si sur /, (6 est creuse alors f”(x) > 0 sur I (6 , est convexe avec
une progression qui augmente strlctement) Sisur I, 6 ,est bombée, alors f”(x) < 0 sur I
(6 ,est concave avec une progression qui diminue strictement).

ﬂ Dérivation —
A. Définitions

intégration pour f, g, U dérivables sur les intervalles

m Dérivée seconde de f: si elle existe (« I »), dérivée de la dérivée : f”.

m F est une primitive de f < F est dérivable et F’ = f. F est donc définie a une constante
pres et pour 2 réels x, et y,, il existe au plus une primitive de f telle que F(x) = y,. Ainsi,

J‘: fest'unique primitive de fqui s’annule en a et pour toute primitive F, Lb f=F()-F(a)

B. Propriétés et formules

» Implications : f dérivable (3 /) = f continue = f intégrable (3 | f) = f définie.
= Sur [a ; b], moyenne de f: Lbf/ (b—a).Sim<fix)y <M, mb-a)< jabfs M - a)

u Relations de Chasles : [ /= ['f+['f, [\ f=-[,f. [if==[ [ f=0
m Parité : si f est impaire, LZ f=0etsi fest paire, J'fa f= 2_[: f

m Dérivée de composée de fonctions : (gof) = (g’of).f”

u Formule de Leibniz - Dérivée n*™ du produit fx g : (f. g)(") = i (Z) fl) g
k=0

= Intégration par parties : Jb fr(x)g(x)dx =[f(x) g(x)]: - J: f(x)g (x)dx
S 0di= ] f(e

= Changement de variable : f

C. Exemples de calculs

m Tableaux de conversions : fonction f <> dérivée f” ou f <> primitive F (sans constante C)

Fouf x“ U« e eV cos (x) cos (U) sin (U)
fouf’ o*! o.U'U*! e’ UeY —sin (x) — U’sin (U) U’cos (U)
Fouf In || In|U| Infa+ x| Lln“—”{ Infan (%] tan (x)
2a la—x 2
, 1 v 1 1 1 1
fouf X U a+x @ —x sin(x) cos?(x)

Partie | - Mathématiques m
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- Corrigé p. 15
n Analyse de courbes

I/ ¢
1 v
/
4 o) 5} /

O foz2) = @ Lensemble de définition de la fonction
A. n’existe pas fogest:
B2 A [-454]
C_2 B.[-2;1]
D.0 C.[-4;3]

D. aucune des 3 réponses précédentes

: _ g -g(=2) _

© Sur[-4;-2], g = O lim==——
A —2-x+1 A. 4oo
B. —~-2-x+1 B. —
C Ja=x+1 C. n’existe pas

D. aucune des 3 réponses précédentes
D. y-2-x+1

ﬂ Etude de fonctions

Soient fet g les fonctions dérivables sur ]O ; +oo[ respectivement définies par :

2 —
f(x)==22In(x)+2+x> et g(x):%ln(x)'
o La dérivée de f est définie par f(x) =
A 22X =2 B 2xX*+2 Cc 2x*-2
-5 -5 . <

D. aucune des trois propositions proposées ci-dessus n’est correcte.

m Exos résolus — Concours post-bac



