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Avant-propos

Cet ouvrage est congu pour les éleves de deuxiéme année de classes préparatoires
scientifiques en filieres MP et MPI. Il pourra également intéresser les préparationnaires
au CAPES et a 'agrégation de mathématiques.

Il propose de mettre en pratique les notions abordées en cours de mathématiques par
le biais d’exercices. Chacun est assorti d’une correction détaillée, dans laquelle I’accent
est mis sur la méthode qui mene a la solution. Comme 'indique le titre, 'objectif a
été de couvrir, pour I’ensemble des chapitres du programme, non seulement toutes les
notions a connaitre, mais encore les techniques, astuces essentielles, ainsi que quelques
exercices-types, classiques ou de synthese : en particulier, on progresse, au sein de
chaque chapitre, des techniques les plus fondamentales d’application du cours vers
des techniques plus avancées pouvant ressembler a des exercices d’oral de concours.

Cette 4° édition tient compte de toutes les nouveautés et modifications du nouveau
programme, valable & partir de 'année 2022-2023. Au-dela d’une mise a jour nécessaire
liée au changement de programme, nous avons cherché a améliorer et approfondir
I’édition précédente. Il en résulte une centaine de pages supplémentaires, dédiées pour
moitié a 'approfondissement des exercices existants, et pour moitié au traitement des
nouveaux exercices.

Bien entendu, nous avons veillé & ce que ces apports respectent les principes qui ont
fait le succes de cette collection :

e fournir un panel le plus représentatif possible des exercices-types, compétences et
notions, sur chaque chapitre;

e donner, pour chaque exercice, d’'une part une rédaction exemplaire conforme aux
attendus des épreuves écrites — tout en mettant en relief les canevas susceptibles
de resservir —, d’autre part une explicitation des démarches inductives et déduc-
tives sous-jacentes — afin d’entrainer 'esprit des lecteurs a aborder des exercices
originaux.

Enfin, nous souhaitons ici remercier les auteurs historiques, sur le travail desquels
nous nous sommes fondés pour cette édition : Julien Freslon, Sylvain Gugger, Jérome
Poineau et Daniel Fredon.

Les auteurs,

Pierre BERNARD Mathieu MANSUY

(coordonnateur, référent TEX) (référent PC et probabilités)

Oscar DEVYS Anne-Charline CHALMIN Marie VIRAT
(référent MP) (référente PSI) (référente PT)






Structure de I'ouvrage

Le livre est divisé en 15 chapitres, chacun étant consacré a une partie du programme.
Nous avons regroupé les chapitres selon les themes classiques : Algebre, Topologie,
Analyse et Probabilités. Au sein d’'un méme chapitre, les exercices, classés par ordre
croissant de difficulté, ont été choisis de fagon a passer en revue les notions a connaitre,
mais aussi a présenter les techniques susceptibles d’étre utilisées.

En ce qui concerne les corrections, nous avons choisi de séparer clairement la réflexion
préliminaire, comprenant analyse du probléme et tatonnements, de la rédaction finale,
rigoureuse et précise. Cette dernieére étape est signalée, dans le texte, par la présence

d’un liseré gris sur la gauche et du pictogramme . Insistons sur le fait que nous
ne prétendons nullement présenter I'unique cheminement permettant d’aboutir a la
solution d’un exercice donné, ni la seule rédaction acceptable. Dans les deux cas, bien
des possibilités existent.

Par ailleurs, lorsque nous avons souhaité mettre en lumiére un point important, nous
I'avons rédigé sur un fond grisé et indiqué par . De méme, la présence d'un piege

dont il faut se méfier est signalée par @

Cet ouvrage a été rédigé en vue d’une utilisation thématique, c’est-a-dire non linéaire :

e De maniére intuitive, un étudiant qui veut approfondir un chapitre particulier
s’attellera aux exercices du chapitre en question. Parfois, un exercice utilisera des
notions d’autres chapitres pas encore étudiés ; dans ce cas I’énoncé de 'exercice le
rappellera.

e De maniere plus précise, il se référera a 'index en fin d’ouvrage, afin d’aller di-
rectement travailler les notions de son choix. Ainsi, un étudiant qui voudrait tra-
vailler spécifiquement 'utilisation du lemme des coalitions en probabilités n’aura
pas besoin de feuilleter tous les exercices de la quatriéme partie, mais pourra se
contenter de chercher entrée « coalitions (lemme des) » de 'index qui le renverra
directement aux exercices mentionnant cette notion.
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Partie 1

Algebre






CHAPITRE

Algebre linéaire

Exercice 1.1 : Utilisation des polynomes de Lagrange

Soient n € N* et P € R,[X] tels que, pour tout z € [0,n], |[P(x)] < 1
Montrer que :

|P(-1)] <2"™' —1 et |P(n+1)] 2" —1.

Les polynomes de Lagrange sont au programme de MPSI. C’est un outil puissant qu’il
faut savoir invoquer sans qu’on vous le demande. Le point essentiel qu’il convient de
souligner dans la rédaction est que les n + 1 réels sont distincts.

On peut alors exprimer P en fonction des P(i) (de valeur absolue plus petite que 1)
et des L;. Il ne reste plus qu’'a majorer les |L;(—1)| et |L;(n + 1)].

Considérons la famille (ag,a1,...,a,) = (0,1,...,n). Ces n + 1 réels sont

distincts deux a deux, donc on peut leur associer les polyndmes Lg,..., L,
d'interpolation de Lagrange. Il vient alors :

P=> P(a;)L; =Y P(i)L
=0 i=0
Soit 7 € [0,n]. Alors, on obtient :

n

(-1l =[] 2

H]+1 ﬁ j+1

j=0 J 'L_J j= z+1]_l
Ve
i—1 i—1 1 n n 1
=M+ ;= [T 6+ I
7=0 j=0 J Jj=i+1 Jj=i+1 J
1)! 1 1)!
=il x = x n+1) X = — (n+1)
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Ainsi, par I'inégalité triangulaire, on en déduit :

- ZP(i)Lz ~1) <;\P(i)h(—1)l <, . <?Ll>

1=

n+1 n+1
\Z(n—l—l):Z(n:—l)_l:TH_l.
=0

De méme, on trouve :

n . i—1
ILi(n+ 1) = HLH :HLI_J H ntl-j

S
JF
i—1 i—1 n n
1
=[[o+1-D]l;— Il o+1-0) I —
= 3=0 J j=i+1 ]=Z+1‘7
__n+D x (n—1i)! x !
(n+1-=4)! 4! (n—1)!

Puis, par I'inégalité triangulaire, on obtient :

ZP i(n+1)
<Z<nl+1) —ontl _q,
1=0

|[P(n+1)| =

@ On aurait également pu appliquer le résultat concernant P(—1) au po-

Exercice 1.2 : Somme de projecteurs ~

p1,---
1. Montrer que, pour tout ¢ € [1,n], rg(p;) = tr(p;).
2. Montrer que E = Im(p;) & ... ® Im(py,).

lynoéme Q(X) = P(n — X), qui satisfait les mémes hypotheses que P.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient n € N\ {0,1} et
,Pn, des projecteurs de E tels que p; + ...+ p, = Idg.

1. I’idée immédiate pour calculer la trace de I'un des p; est de déterminer sa matrice
dans une base de E. On choisit une base adaptée a la décomposition £ = F; ® G;, si
p; projette sur F; parallelement a G;.
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Soit ¢ € [1,n]. Notons F; et G; les sous-espaces vectoriels de E tels que
E = F; & G, et tels que p; projette sur F; parallelement a G;.

Soit ¢ € [1,n—1] tel que (e, ..., eq) est une base de F; et (eg41,...,€n) une
base de G;. Alors B = (e, ...,e;,) est une base de E.

D'une part, pour k € [1,q], pi(ex) = ex. D'autre part, pour k € [¢ + 1,n],
p;i(ex) = 0. Par conséquent, la matrice de p; dans la base (eq,...,e,) est :

Matg(p;) = ( OLI Ogn—q ) .

n—aq,q On—qm—q

Il en découle que tr(p;) = ¢ = dim(F;) = dim(Im(p;)) = rg(p;).

@ Il est toujours utile de se souvenir que, si p est un projecteur, il projette
sur F' = Im(p) parallélement & G = Ker(p).

2. La question précédente nous donne immédiatement une information sur les dimen-
sions : la somme des rangs de p; est la somme de leur trace, qui est tr(Idg) (par
linéarité de la trace) donc qui vaut d = dim(E).

Il suffit donc de montrer que la somme est directe, ou qu’elle vaut E. L’hypothese
nous permettra de montrer plus facilement le fait qu’elle vaut E.

Soit € E. Alors © = py(x) + - - - + ps () par hypothése. Ceci se traduit par :
x € Im(py) + -+ Im(py).
Comme Im(p1) + - - -+ Im(p,,) est clairement inclus dans E, on en déduit que :

Im(p1) + -+ Im(pn) = E.

@ De maniere générale, seule l'inclusion directe est vraie :

Im(py + -+ +pn) CIm(p1) +-- - + Im(pyp).

D’autre part, comme tr est linéaire, on obtient :

tr(p1) + -+ tr(pn) = tr(pr + - - + pp) = tr(Ildg) = dim(E).

Or, d'aprés la question précédente, rg(p1) + - - - +rg(p,) = dim(E). Par consé-
quent, |'égalité suivante est vérifiée :

dim(Im(py) + - - - + Im(p,,)) = dim(Im(p1)) + - - - + dim(Im(p,,)).
Donc cette somme est directe. En conclusion, on obtient bien :
E=Tm(p1)®... 0 Im(p,).
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Exercice 1.3 : Calcul par blocs ~

Soit (n,r) € (N*)2. Soit M € .#,(K) une matrice de rang r, décomposée par
blocs sous la forme :

A B s
M:(C D) ou A € GL,(K).

1. Montrer que, pour tout vecteur colonne Y € .4, _, 1(K), il existe un vecteur
colonne X € ., 1(K) tel que :

Or1 \ X
(G )=o)

2. En déduire que D = CA~'B.

1. Notons tout d’abord que comme A est de taille r X r, nécessairement B est de taille
rx (n—r), C est de taille (n —r) x r et D est de taille (n — ) x (n —r).

On peut commencer par chercher X de maniere pratique, en effectuant les produits
par blocs. On se rend cependant vite compte que le calcul sera utile dans la question
suivante, pour montrer que D = CA~! B, mais ne permettra pas de répondre & cette
premicre question. Il faut ici montrer 'existence de X de maniere théorique.

Pour Y donné, le premier produit est une combinaison linéaire des n — r dernieres
colonnes de M. Le second produit correspond & une combinaison linéaire des r pre-
mieres. Il faut donc montrer que toute combinaison linéaire de colonnes de A peut
s’exprimer comme combinaison linéaire des r premieres.

Par hypothese, la matrice A est inversible. Ainsi, ses colonnes forment une famille
libre dans .4, 1(K). Il en est donc de méme des r premiéres colonnes de M. Comme
M est de rang r, cette famille libre est en fait une base de ’espace vectoriel engendré
par les colonnes de M.

Notons M, ..., M, les n colonnes de M, Ay,..., A, cellesde Aet C4,...,C,
celles de C.

Comme A est inversible, (A41,..., A,) est libre dans ., 1(K). Montrons que la
famille (M, ..., M,) est libre dans ., 1(K) : soit (A,...,A) € K" tel que
MM+ + A My = Op 1

En calculant par blocs, il vient :

MAL -+ N A
)\101 ++)\7‘Cr -l

En particulier Ay Ay +--- + A\ A, = O,.1 donc, comme (A1,...,A,) est libre,
AM=...=\.=0.
Ainsi la famille (M, ..., M,) est libre dans I'espace ., 1(K), donc dans I'es-
pace F' = Vect(My,...,M,). Comme dim(F) = rg(M) = r, (My,...,M,)
est une base de F.
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Y1
Soit Y € Ay 1(K) tel que Y = : . Alors, on trouve :

Yn—r

Or
M< Y’1>:y1MT+1+"'+ynTMnEF~

Le vecteur M O{/’l admet donc des coordonnées dans la base
(M, ..., M,). Notons-les (z1,...,x,). Il vient alors :
o) X o
M ) = o M+, M, = M en notant X =
Y On—r,l
Ty

2. On exploite ici la question précédente en effectuant le calcul par blocs.

0y

Notons que le nombre de lignes de X est égal au nombre de colonnes de
A et aussi égal au nombre de colonnes de C, et que le nombre de lignes
de Y est égal au nombre de colonnes de B et aussi égal au nombre de
colonnes de D. Cette remarque essentielle rend licite le calcul par blocs.

Soit Y € M,,—,1(K). D'aprés la question précédente, il existe X € ., 1(K)

tel que :
Or1 \ _ X
(5 )=o)

En calculant par blocs, on obtient :

Or1\ _ [ BY X [ AX

(5 )=(or ) =X, )= (&)
Par conséquent, BY = AX et DY = CX. Comme A est inversible, la premiére
relation donne X = A"!BY. On en déduit que DY = (CA™'B)Y.
Soit ¢ € [1,n — r]. Considérons le vecteur Y; € #,_,1(K) qui a tous ses
coefficients nuls, sauf celui de position ¢ qui vaut 1. En appliquant I'égalité
précédente 3 Y;, il vient DY; = (CA~!B)Y;, ce qui implique que les matrices
D et CA~1B ont méme i-me colonne. En conclusion D = CA~!'B.
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Exercice 1.4 : Propriétés de la trace N

Soit n € N*. On se place dans le K-espace vectoriel E = ., (K).
1. En s’aidant des matrices élémentaires, déterminer une base de Ker(tr).
2. En déduire que Ker(tr) = Vect({AB — BA | (A, B) € E?}).
3. Soit ¢ : A, (K) — K une forme linéaire vérifiant :
V(A,B) € E?, (AB) = ¢(BA).

Montrer que ¢ est colinéaire a tr.

1. La trace étant une forme linéaire non nulle, son noyau est un hyperplan, donc
de dimension n? — 1. 11 suffit donc de trouver une famille libre composée de n? — 1
matrices pour en avoir une base.

L’énoncé nous invite a utiliser les matrices élémentaires F; ;, dont tous les coefficients
valent 0 sauf celui en position (7,7) qui vaut 1. Si ¢ # j, il est clair que tr(E; ;) = 0.
Ceci nous fait déja n? — n matrices. Il en manque n — 1, que I'on construit comme
combinaison linéaire des F; ; (pour que la famille obtenue soit libre), par exemple les
E;; — B, pour ¢ entre 1 et n — 1.

L'application tr est une forme linéaire non nulle de E, par conséquent son noyau

est un hyperplan de E. Donc dim(Ker(tr)) = n? — 1.

D’une part, pour tout (i,5) € [1,n]? tel que i # j, tr(E;;) = 0. Ainsi, la

famille  |J {E;;} est incluse dans Ker(tr) et comporte n? — n éléments.

1<iZj<n

D'autre part, pour tout i € [1,n — 1], tr(E;; — Epn) = 0. Ainsi, la famille
U {Eii— Enn} estincluse dans Ker(tr) et comporte n — 1 éléments.

1<ig<n—1

Notons % la réunion des deux familles précédentes. Alors .# est une famille de

n? — 1 éléments de Ker(tr) Montrons qu’elle est libre dans E.

Soient (A; j)1<izj<n € K™ et (p1,...,fn_1) € K* ! tels que :
YA +Zﬂk Bk = Bnn) = 0.
=1 j=1
J#i
Alors : .
ZZ)\,JE,J +Z,ukEkk— (ZM) nn = 0.
1=1 j=1
J#i

La famille (E; ;j)1<i,j<n €tant une base de E, elle est libre. Donc tous les A; ;
sont nuls, ainsi que tous les u; pour i € [1,n — 1]. Ainsi % est libre. Comme
elle contient n? — 1 = dim(Ker(tr)) éléments, c’est donc une base de Ker(tr).
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2. Nous devons montrer que Ker(tr) est l'ensemble des combinaisons linéaires de
matrices de la forme AB — BA. Il s’agit d’'une égalité d’ensembles, on peut donc
montrer deux inclusions.

La premiére vient du fait que tr(AB) = tr(BA) pour tout (A, B) € E?. Par linéarité
de tr, il vient alors tr(AB — BA) = 0.

Pour la seconde, on utilise la question précédente en montrant que tous les éléments
de la base de Ker(tr) qu’on a trouvée peuvent s’écrire sous la forme AB — BA. Pour
ce faire, il faut se souvenir de la formule E; ;jEj,; = 6;1E;; ou §; 1 est le symbole de
Kronecker, qui vaut 0si j # k, 1si j = k.

rocédons par double inclusion.
9, Procéd doubl |
e Soit (4,B) € E?. Alors tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) = 0.
Ainsi AB — BA € Ker(tr). Comme Ker(tr) est stable par combinaison
linaire, on en déduit que :

Vect({AB — BA | (A, B) € E*}) C Ker(tr).

e Réciproquement :
Soit (Z,]) € [[1,71]]2, tel que ¢ 7é 7. Alors El"j = Ei,iEi,j — Ei,jEi,i-
Soit k € [[].,TL — ].]] Alors Ek,k — En,n = Ek,nEn,k — En,kEk,n-
Ainsi tous les éléments de la base de Ker(tr) déterminée dans la question
précédente peuvent s'écrire sous la forme AB — BA, avec (A,B) € E2
Tout élément de Ker(tr) est donc combinaison linéaire de matrices de cette
forme; par conséquent :

Ker(tr) C Vect({AB — BA | (A, B) € E?}).

En conclusion, Ker(tr) = Vect({AB — BA | (A, B) € E?}).

3. Si ¢ est nulle, alors ¢ = 0tr. Sinon, elle vérifie ¢(AB — BA) = 0 par linéarité
et Ker(yp) contient tous les éléments de la forme AB — BA, donc leurs combinaisons
linéaires, donc Ker(tr). Comme Ker(tr) est de dimension n? — 1, un supplémentaire de
Ker(tr) dans E est de dimension 1. On peut prendre par exemple K E4 ;1. On détermine
alors la valeur de A telle que ¢ = Atr en comparant ¢(Eq,1) et tr(Ey 1) = 1.

Si ¢ =0, alors ¢ = 0tr, et le résultat est atteint.
Sinon, par linéarité de ¢, pour tout (A, B) € E?, on obtient :
@(AB — BA) = ¢(AB) — ¢(BA) = 0.

Ker(y) contient donc toutes les matrices de la forme AB — BA, donc toutes
leurs combinaisons linéaires. D'aprés la question précédente, on en déduit que
Ker(tr) C Ker(yp). Or, ¢ est une forme linéaire non nulle de E, donc son
noyau est un hyperplan de E, tout comme celui de tr. lls sont donc de méme
dimension, et comme |'un est inclus dans |'autre, ils sont égaux.

Comme tr(Ey 1) = 1, E11 ¢ Ker(tr) et Ker(tr) N (KE7 1) = {O,}. Comme
dim(Ker(tr)) + dim(K E; 1) = n? = dim(.#,(K)), on en déduit que :

Ker(tr) @ K Eq 1 = 4,(K).




