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Préface
À l’heure où les outils informatiques sont devenus omniprésents dans le domaine de la construction, il pourrait être tentant de reléguer la résistance des matériaux au rang des sciences du siècle passé. Ce serait là une erreur majeure.
Le dimensionnement des structures repose avant tout sur une compréhension intime de leur fonctionnement, compréhension qui ne peut s’acquérir qu’à partir de modèles simples et de la pratique du calcul analytique. Sans cette maîtrise, il est illusoire de prétendre construire des modèles de calcul pertinents. Le bon modèle n’est jamais le plus complet, mais toujours le plus simple pouvant fournir le résultat attendu.
La résistance des matériaux est indispensable en amont de la modélisation, pour élaborer des hypothèses cohérentes, mais elle l’est tout autant en aval, pour valider – ou invalider – la justesse et la pertinence des résultats obtenus. À l’heure où il devient courant de produire des modèles aux éléments finis comportant des centaines de milliers de degrés de liberté et des centaines de combinaisons de charges, la capacité à juger de la cohérence des résultats dans cet amoncellement vertigineux ne peut reposer que sur une compréhension profonde, physique, du comportement de l’ouvrage. Seuls des calculs simples permettent de vérifier les ordres de grandeur et d’assurer la cohérence globale d’un modèle.
Ce volume vient compléter utilement le premier tome. La pratique est en effet indispensable pour acquérir l’agilité nécessaire au dimensionnement et à la vérification des structures. Les nombreuses générations d’ingénieurs élèves passées par les bancs du CHEC (Centre des Hautes Études de la Construction) peuvent en témoigner.
Jean Armand Calgaro et Dominique Vié ont, à eux deux, enseigné avec talent la résistance des matériaux au CHEC pendant plus de quarante ans, formant ainsi des générations d’ingénieurs. Les exercices réunis dans cet ouvrage, tous ancrés dans le domaine de la construction, sont complétés par des problèmes inspirés de cas réels, permettant au lecteur de comprendre et de traiter des situations concrètes.
C’est donc avec un immense plaisir que nous accueillons ce nouvel ouvrage dans la collection des manuels du CHEC aux Éditions du Moniteur, et nous adressons aux auteurs nos plus sincères remerciements au nom de toute la profession.
Jérôme Stubler
Président du CHEC et CEO Equans
Jean-François Douroux
Directeur du CHEC
« Une école au cœur de la profession de la construction »
Le CHEC (Centre des Hautes Études de la Construction) est une école de spécialisations qui accueille des ingénieurs et des titulaires d’un Master 2 souhaitant acquérir des compétences pointues en études de structures et en méthodes d’exécution et études de prix.
Créée en 1957 par les fédérations de la construction, l’école a formé près de 6 000 ingénieurs au service de la profession et de la construction, en France et à l’étranger.
Depuis l’origine, elle a été un lieu de rayonnement de la technique française de la construction. Aujourd’hui encore, elle attire chaque année des étudiants d’une vingtaine de nationalités différentes.
Son fonctionnement est unique, avec la mobilisation de l’ensemble des acteurs de la construction (entreprises générales, de charpentes métalliques ou de structures bois, bureaux d’études et d’ingénierie, bureaux de contrôle, centres techniques, fédérations professionnelles, maîtres d’ouvrages…) pour transmettre aux nouvelles générations les compétences clefs de leur métier. Ces compétences seront nécessaires afin de leur permettre de faire évoluer le secteur pour répondre aux exigences du monde de demain.
Dans son enseignement, cette formation exigeante et reconnue dans la profession donne une place importante à la compréhension du fonctionnement des structures. Elle se base sur une approche analytique qui permet en maîtrisant les schémas simples de calcul d’arriver à concevoir des structures efficientes, tant du point de vue économique que de leur bilan carbone et écologique.
Au travers de ses différentes spécialisations, la formation couvre la construction en béton, en métal et en bois. Elle s’est récemment développée pour aborder les thèmes essentiels de la maintenance et de la réparation et celui du génie civil nucléaire.
Les quatre filières du CHEC sont :
	CHEBAP (Centre des Hautes Études du Béton Armé et Précontraint)

	CHEM (Centre des Hautes Études de la construction Métallique)

	CHEB (Centre des Hautes Études de la construction en Bois)

	CHEMEX (Centre des Hautes Études des Méthodes d’Exécution et études de prix)


Pour en savoir plus : https://chec.fr/


Avant-propos
Le présent ouvrage propose des exercices et des problèmes de résistance des matériaux :
	les exercices sont plutôt destinés à permettre une bonne assimilation des méthodes de la résistance des matériaux ;

	les problèmes sont axés sur le développement de thèmes particuliers, proches de problèmes réels, mais utilisant les mêmes méthodes que celles développées dans les exercices.


Tous ces éléments ont été utilisés pour la formation des étudiants principalement du Centre des Hautes Études de la Construction (CHEC) et de l’École nationale des Ponts et Chaussées (ENPC). La plupart d’entre eux sont originaux, mais quelques exercices ont été repris de la documentation existante pour leur intérêt pédagogique.
Les problèmes, ainsi que de nombreux exercices, sont présentés sous une forme plutôt « scolaire » avec énoncé et solution. Cette forme permet de mieux orienter le lecteur/utilisateur dans une démarche de réflexion conduisant à leur résolution.
Les exercices ont été classés par chapitres, mais, dans chaque chapitre, ils n’ont pas été placés dans un ordre particulier. Ils sont de longueurs différentes et de difficultés différentes. Les difficultés sont généralement liées à la complexité de certains développements analytiques qui supposent une bonne maîtrise du calcul mathématique. Ce genre de calcul ne se rencontre guère dans la pratique professionnelle, mais il permet d’acquérir souplesse et élasticité intellectuelles.
Quelques exercices et problèmes proposent une solution utilisant le formalisme des distributions, formalisme qui permet de simplifier (ou raccourcir) certaines équations, par exemple dans le cas de poutres soumises à des efforts concentrés. L’Annexe A4 rappelle les propriétés élémentaires des distributions (de Dirac et de Heaviside) pour faciliter la compréhension des exercices qui les utilisent.
Bien sûr, tous ces exercices et problèmes emploient des notations et des conventions de signes spécifiques, sauf cas particulier, notamment pour l’effort normal dans les structures à barres qui est généralement compté positivement en traction. Dans le cas présent, ce sont celles définies et employées dans l’ouvrage Les fondamentaux de la résistance des matériaux, tome 1 (J.-A. Calgaro & D. Lecointre, Éd. du Moniteur). Les notations relatives aux efforts internes et aux contraintes sont celles généralement employées, les unités sont celles du système international. Les conventions de signes sont les conventions dites des « ingénieurs » (contraintes positives en compression) par opposition aux conventions de signes de la mécanique (contraintes positives en traction).
La plupart des exercices et problèmes peuvent être résolus par une méthode différente de celle proposée : seul l’énoncé est à suivre et les résultats (intermédiaires et finaux) sont à établir. Plus particulièrement, certains exercices et problèmes ont utilisé la technique des matrices-transfert, en particulier pour traiter quelques exercices sur l’instabilité élastique des systèmes. Il convient de se reporter aux chapitres 11 et 12 de la publication précédemment mentionnée.
Les domaines couverts par cet ouvrage sont les domaines les plus courants. Ne sont pas abordés des domaines tels que le calcul des coques ou des tubes à parois épaisses, l’analyse post-élastique des structures ou la résistance lors de contraintes cycliques. La dynamique des structures n’est l’objet que de deux exercices (chapitre 16) et un problème (problème n° 18). Les connaissances nécessaires à leur résolution ne sont que des connaissances de base que l’on trouve dans tous les cours de comportement dynamique des structures. Les problèmes de dynamique des ouvrages de génie civil sous les effets du vent ou des séismes sont d’une complexité qui est en dehors du champ couvert par le présent ouvrage. Toutefois, pour pouvoir aborder les problèmes complexes, il est nécessaire de maîtriser la résolution des problèmes les plus courants.
En résistance des matériaux, comme dans n’importe quelle branche des sciences naturelles, on commence l’étude de la résistance d’une construction par le choix d’un modèle : il faut schématiser la construction et la dépouiller de tous les facteurs non susceptibles d’influencer tant soit peu le travail du système tout entier. Le choix d’un modèle est indispensable car il est impossible de résoudre le problème d’une construction réelle en tenant compte de la multiplicité de ses propriétés. Dans la pratique, le recours au calcul numérique est systématique, mais il est important de comprendre sur des modèles simples la répartition et la diffusion des efforts dans une structure. C’est cette compétence que l’on peut acquérir à travers la résolution d’exercices et de problèmes tels que ceux proposés dans le présent ouvrage.
Jean-Armand Calgaro et Dominique Vié
Partie 1
Exercices
Chapitre 1
Élasticité linéaire – Cercle de Mohr
Exercice 1.1 – Équilibre d’un liquide
Dans cet exercice, on propose de calculer l’intensité de la pression dans un liquide au repos de masse volumique ρ.

Solution
Un liquide au repos n’exerce ni contrainte tangentielle ni contrainte de traction sur une facette quelconque. Dans un référentiel orthonormé, le tenseur des contraintes en un point est donc nécessairement diagonal :
T=−σx000−σy000−σz
σx, σy, et σz sont des fonctions positives de x, y, z.
Sur une facette quelconque de vecteur directeur n→α, β, γ, la contrainte Tn doit donc être colinéaire à n→ et de sens opposé :
−ασx=−λα−βσy=−λβ−γσz=−λγ avec λ>0
Comme ces inégalités sont vraies pour tout vecteur n→, on en déduit que :
σx=σy=σz=p=λ
p est appelée pression hydrostatique en M.
A priori, p=px, y, z et on peut écrire :
T=−px,y,zI
où I est la matrice unité.
Les équations d’équilibre des milieux continus conduisent à :
∂p∂x=0, ∂p∂y=0, ∂p∂z=−ρg
Si l’on impose, par exemple, pz=0=0, on a, par intégration :
p=−ρgz
Les contraintes dans le liquide ne dépendent pas des conditions aux limites.
On peut en déduire le principe d’Archimède : le corps immergé et sa frontière fictive sont soumis au même champ de contraintes. Or, celui-ci équilibre, par définition, le poids de liquide contenu dans le volume fictif. Donc, un corps quelconque immergé dans le liquide subit des pressions dont la résultante est égale au poids de son volume de liquide.
Le principe d’Archimède n’est pas un théorème comme le laisserait entendre la précédente démonstration. Il reste un principe car la précédente démonstration part du principe (naturel) qu’un liquide au repos n’exerce ni contrainte tangentielle ni contrainte de traction sur une facette quelconque.



Exercice 1.2 – Bloc de béton soumis à une étreinte
Un cube de béton d’arête a est soumis à une étreinte plane à l’aide du dispositif représenté sur la figure 1.1. On se propose de calculer la variation de volume du cube (module d’Young E, coefficient de Poisson ν).
Application numérique : a = 30 cm ; E = 40 000 MPa ; ν = 0,15.
[image: ]Fig. 1.1 – Étreinte d’un cube


Solution
On considère l’équilibre du nœud n° 1 (fig. 1.2) :
[image: ]Fig. 1.2 – Équilibre du nœud n° 1

N1+N22=−F2  N22=F2
On en déduit :
N2=F  N1=−F2
Par symétrie, on déduit que toutes les faces perpendiculaires au plan Oxy sont soumises à une compression d’intensité F2. L’état de contrainte du cube peut donc être caractérisé par les éléments suivants :
σxx=σyy=−F2a2  σzz=σxz=σyz=σxy=0
La loi de Hooke permet d’écrire :
εxx=εyy=1Eσxx−νσyy+σzz=−1−νE⋅F2a2
εzz=1Eσzz−νσxx+σyy=νE⋅2F2a2
εxy=εxz=εyz=0
La variation élémentaire de volume est :
ΔVV=εxx+εyy+εzz=−1−2νE⋅2F2a2
D’où :
ΔV=−1−2νE⋅22 aF
Application numérique : ΔV = – 1,48·10–5 F (en m3 si F s’exprime en MN).



Exercice 1.3 – Étreinte « œdométrique »
Un milieu continu est placé dans une cuve cylindrique à parois indéformables. À l’aide d’un piston, le milieu est soumis à une compression uniforme d’intensité p (fig. 1.3). On se propose de calculer sa compressibilité, c’est-à-dire le rapport entre p et la déformation relative verticale εzz.
[image: ]Fig. 1.3 – Étreinte œdométrique


Solution
Compte tenu de la symétrie de révolution autour de l’axe vertical, et dans la mesure où l’on néglige le poids propre du milieu, le tenseur des contraintes est diagonal pour tout système d’axes Oxyz. Il est, de plus, de la forme :
T=−q000−q000−p
Le tenseur des déformations est également diagonal et la loi de Hooke permet d’écrire :
εxx=1E−q−ν−p−q=−1E−νp+1−νq=εyy
εzz=1E−q+2νq=−1Ep−2νq
Les parois étant indéformables, εxx=εyy=0, d’où :
q=ν1−νp
Enfin :
εzz=−1Ep−2ν21−νp=−pE1+ν1−2ν1−ν
C’est la relation cherchée.



Exercice 1.4 – Déformation d’une barre dans le champ de pesanteur
On considère une barre cylindrique pesante E, ν, ρ placée suivant l’axe Oz vertical d’un repère orthonormé Oxyz. Sa longueur est L (fig. 1.4). On se propose de déterminer sa déformation.
[image: ]Fig. 1.4 – Notations


Solution
Le système des équations d’équilibre de la barre est le suivant :
∂σxx∂x+∂σxy∂y+∂σxz∂z=0∂σyx∂x+∂σyy∂y+∂σyz∂z=0∂σzx∂x+∂σzy∂y+∂σzz∂z−ρg=0
À ces équations, il faut adjoindre les conditions aux limites. La nature de la liaison en O n’étant pas précisée, on les exprime seulement sur la surface latérale de la barre et en son sommet. Sur la face supérieure :
z=L
σxzx, y, L=σyzx, y, L=σzzx, y, L=0
Considérons une facette appartenant à la surface latérale, définie par le vecteur n→cosα, sinα, 0.
∀x, y, z tel que x2+y2=R2, T⋅n=0→, soit :
∀ασxxcosα+σxysinα=0σxycosα+σyysinα=0σxzcosα+σyzsinα=0
On considère alors la solution telle que :
∀x, y, z σij=0 sauf σzz
Alors :
∂σzz∂z=ρg⇒σzz=ρgz−L
Cette solution satisfait à toutes les équations. La loi de Hooke permet d’écrire :
∀i, j, i≠j, εij=0
εxx=1Eσxx−νσyy+σzz=νρgEL−z=εyy
εzz=−ρgEL−z
On cherche alors les composantes du vecteur-déformation :
εxx=∂ux∂x⇒ux=νρgExL−z+φxy, z
εyy=∂uy∂y⇒uy=νρgEyL−z+φyx, z
εzz=∂uz∂z⇒uz=−ρgELz−z22+φzx, y
Les fonctions ϕx, ϕy, ϕz sont inconnues, mais elles doivent satisfaire aux conditions suivantes :
εxy=0=12∂ux∂y+∂uy∂x⇒∂φx∂y+∂φy∂x=0
εxz=0=12∂ux∂z+∂uz∂x⇒∂φx∂z−νρgEx+∂φz∂x=0
εyz=0=12∂uy∂z+∂uz∂y⇒∂φy∂z−νρgEy+∂φz∂y=0
Une solution particulière consiste à prendre φx=φy=0. Alors :
φzx, y=νρg2Ex2+y2
en prenant une constante d’intégration nulle.
En résumé :
uz=−ρgELz−z22+νρg2Ex2+y2
Pour z=0, on constate que uz ne s’annule qu’en x=y=0, comme si la barre était dotée d’une liaison particulière en ce point.
La solution trouvée ne convient pas au voisinage de z=0 : c’est le problème de l’unicité de la solution.



Exercice 1.5 – Étude d’un barrage-poids
Le barrage-poids schématisé sur la figure 1.5 est infiniment long. Sa section transversale est triangulaire. Il est en béton (E, ν, poids volumique γc). Sur sa face amont, il reçoit la pression de l’eau, de poids volumique γw. On se propose de déterminer la distribution des contraintes dans le barrage.
[image: ]Fig. 1.5 – Modélisation du barrage-poids


Solution
Il s’agit d’un problème d’élasticité plane (déformation plane). Il consiste à déterminer trois fonctions σxx, y, σyx, y et τx, y en partant des équations d’équilibre :
∂σx∂x+∂τ∂y+γc=0∂τ∂x+∂σy∂y=0
Par ailleurs, on ne sait exprimer les conditions aux limites que sur les faces amont et aval :
	sur la face amont :


σyx, 0=−γwx et τx, 0=0
	sur la face aval, d’équation y=x⋅tanα, on exprime que la contrainte est nulle sur toute facette :


0=Tn⇒−σxx,x⋅tanαsinα+τx,x⋅tanαcosα=0−τx,x⋅tanαsinα+σyx,x⋅tanαcosα=0
et ceci pour tout x. On cherche une solution linéaire de la forme :
σx=ax+by  σy=cx+dy  τ=ex+fy
Il n’y a pas de constantes car les fonctions doivent s’annuler en (0,0).
Les conditions aux limites sur la face amont sont :
c=−γw et e=0
ce qui conduit à :
f=−a+γc  d=0
En résumé :
σx=ax+by  σy=−γwx  τ=−a+γcy
Enfin, les conditions aux limites sur le parement aval conduisent à :
1) ∀x  −xsinαa+b⋅tanα−xa+γctanα⋅cosα=0 d’où 2a+btanα+γc=0.
2) ∀x   x. tanα⋅sinαa+γc−x⋅γwcosα=0 d’où a=γwcosα−γcsinα⋅tanαsinα⋅tanα.
Finalement :
a=γwcot2α−γcb=−2γwcot3α+γccotα
La solution finale est la suivante :
σx=x(γwcot2α−γc)+y−2γwcot3α+γccotα
σy=−γwx
τ=−γwcot2α⋅y
On remarque que, dans la section d’abscisse x, la contrainte normale σx est linéaire en y :
σxx, 0=x(γwcot2α−γc)
σxx,x⋅tanα=−x⋅γwcot2α (<0)
La section est entièrement comprimée si γwcot2α−γc<0, soit :
tan2α>γcγw≅2,4 (α>57,16°)
Cette solution ne convient pas au voisinage de la base, mais le principe de Saint-Venant nous dit que la zone de régularisation des contraintes est limitée.



Exercice 1.6 – Contraintes dans un disque en rotation rapide
On se propose d’établir les équations des corps rigides à symétrie de révolution, soumis à une densité volumique de charge, notée q(r), présentant la même symétrie (fig. 1.6).
[image: ]Fig. 1.6 – Élément de corps rigide à symétrie de révolution


Solution
Compte tenu de la symétrie du corps et de son chargement, τ = 0 (= σrθ) sur les faces latérales. Il suffit d’écrire l’équation d’équilibre en projection suivant la direction radiale :
dσr⋅r⋅dθ⋅dz−2σθdr⋅dz⋅dθ2+qrdV=0
σr n’est fonction que de r et dV=r⋅dr⋅dθ⋅dz.
Or, dr, σr=σr⋅dr+r⋅dσrdr⋅dr.
On en déduit :
σr+r⋅dσrdr−σθ+r⋅q=0 ou dσrdr+σr−σθr+qr=0
On analyse les déformations (fig. 1.7).
[image: ]Fig. 1.7 – Représentation des déformations

On établit les relations suivantes :
εr=dudr
εθ=2πr+u−2πr2πr=ur
En contraintes planes,
σr=E1−ν2εr+νεθ=E1−ν2dudr+νur
σθ=E1−ν2εθ+νεr=E1−ν2ur+νdudr
D’où :
E1−ν2d2udr2+1rdudr−ur2+qr=0
À noter que :
d2udr2+1rdudr−ur2=ddr1r⋅ddrru
On considère alors un disque mince en rotation rapide, de vitesse angulaire autour de l’axe Oz. Il s’agit d’un problème en contraintes planes. L’élément de volume dV situé à la distance r de O est soumis à la force centrifuge :
df=ρ⋅dV⋅rω2⇒qr=ρ⋅rω2
Donc :
ddr1r⋅ddrru=−ρω21−ν2E⋅r
On pose K=ρω21−ν2E.
Par intégrations successives, il vient :
1rddrru=−Kr22+A⇒ddrru=−Kr32+Ar
ru=−Kr48+Ar22+B⇒u=−Kr38+Ar2+Br
Nécessairement, B=0 car u reste fini en O. Donc :
u=−Kr38+Ar2
Connaissant ur, on recalcule :
εr=−3Kr28+A2  εθ=−Kr28+A2
σr=E1−ν2Kr28−3−ν+A21+ν
Or, σr=0 pour r=R⇒A=KR243+ν1+ν.
Au total, il vient :
σr=3+ν8ρω2R2−r2 et σθ=3+ν8ρω2R2−1+3ν3+νr2
Notons au passage que la déformation suivant l’axe des z vaut :
εz=−ν1−νdudr+ur=−ν1−ν⋅K43+ν1+νR2−2r2



Exercice 1.7 – Contraintes dans un tube cylindrique sous pression radiale
Un tube cylindrique, supposé infini, est de rayon interne R1 et de rayon externe R2. Il est fait d’un matériau homogène et élastique (E, ν). Il est soumis aux pressions q1  (intérieure) et q2 (extérieure) comme indiqué sur la figure 1.8. On néglige les effets du poids propre.
[image: ]Fig. 1.8 – Notations

On se propose de déterminer les contraintes engendrées par ce système de pressions.

Solution
L’équation différentielle d’équilibre est :
ddr1rddrru=0⇒ur=Ar+Br
Il s’agit d’un problème de déformation plane. Donc :
σr=E1+ν1−2ν1−νA−Br2+νA+Br2=E1+ν1−2νA−1−2νBr2
On exprime que :
σrR1=E1+ν1−2νA−1−2νBR12=−q1
σrR2=E1+ν1−2νA−1−2νBR22=−q2
On en déduit les valeurs de A et B. Tous calculs faits, il vient :
σr=q1R12−q2R22R22−R12−q1−q2R12R22R22−R12⋅1r2
De même, on calcule :
σθ=q1R12−q2R22R22−R12+q1−q2R12R22R22−R12⋅1r2



Exercice 1.8 – Plaque mince chargée par une force ponctuelle - Applications
On soumet une plaque mince semi-infinie d’épaisseur e à une force ponctuelle Q en un point O de son bord libre (fig. 1.9). La plaque est élastique et homogène (E, ν). On se propose de déterminer les contraintes engendrées par cette force.
[image: ]Fig. 1.9 – Notations


Solution
Il s’agit d’un problème d’élasticité plane (contraintes planes). Les équations d’équilibre s’écrivent :
∂σr∂r+1r∂τ∂θ+σr−σθr=0∂τ∂r+1r∂σθ∂θ+2τr=0
Soit φr, θ une fonction (fonction d’Airy) telle que :
σr=1r∂φ∂r+1r2∂2φ∂θ2  σθ=∂2φ∂r2  τ=−1r∂2φ∂r∂θ+1r2∂φ∂θ=−∂∂r1r∂φ∂θ
La fonction φ recherchée doit vérifier l’équation de Beltrami, à savoir :
ΔΔφ=0 avec Δ=1r∂∂r+1r2∂2∂θ2+∂2∂r2
On appelle θ l’angle courant de la ligne d’action de Q avec la verticale. Il varie entre −π2+α et π2−α. En tout point du bord libre, les contraintes σθ et τ sont nulles sauf au voisinage du point O. Ainsi, pour ± π2−α :
∂2φ∂r2=0⇒∂φ∂r=Cte  et  1r∂φ∂θ=Cte
On cherche alors une solution de la forme :
ϕ(r, θ) = r·f(θ)
Il s’ensuit :
Δφ=1rfθ+1rf″(θ) et Δ(Δφ)=1r3(f(4)+2f″+f)
On en déduit :
f(4)+2f″+f=0
Les racines du polynôme résolvant sont ± i (racines doubles), de sorte que les solutions de l’équation différentielle sont de la forme :
fθ=θA⋅cosθ+B⋅sinθ
Soit φr, θ=rθA⋅cosθ+B⋅sinθ.
On en déduit :
σr=2r−Asinθ+Bcosθ  σθ=∂2φ∂r2=0  τ=−∂∂r1r∂φ∂θ=0
Pour calculer les constantes A et B, on exprime que les contraintes σr équilibrent la force Q. De façon à simplifier les calculs, on isole par la pensée une portion de plaque délimitée par le bord libre et un cercle de centre O et de rayon r (fig. 1.10).
[image: ]Fig. 1.10 – Équilibre d’un élément de plaque

Soit df la force radiale s’exerçant sur l’élément de surface e⋅r⋅dθ : df=σrer⋅dθ. Alors, en projection suivant la ligne d’action de Q, il vient :
Q+∫−π2−απ2−αdf⋅cosθ=0
Or, df=2e−Asinθ+Bcosθdθ. Tous calculs effectués, il vient :
∫−π2−απ2−αdf⋅cosθ=2∫−π2−απ2−α(−Asinθ⋅cosθ+Bcos2θ)dθ=πBe
Donc :
Q+πBe=0⇒B=−Qπe
En projection suivant, un axe perpendiculaire à la ligne d’action de Q,
∫−π2−απ2−αdf⋅sinθ=0⇒A=0
En résumé,
σr=−2Qπe⋅cosθr
La distribution des contraintes est purement radiale. Appliquons ce résultat au problème de Flamant(1). On considère un massif de sol à surface horizontale, soumis à une charge transversale Q par unité de longueur, et maintenu par un écran de soutènement. La charge Q est supposée verticale (fig. 1.11).
[image: ]Fig. 1.11 – Problème de Flamant

En écrivant l’équilibre du triangle élémentaire grisé, on calcule :
σ×r⋅dθsinθ=σr⋅rdθ⋅sinθ⇒σ=2Qπrcosθ.sin2θ
On trouve, de même :
τ=2Qπrcos2θ⋅sinθ



Exercice 1.9 – Cercle de Mohr – Recherche de contraintes principales
Étant donné l’état de contraintes représenté sur le cube élémentaire de la figure 1.12, on se propose de calculer les contraintes principales.
[image: ]Fig. 1.12 – Notations


Solution
On note, tout d’abord, que Oy est direction principale de contrainte. On place les points représentatifs de l’état de contraintes dans le plan de Mohr, en supposant que σx>σz (fig. 1.13).
[image: ]Fig. 1.13 – Cercle de Mohr de l’état contraint

On en déduit :
σ1=σx+σz2+σx−σz22+σxz2  σ2=σx+σz2−σx−σz22+σxz2
Pour obtenir la contrainte principale σ1, il faut faire tourner la face « avant » d’un angle α dans le sens indirect, tel que :
tan2α=2σxyσx−σy
En particulier, si σz=0 et σx=−σ, on obtient le cercle de la figure 1.14.
[image: ]Fig. 1.14 – Cercle de Mohr lorsque si σz=0 et σx=−σ

La contrainte principale de traction (σ1) vaut :
σ1=−σ2+σ24+σxz2
Si le matériau est du béton, la fissuration se propagera parallèlement à la facette soumise à la contrainte principale de traction (fig. 1.15).
[image: ]Fig. 1.15 – Cas d’une poutre en béton précontraint : tan2α=2σxzσ




(1) Alfred-Aimé Flamant, disciple d’Adhémar Barré de Saint-Venant et ami de Joseph-Valentin Boussinesq, traita en 1892 le problème de l’état de contraintes dans un domaine matériel occupant un demi-espace infini, constitué d’un matériau homogène élastique linéaire et isotrope, soumis à une charge concentrée à sa surface.

OEBPS/Images/ARMC01_FIG013.jpg





OEBPS/Images/ARMC01_FIG011.jpg
7 rdo

SYE]

49






OEBPS/Images/ARMC01_FIG015.png





OEBPS/Images/ARMC01_FIG007.jpg
" u(r)+du(r)





OEBPS/Images/ARMC01_FIG002.jpg





OEBPS/nav.xhtml
		Préface		« Une école au cœur de la profession de la construction »





		Avant-propos

		Partie 1 - Exercices		Chapitre 1 - Élasticité linéaire – Cercle de Mohr		Exercice 1.1 – Équilibre d’un liquide		Solution





		Exercice 1.2 – Bloc de béton soumis à une étreinte		Solution





		Exercice 1.3 – Étreinte « œdométrique »		Solution





		Exercice 1.4 – Déformation d’une barre dans le champ de pesanteur		Solution





		Exercice 1.5 – Étude d’un barrage-poids		Solution





		Exercice 1.6 – Contraintes dans un disque en rotation rapide		Solution





		Exercice 1.7 – Contraintes dans un tube cylindrique sous pression radiale		Solution





		Exercice 1.8 – Plaque mince chargée par une force ponctuelle - Applications		Solution





		Exercice 1.9 – Cercle de Mohr – Recherche de contraintes principales		Solution









		Chapitre 2 - Caractéristiques géométriques des sections		Exercice 2.1 – Section en Π		Solution





		Exercice 2.2 – Caractéristiques géométriques d’une section quelconque		Solution





		Exercice 2.3 – Caractéristiques géométriques d’un triangle rectangle		Solution





		Exercice 2.4 – Section de poutre à talon		Solution





		Exercice 2.5 – Section d’un ouvrage ferroviaire		Solution





		Exercice 2.6 – Caractéristiques géométriques d’une section mince		Solution





		Exercice 2.7 – Caractéristiques géométriques d’une section mince en Z		Solution









		Chapitre 3 - Contraintes normales en section droite – Noyau central		Exercice 3.1 – Déformation d’une barre pesante sous son poids propre		Solution





		Exercice 3.2 – Colonne d’égale contrainte		Solution





		Exercice 3.3 – Problème de Parent		Solution





		Exercice 3.4 – Noyau central d’une section circulaire de rayon R		Solution





		Exercice 3.5 – Noyau central d’une section à parois minces		Solution









		Chapitre 4 - Contraintes dues à l’effort tranchant section réduite		Exercice 4.1 – Poutre-console formée de planches		Solution





		Exercice 4.2 – Poutre de flèche nulle		Solution





		Exercice 4.3 – Section réduite d’une section rectangulaire		Solution





		Exercice 4.4 – Section réduite d’une section circulaire		Solution





		Exercice 4.5 – Section réduite d’une section triangulaire pleine		Solution





		Exercice 4.6 – Section réduite à l’effort tranchant d’un caisson à parois minces		Solution





		Exercice 4.7 – Poutre de hauteur variable – Effet Résal		Solution





		Exercice 4.8 – Poutre sur sol infiniment rigide		Solution





		Exercice 4.9 – Étude d’une section en « I »		Solution





		Exercice 4.10 – Étude d’une section en Z		Solution





		Exercice 4.11 – Section semi-circulaire fermée		Solution





		Exercice 4.12 – Étude d’une section bicellulaire		Solution





		Exercice 4.13 – Poutre caisson à parois minces (1)		Solution





		Exercice 4.14 – Poutre caisson à parois minces (2)		Solution









		Chapitre 5 - Contraintes dues à la torsion de Saint-Venant		Exercice 5.1 – Résistance d’une tache de colle		Solution





		Exercice 5.2 – Poutre avec bracon		Solution





		Exercice 5.3 – Étude d’une section à trois poutres		Solution





		Exercice 5.4 – Étude d’une section circulaire ouverte		Solution





		Exercice 5.5 – Étude d’une poutre à section triangulaire mince : effort tranchant et torsion		Solution





		Exercice 5.6 – Torsion dans un bi-caisson dissymétrique		Solution





		Exercice 5.7 – Torsion dans une poutre bi-tubulaire		Solution









		Chapitre 6 - Torsion gênée et torsion non uniforme		Exercice 6.1 – Torsion gênée d’une poutre en « I »		Solution





		Exercice 6.2 – Torsion gênée d’une poutre en U		Solution





		Exercice 6.3 – Torsion gênée dans un tablier de pont		Solution





		Exercice 6.4 – Poutre console en torsion gênée, de section semi-circulaire		Solution





		Exercice 6.5 – Section rectangulaire – Condition de non-gauchissement		Solution





		Exercice 6.6 – Section à parois minces – Contreventement		Solution









		Chapitre 7 - Structures articulées planes		Exercice 7.1 – Optimisation d’une potence		Solution





		Exercice 7.2 – Système avec barres rigides et force concentrée		Solution





		Exercice 7.3 – Système avec barre rigide et effets thermiques		Solution





		Exercice 7.4 – Poutre console en treillis		Solution





		Exercice 7.5 – Structure en treillis isostatique		Solution





		Exercice 7.6 – Système hexagonal		Solution





		Exercice 7.7 – Système hyperstatique à trois barres		Solution





		Exercice 7.8 – Poutre treillis et température (1)		Solution





		Exercice 7.9 – Poutre treillis et température (2)		Solution





		Exercice 7.10 – Structure en étoile et effet thermique		Solution





		Exercice 7.11 – Cadre articulé		Solution





		Exercice 7.12 – Structure triangulée hyperstatique		Solution





		Exercice 7.13 – Poutre Warren hyperstatique		Solution





		Exercice 7.14 – Treillis hyperstatique		Solution





		Exercice 7.15 – Système de deux barres avec appui élastique		Solution





		Exercice 7.16 – Portique en treillis articulé		Solution





		Exercice 7.17 – Poutre Warren pour un pont		Solution









		Chapitre 8 - Poutres brisées, cadres et portiques plans chargés dans leur plan		Exercice 8.1 – Poutre brisée en forme de toit		Solution





		Exercice 8.2 – Poutre brisée et gradient thermique		Solution





		Exercice 8.3 – Poutre brisée et chargements divers (1)		Solution





		Exercice 8.4 – Poutre brisée et chargements divers (2)		Solution





		Exercice 8.5 – Poutre brisée (3)		Solution





		Exercice 8.6 – Poutre brisée (4)		Solution





		Exercice 8.7 – Cadre triangulaire à nœuds rigides		Solution





		Exercice 8.8 – Rigidités comparées de deux cadres		Solution





		Exercice 8.9 – Portique et précontrainte		Solution





		Exercice 8.10 – Portique avec liaisons diverses		Solution





		Exercice 8.11 – Poutre brisée et huit appuis élastiques		Solution









		Chapitre 9 - Poutres isostatiques		Exercice 9.1 – Poutre sur deux appuis simples avec encorbellement		Solution





		Exercice 9.2 – Poutre sur appuis simples et charges concentrées		Solution





		Exercice 9.3 – Poutre-console et couples concentrés		Solution





		Exercice 9.4 – Poutre avec densité de charge linéaire et couple concentré		Solution





		Exercice 9.5 – Poutre à deux travées avec articulation		Solution





		Exercice 9.6 – Poutre avec bracon		Solution





		Exercice 9.7 – Courbe enveloppe de sollicitations		Solution









		Chapitre 10 - Poutres hyperstatiques		Exercice 10.1 – Poutre encastrée et simplement appuyée		Solution





		Exercice 10.2 – Poutre et bielle		Solution





		Exercice 10.3 – Poutre bi-encastrée et couples concentrés		Solution





		Exercice 10.4 – Poutre à deux travées		Solution





		Exercice 10.5 – Poutre hyperstatique et gradient de température		Solution





		Exercice 10.6 – Poutre droite semi-infinie sous chargement uniforme		Solution





		Exercice 10.7 – Poutre avec appuis élastiques		Solution





		Exercice 10.8 – Formule des cinq moments		Solution





		Exercice 10.9 – Tablier de pont et tassements différentiels		Solution





		Exercice 10.10 – Poutre en milieu élastique – Modèle de Winkler		Solution





		Exercice 10.11 – Étude d’une poutre mixte		Solution





		Exercice 10.12 – Mât de grue haubané		Solution





		Exercice 10.13 – Poutre courbe et déformations		Solution





		Exercice 10.14 – Centre élastique des arcs encastrés		Solution





		Exercice 10.15 – Arc circulaire sur appuis articulés		Solution





		Exercice 10.16 – Arc circulaire encastré – Lignes d’influence		Solution









		Chapitre 11 - Poutres droites et précontrainte		Exercice 11.1 – Poutre à deux travées avec précontrainte		Solution





		Exercice 11.2 – Quelques aspects en relation avec les ponts poussés		Solution





		Exercice 11.3 – Précontrainte trapézoïdale dans une travée de pont poussé		Solution





		Exercice 11.4 – Poutre continue et précontrainte linéaire par morceaux		Solution





		Exercice 11.5 – Clavage dans un pont construit en encorbellement à trois travées		Solution





		Exercice 11.6 – Pont construit en encorbellement à quatre travées		Solution









		Chapitre 12 - Calcul de structures planes par la méthode des déplacements		Exercice 12.1 – Calcul d’une fondation sur pieux		Solution





		Exercice 12.2 – Matrice de rigidité d’une poutre d’inertie variable		Solution





		Exercice 12.3 – Poutre à travée unique et chargement partiel		Solution





		Exercice 12.4 – Poutre hyperstatique à deux travées		Solution





		Exercice 12.5 – Portique simple		Solution





		Exercice 12.6 – Portique articulé		Solution





		Exercice 12.7 – Portique bi-encastré		Solution





		Exercice 12.8 – Potence articulée		Solution





		Exercice 12.9 – Potence à trois barres articulées		Solution





		Exercice 12.10 – Portique symétrique		Solution





		Exercice 12.11 – Contreventement d’un portique asymétrique		Solution





		Exercice 12.12 – Méthode des foyers et matrice de rigidité		Solution









		Chapitre 13 - Cadre fermé et anneaux		Exercice 13.1 – Cadre fermé suspendu		Solution





		Exercice 13.2 – Anneau soumis à deux forces opposées		Solution





		Exercice 13.3 – Anneau soumis à son poids propre		Solution





		Exercice 13.4 – Pression dans un tube aplati		Solution





		Exercice 13.5 – Poutre coudée		Solution





		Exercice 13.6 – Roue de bicyclette		Solution









		Chapitre 14 - Structures spatiales		Exercice 14.1 – Poutre brisée		Solution





		Exercice 14.2 – Poutre avec bracon		Solution





		Exercice 14.3 – Structure spatiale		Solution





		Exercice 14.4 – Ponton flottant		Solution





		Exercice 14.5 – Anneau chargé perpendiculairement à son plan		Solution





		Exercice 14.6 – Raideur comparée d’un cadre et d’un demi-anneau		Solution





		Exercice 14.7 – Poutres croisées		Solution





		Exercice 14.8 – Grillage de poutres plan		Solution





		Exercice 14.9 – Structure plane		Solution





		Exercice 14.10 – Plaque sur appuis élastiques		Solution









		Chapitre 15 - Stabilité de l’équilibre des systèmes déformables		Exercice 15.1 – Force critique d’une barre avec appui élastique		Solution





		Exercice 15.2 – Calcul d’un portique au flambement		Solution





		Exercice 15.3 – Calcul d’une potence au flambement		Solution





		Exercice 15.4 – Barre bi-articulée et méthode énergétique		Solution





		Exercice 15.5 – Flambement d’une colonne sous son propre poids – Méthode énergétique		Solution





		Exercice 15.6 – Flambement d’un mât vertical haubané		Solution





		Exercice 15.7 – Tube parcouru par un liquide		Solution









		Chapitre 16 - Dynamique des structures		Exercice 16.1 – Étude dynamique d’un relais hertzien		Solution





		Exercice 16.2 – Corps solide sur appuis élastiques		Solution













		Partie 2 - Problèmes		Chapitre 1 - Étude du tablier de l’Aérotrain		Énoncé

		Solution		1. Caractéristiques mécaniques de la section

		2. Caractéristiques sectorielles

		3. Étude de la torsion non uniforme dans la poutre

		4. Calcul des contraintes normales sur appui intermédiaire (B)









		Chapitre 2 - Étude d’un tablier de pont bipoutres sous chargement antisymétrique		Énoncé

		Solution		1. Sections droites du tablier de pont indéformables

		2. Tablier constitué de voiles

		3. Expressions de Na, Ma et Ms

		4. Diagramme des contraintes normales (fig. P2.5)

		5. Angle de rotation du hourdis supérieur

		6. Application numérique : angles de rotation de la section médiane et du hourdis









		Chapitre 3 - Torsion gênée dans des éléments de couverture industrielle		Énoncé

		Solution		1. Voile d’épaisseur constante – Caractéristiques géométriques (fig. P3.5)

		2. Poutre appuyée en ses extrémités et bloquée en rotation

		3. Poutre soumise à une densité uniforme de couples de torsion









		Chapitre 4 - Choc de bateau sur une pile de pont		Énoncé		Première partie – Étude de la fondation

		Deuxième partie – Étude de la pile





		Solution		Première partie – Étude de la fondation

		Deuxième partie – Étude de la pile









		Chapitre 5 - Étude d’une poutre sous l’effet de son poids propre		Énoncé

		Solution		1. Flux de cisaillement

		2. Effort tranchant différentiel

		3. Moment de flexion transversale

		4. Diagramme du moment de flexion transversale engendré par le poids propre

		5. Moment de flexion transversale

		6. Déformée de la section droite de la poutre









		Chapitre 6 - Étude d’un tablier de pont à travée unique en flexion-torsion non uniforme		Énoncé		Première partie – Étude des caractéristiques de la section droite du tablier

		Deuxième partie – Étude de la torsion non uniforme

		Troisième partie – Effets des charges d’exploitation





		Solution		Première partie – Étude des caractéristiques de la section droite du tablier

		Deuxième partie – Étude de la torsion non uniforme

		Troisième partie – Effets des charges d’exploitation









		Chapitre 7 - Efforts dus au poids propre dans un arc circulaire		Énoncé

		Solution		1. Réactions d’appui

		2. Efforts internes

		3. Fonctions représentatives des efforts internes et déplacement vertical induit par le poids propre

		4. Arc sur articulations fixes

		5. Moment fléchissant et effort normal induits par une élévation de température

		6. Moment fléchissant de l’arc comportant deux sections affaiblies

		7. Systèmes tirants-butons









		Chapitre 8 - Étude de l’équilibre d’un pont suspendu		Énoncé

		Solution		1. Courbe d’équilibre

		2. Fonction représentative de la parabole dans les différentes travées

		3. Expression de Q0 et de la tension maximale du câble porteur









		Chapitre 9 - Étude d’une section de poutre-gradin		Énoncé

		Solution		1. Centre d’inertie, axes et moments principaux d’inertie

		2. Diagrammes des flux de cisaillement

		3. Gradin préfabriqué de stade

		4. Moment d’inertie sectorielle, expressions de la contrainte de cisaillement maximum et angle de rotation de la section médiane

		5. Contraintes normales minimales en phase de levage

		6. Gradins préfabriqués deux par deux









		Chapitre 10 - Étude d’un pont sur hautes piles		Énoncé		Première partie – Flexion plane

		Deuxième partie – Influence de la conception des piles

		Troisième partie – Comportement des piles en torsion





		Solution		Première partie – Flexion plane

		Deuxième partie – Influence de la conception des piles

		Troisième partie – Comportement des piles en torsion









		Chapitre 11 - Flexion transversale d’une poutre-caisson		Énoncé		1. Modélisation par barres de section constante

		2. Prise en considération des assemblages





		Solution		1. Modélisation par barres de section constante

		2. Prise en compte des assemblages









		Chapitre 12 - Flexion transversale d’une poutre à section ouverte		Énoncé

		Solution		1. Position du centre d’inertie et moment d’inertie

		2. Diagramme de Sy*/IGy et sens des contraintes

		3. Poutre remplie d’eau









		Chapitre 13 - Flexion transversale d’une section fermée		Énoncé

		Solution		1. Sollicitations différentielles et diagramme du flux de cisaillement

		2. Diagramme des moments de flexion transversale

		3. Variation de longueur des diagonales et allure de la déformée du tube









		Chapitre 14 - Étude d’une poutre sous-tendue		Énoncé

		Solution		1. Moment fléchissant à mi-portée

		2. Les deux ensembles de trois barres sous la poutre (ABC) sont identiques









		Chapitre 15 - Flexion transversale d’un tube à moitié rempli de liquide		Énoncé

		Solution		1. Flux de cisaillement

		2. Moment isostatique de flexion transversale

		3. Moment total de flexion transversale

		4. Application numérique









		Chapitre 16 - Ovalisation d’un arc tubulaire		Énoncé

		Solution		1. Moment d’inertie de la section tubulaire

		2. Densité de charge

		3. Moments unitaires (fig. P16.4)









		Chapitre 17 - Étude de la flexion transversale d’une cheminée cylindrique		Énoncé

		Solution		1. Questions préliminaires

		2. Résultante des pressions

		3. Moment de flexion transversale et effort normal

		4. Calcul de la pression due au vent









		Chapitre 18 - Réponse dynamique d’une poutre dans le domaine non linéaire		Énoncé

		Solution		1. Calcul de la flèche δ (fig. P18.4)

		2. Étude du mouvement de la masse m

		3. Déplacement de la masse et amplitude maximale

		4. Loi moment-courbure idéalisée









		Chapitre 19 - Construction d’un arc et haubans provisoires		Énoncé

		Solution		1. Expressions des distances

		2. Rotation d’ensemble de l’arc et tension du hauban

		3. Application numérique

		4. Allongement du hauban

		5. Expression de la rotation et tension du hauban n° i









		Chapitre 20 - Ferme Polonceau		Énoncé

		Solution		1. Coordonnées des nœuds

		2. Effort dans la barre 5/11

		3. Efforts dans toutes les barres pour les chargements S1 à S4

		4. La combinaison des chargements S1 à S4









		Chapitre 21 - Pylône haute tension		Énoncé

		Solution		1. Nature de la structure

		2. Réactions d’appui et effort dans la barre DG

		3. Efforts dans la partie inférieure du pylône









		Chapitre 22 - Treillis à extrados parabolique		Énoncé

		Solution		1. Treillis à 8 cellules

		2. Treillis multiple

		3. Treillis à intrados et extrados paraboliques









		Chapitre 23 - Pont de Vihantasalmi		Énoncé		1. Structure réticulée

		2. Continuité de la membrure inférieure

		3. Poutre continue sur appui élastique





		Solution		1. Structure réticulée

		2. Continuité de la membrure inférieure

		3. Poutre continue sur appui élastique









		Chapitre 24 - Viaduc sur l’Obere Argen		Énoncé

		Solution		1. Sollicitations sous poids propre

		2. Position des foyers

		3. Lignes d’influences du moment de flexion

		4. Courbes enveloppes du moment sous charge UDL

		5. Étude du haubanage et de la sous-tension

		6. Autres chargements





		Annexe – Courbes enveloppes du moment sous charge ponctuelle		Énoncé

		Solution









		Chapitre 25 - Pont de Houdeng		Énoncé

		Solution		1. Structure réticulée n° 1

		2. Structure n° 3









		Chapitre 26 - Étude d’un pont en béton précontraint		Énoncé		Première partie – Phase de construction

		Deuxième partie – Effet de charges en service

		Troisième partie – Étude sommaire des effets du fluage





		Solution		Première partie – Phase de construction

		Deuxième partie – Effet de charges en service

		Troisième partie – Étude sommaire des effets du fluage













		Annexes		Annexe A1 – Caractéristiques géométriques de surfaces pour le calcul des intégrales de Mohr

		Annexe A2 – Tableaux pour les calculs manuels par la méthode des déplacements

		Annexe A3 – Formules pour le calcul des anneaux circulaires

		Annexe A4 – Les opérateurs de Dirac et de Heaviside		1. Définition

		2. Règles opératoires élémentaires

		3. Remarque

		4. L’opérateur (ou fonction) de Heaviside

		5. Exemples d’application		Exemple 1

		Exemple 2





		6. Résolution d'équations différentielles linéaires
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