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Preface

Les mathématiques constituent 1’ossature de la science moderne et sont une source intaris-
sable de concepts nouveaux d’une efficacité incroyable pour la compréhension de la réalité
matérielle qui nous entoure. Ainsi I’apprentissage des mathématiques est devenu indispen-
sable pour la compréhension du monde par la science. Les nouveaux concepts eux-mémes
sont le résultat d’un long processus de distillation dans 1’alambic de la pensée. Essayer de
justifier les mathématiques par leurs applications pratiques n’a guere de sens, tant ce pro-
cessus de création est sous-tendu par la soif de connaitre et non I’intérét immédiat.

Les mathématiques restent I’un des domaines dans lequel la France excelle et ceci malgré
la mutilation des programmes dans le secondaire et I’influence néfaste d’un pédagogisme
dont I’effet principal est de compliquer les choses simples.

Vues de loin les mathématiques apparaissent comme la réunion de sujets distincts comme
la géométrie, qui a pour objet la compréhension du concept d’espace, I’algebre, art de ma-
nipuler les symboles, 1’analyse, science de I’infini et du continu, la théorie des nombres etc.
Cette division ne rend pas justice a I’un des traits essentiels des mathématiques qui est leur
unité profonde de sorte qu’il est impossible d’en isoler une partie sans la priver de son es-
sence. En ce sens les mathématiques ressemblent a un étre biologique qui ne peut survivre
que comme un tout et serait condamné & périr si on le découpait en morceaux en oubliant
son unité fondamentale.

L’une des caractéristiques de 1’apprentissage des mathématiques, c’est la possibilité donnée
a tout étudiant de devenir son propre maitre et en ce sens il n’y a pas d’autorité en mathéma-
tiques. Seules la preuve et la rigueur y font la loi. L’étudiant peut atteindre par le travail une
maitrise suffisante pour pouvoir s’il le faut tenir téte au maitre. La rigueur, c’est étre sir de
soi, et a I’4ge ol I’on construit sa personnalité, se confronter au monde mathématique est le
moyen le plus siir de construire sur un terrain solide. Il faut, si I’on veut avancer, respecter
un équilibre entre les connaissances qui sont indispensables et le « savoir-faire » qui I’est
autant. On apprend les maths en faisant des exercices, en apprenant a calculer sans I’aide de
I’ordinateur, en se posant des questions et en ne lachant pas prise facilement devant la dif-
ficulté. Seule la confrontation réelle a la difficulté a une valeur formatrice, en rupture avec
ce pédagogisme qui complique les choses simples et mélange 1’abstraction mathématique
avec le jeu qui n’a vraiment rien a voir. Non, les mathématiques ne sont pas un jeu et 1’on
n’apprend pas les mathématiques en s’amusant.

L’ouvrage qui suit est un cours soigné et complet idéal pour apprendre toutes les Mathé-
matiques qui sont indispensables au niveau de la Licence. Il regorge d’exercices (700) qui
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incitent le lecteur a réfléchir et ne sont pas de simples applications de recettes, et respecte
parfaitement 1’équilibre nécessaire entre connaissances et savoir-faire, permettant a 1’étu-
diant de construire des images mentales allant bien au-deld de simples connaissances mé-
morisées. Il s’agit d’un ouvrage de référence pour la Licence, non seulement pour les étu-
diants en mathématiques mais aussi pour tous ceux qui s’orientent vers d’autres disciplines
scientifiques. Il insiste sur la rigueur et la précision et va au fond des notions fondamentales
les plus importantes sans mollir devant la difficulté et en respectant constamment 1’unité des
mathématiques qui interdit tout cloisonnement artificiel. Il répond a une demande de tant
de nos collegues d’un ouvrage qui les aide a « redresser la barre », mais sera aussi un atout
merveilleux pour I’étudiant travaillant seul par la cohérence et la richesse de son contenu.
Il est I’ceuvre d’une équipe qui rassemble des mathématiciens de tout premier plan ayant
une véritable passion pour I’enseignement. Il était grand temps !

Alain Connes,
Médaille Fields 1982,
Professeur au College de France.
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Avant-propos

Cet ouvrage est le deuxieme d’une série de trois, congue pour couvrir les programmes de
mathématiques de la plupart des Licences scientifiques.

Dans cette nouvelle édition nous avons, pour certains sujets (en particulier 1’intégration),
choisi une pédagogie plus progressive. Nous avons ainsi tenu compte, d’une part, de la mise
en place des nouveaux programmes de 1’enseignement secondaire et des modifications cor-
rélatives des enseignements universitaires et, d’autre part, des remarques de nos lecteurs et
de nos collegues enseignants. Cette présentation étant plus détaillée, certains sujets habituel-
lement enseignés au niveau de la deuxieéme année de licence sont maintenant traités dans le
troisieme volume de la série, qui couvre par ailleurs un « tronc commun » des programmes
de mathématiques au niveau de la troisiéme année.

Ce cours est illustré d’exemples et applications, il propose de plus au fil du texte de nom-
breux exercices corrigés qui permettront a 1’étudiant de s’entrainer au fur et a mesure de
son apprentissage, des notices historiques et un index trés complet. On trouvera aussi a la
fin de chaque « module » des exercices supplémentaires® avec des indications de solutions.
Une correction détaillée d’une grande partie de ces exercices est accessible sur le site de
I’éditeur.

Nos livres sont congus comme une aide a I’enseignement oral dispensé par nos collegues
dans les cours et travaux dirigés. L’ordre de lecture n’est pas completement imposé et
chaque étudiant peut se concentrer sur tel ou tel aspect en fonction de son programme et
de son travail personnel.

Ce livre peut aussi étre utilisé par un enseignant comme ouvrage de base pour son cours,
dans I’esprit d’une pédagogie encore peu utilisée en France, mais qui a largement fait ses
preuves ailleurs. Nous avons aussi pensé a 1’étudiant travaillant seul, sans appui d’un corps
professoral.

Dans les mathématiques d’aujourd’hui, un certain nombre de théories puissantes sont au
premier plan. Leur maniement, au moins a un certain niveau dépendant de la filiere choisie,
devra évidemment étre acquis par 1’étudiant a la fin de ses années de licence. Mais celui-ci
devra aussi avoir appris a calculer, sans s’appuyer exagérément sur les ordinateurs et les
logiciels, a « se débrouiller » devant un probleme abstrait ou issu des applications. Nous
avons, a cette fin, mis en place une approche adaptée. Nous insistons aussi sur les exigences

de rigueur (définitions précises, démonstrations rigoureuses), mais les choses sont mises

3Les plus difficiles sont marqués d’une ou deux étoiles.
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en place de facon progressive et pragmatique, et nous proposons des exemples riches, dont
I’étude met souvent en ceuvre des approches multiples. Nous aidons progressivement le lec-
teur a acquérir le maniement d’un outillage abstrait puissant, sans jamais nous complaire
dans I’abstraction pour elle méme, ni un formalisme sec et gratuit : le cceur des mathéma-
tiques n’est sans doute pas un corpus de théories, si profondes et efficaces soient-elles, mais
un certain nombre de problémes dans toute leur complexité, souvent issus d’une réflexion
sur le monde qui nous entoure.

Historiquement, les mathématiques se sont développées pendant des siecles en relation avec
les autres sciences. De nos jours, leurs interactions se poursuivent vigoureusement (avec la
physique, I'informatique, la mécanique, la chimie, la biologie, 1’économie...). Nous sou-
haitons accompagner ce mouvement au niveau de I’enseignement des premieres années
d’université et aider a la mise en place, ici ou la, de filieres scientifiques pluridisciplinaires
contenant une composante mathématique pure ou appliquée. En particulier nous avons in-
troduit de solides initiations aux probabilités et statistique ainsi qu’a I’algorithmique.

Malgré tout le soin apporté a cet ouvrage il est inévitable que quelques erreurs subsistent.
Nous prions le lecteur, qui pourra les signaler a 1’éditeur ou a ’'un d’entre nous pour correc-
tion lors d’un nouveau tirage, de nous en excuser.

Jean-Pierre Ramis, André Warusfel

Vous pouvez accéder aux corrigés des exercices supplémentaires a partir de la
page de présentation de I’ouvrage sur le site de I’éditeur www . dunod . com.
Les corrigés sont au format pdf et permettent une recherche classique par mots
clef. Ils peuvent étre lus, enregistrés ou imprimés en partie comme en totalité.



https://www.dunod.com/EAN/9782100847983

Algebre

L’algeébre au sens moderne a deux visages : d’une part I’étude des structures indé-
pendamment de leurs réalisations concretes et d’autre part celle d’algorithmes per-
formants permettant des calculs effectifs sur ordinateur.

Elle est issue de I’arithmétique, déja bien présente chez les anciens Grecs (notam-
ment Euclide), qui a connu de grands développements au XVII® siecle (Fermat), au
XVII® (Euler) et au X1xX° (GauB3, Hermite), et joue toujours un rdle trés important,
central dans un certain nombre de conjectures trés célebres comme celle de Riemann.
Vers le milieu du XX° siecle, I’algebre a permis d’unifier arithmétique et géométrie
algébrique, et d’établir aujourd’hui de fascinantes convergences entre arithmétique
et physique théorique. Algebre et arithmétique ont aussi d’importantes applications
(cryptographie, codes correcteurs d’erreurs, secret bancaire, communications).

Les « recettes » pour équations du premier et du second degré remontent a une loin-
taine antiquité : a Babylone (vers 1800 avant Jésus-Christ), en Grece grace a Euclide
et Diophante, suivis au Moyen Age par des mathématiciens de langue arabe. Il faudra
attendre le XVI° siécle italien pour connaitre les formules de résolution par radicaux
des équations de degré trois et quatre (Del Ferro, Cardan, Ferrari). Un siecle plus
tard, Viete et Descartes essaieront de dépasser ce stade, ce qui conduira ce dernier a
inventer au passage la géométrie analytique. Au début du x1x°¢, Gaul3, Abel puis sur-
tout Galois mettront un terme aux recherches vaines de leurs prédécesseurs : « il n’y
a plus de formule » a partir du degré cinq. Apres avoir joué un treés grand rdle dans
la construction des mathématiques, le sujet perdait presque tout intérét ; toutefois les
outils inventés pour le clore (groupes, théorie de Galois) restaient centraux dans les
mathématiques et certaines de leurs applications.

Dans une perspective plus appliquée, Gaul}, au X1X° siecle, a développé des tech-
niques « effectives » d’algebre linéaire pour 1’astronomie (trajectoire de Ceres en
1801). Au xX° les groupes et 1’algebre linéaire interviennent de maniere centrale
en mécanique quantique et en chimie (cristallographie, chimie quantique). L’algebre
linéaire est aujourd’hui également omniprésente dans de nombreux problemes indus-
triels (contrdle, optimisation, robotique...).

Ce cours de seconde année approndit nettement deux aspects fondamentaux de 1’al-
gebre, d’une part I'algebre générale en systématisant les structures quotients (par
exemple a propos des anneaux et des polyndmes), et d’autre part en traitant 1’algebre
linéaire et bilinéaire qui constitue le fonds classique d’une seconde année d’univer-
sité. 1l faut également signaler un important module consacré a la récursivité, com-
plétant I'initiation a 1’algorithmique du premier volume.






Compléments
d’algebre

Nous approfondissons ici, en vue d’applications dans ce volume, les notions d’algebre de
base de [L.1] concernant les groupes, les anneaux, les espaces vectoriels et les polyndmes.

1 Quotients

Cette section fait appel au vocabulaire de la section « Relations d’équivalence » du module
« Fondements » de [L1], qu’il est donc nécessaire de bien maitriser.

1.1 Quotient d’un ensemble

par une relation d’équivalence

Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équivalence R. On notera indifféremment xRy
ouz =y (mod R), ou encore, pour alléger 1’écriture, x ~ y. Pour certains raisonnements
ou calculs portant sur les éléments de F, il n’y a pas lieu de distinguer entre deux éléments
équivalents, le résultat obtenu (ou les propriétés étudiées) ne dépendant pas du choix d’un
élément particulier dans une classe d’équivalence donnée. Le but de cette section est de
se donner des moyens (vocabulaire et méthodes) de raisonner et de calculer sur des objets
considérés a équivalence pres.

Exemple. Pour « vérifier » 'opération 54321 x 6789 = 368785269, on considere
chaque entier naturel n comme « équivalent » a la somme s(n) de ses chiffres. Ainsi,
54321 ~ 15 ~ 6 et 6789 ~ 30 ~ 3. On effectue le calcul sur les équivalents plus
simples : 6 x 3 = 18 ~ 9. Par ailleurs, 368785269 ~ 54 ~ 9. On estime alors que
le résultat est plausible : il n’a pas été réfuté par le test dit de la « preuve par neuf ».
L’idée sous-jacente est qu’il existe une relation d’équivalence ~ telle que, d’une part,
Vn € N, n ~ s(n) et que, d’autre part, a ~ a’'etb ~ b = ad ~ bb'. Alors
54321 ~ 6et6789 ~ 3 = 54321 X 6789 ~ 6 x 3 = 18 ~ 9. C’est, bien entendu,
la relation =g de congruence modulo 9 qui convient.
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Théoréme et définition 1. Soit £ un ensemble muni d’une relation d’équiva-
lence R, également notée ~ . Il existe alors un ensemble E et, pour chaque élément x
de E,un élément T de E de telle sorte que 1’application 7 : x — Z soit surjective de £
sur E et que I’on ait 1’équivalence suivante : Vz,y € E , 7(z) = 7(y) & = ~ y.

L’ensemble E est appelé ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R, et
il est noté E/R. L application 7 est appelée projection canonique de E sur E. L élé-

ment T de E est appelé classe de x (dans E); on dit que I’élément x est un représentant
de T (dans F).

Autrement dit, on demande que soient vérifiés les axiomes suivants :

e Deux éléments quelconques de E ont la méme classe si, et seulement s’ils sont équi-
valents : Vz,y € £, s =y <z ~ y.

e Tout élément de E est la classe d’un élément de E ; noter cependant que 1’on ne
requiert pas 1 unicité du représentant € £ de T € E.

Remarquons d’ailleurs qu’en toute rigueur, c’est ’ensemble E muni de la projection cano-
nique 7 que I’on devrait appeler le quotient.

Démonstration. 11 y a aux moins deux méthodes pour construire 1’ensemble quotient
E = E/R et la projection canonique 7 : E — FE. Dans la premiére méthode, on choi-
sit, dans chaque classe d’équivalence, un élément arbitraire que I’on note . C’est possible
grace a I’axiome du choix (module « Fondements » de [L1]). L’ensemble E = {z |z € E}
est donc, dans ce cas, un ensemble de représentants.

Dans la deuxieme méthode, on pose z := cl(z). L’ objet = est donc [’ensemble des éléments
de E équivalents a x, donc un sous-ensemble de FE', et un représentant de T en est un
élément. Dans ce cas : E = E/R := {cl(z) | * € E} C P(E). Pour chacune de ces deux
constructions, le lecteur vérifiera sans peine que I’application 7 : £ — E est surjective et
que 7(z) =7(y) & x ~y.

L’avantage de la premicre construction est que les symboles T désignent des objets
« concrets ». L’avantage de la deuxiéme construction est qu’elle ne fait pas jouer un role
privilégié a un élément particulier de cl(x), ceux-ci sont vraiment équivalents ! L’ inconvé-
nient (surtout psychologique) est que le symbole = peut étre parfois vu comme désignant
un élément de E, parfois comme désignant un sous-ensemble de E .

Corollaire 2. Soient a € E et x € 7~ (a) un représentant de a dans E. Alors I’en-
semble 7! (a) de tous les représentants de a dans E est la classe d’équivalence cl(z).

Démonstration. Notons que x existe bien puisque 7 est surjective. De plus, on a les
équivalences logiques : y € 7 1(a) & 7(y) = a = 7(z) < y ~ z, de sorte que, par
définition de la classe d’équivalence de x, 77 1(a) = {y € E | y ~ 2} = cl(x).
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construction, on prend, par exemple, n := n mod 9 (reste de la division euclidienne);
dans ce cas, E = [0,8] et 54321 = 6. Selon la seconde construction, 72 est I’ensemble
{n+9k | k € Z}. Ainsi, 54321 = 15 = 6 est-il a la fois une sorte de nombre et une partie

de Z.

1.1.1 Passage au quotient d’une application

On reprend les notations précédentes £, R, ~ et 7 : E — E.Soitde plus f : E — F
une application dont I’ensemble d’arrivée F' est quelconque.

Théoréme et définition 3 (Théoréme de factorisation pour les appli-
cations).

Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) Deux éléments équivalents de £ ont méme image par f :

z~y = fx) = f(y)
De maniere équivalente, I’application f est constante sur chaque classe cl(z).
(i) Hexiste f: £ — F telleque fon = f,c’est-a-dire : Vo € E , f(T) = f(x).
L’application f est alors unique. Nous dirons que la relation R est compatible avec
I’application f, et que 1’application f a été obtenue a partir de I’application f par
passage au quotient par la relation R.

Démonstration. S’il existe une application f satisfaisant (ii), on a les implications lo-
giques: z~y =T =7 = f(z) = f(@) = @) = fy).

Supposons réciproquement (i) vérifiée. On définit alors I’application f de la maniére sui-
vante. Pour tout a € E, on choisit un représentant arbitraire = € E de a et I’on est obligé
(pour respecter la condition requise) de poser f(a) = f(z), ce qui entraine d’ailleurs 1’uni-
cité de f. Le point crucial est que cette définition ne dépend pas du choix du représentant
pour tout autre représentant y,ona = = a =y, donc = ~ y, donc f(x) = f(y).

Par construction, on a alors bien Vo € E, f(Z) = f(x), autrement dit, f o7 = f.

Pratiquement, on procéde comme suit : soit a € E. Pour définir f(a), on choisit tout
d’abord un représentant arbitraire € E de a et I’on pose f(a) := f(z) € F; dans un
deuxieme temps, il faut vérifier que f(x) ne dépend pas du représentant x choisi.

Corollaire 4. On suppose E et F respectivement munis des relations d’équiva-
lence R et S, abrégées en ~ et en =. Soit f : E — F une application telle que
deux éléments équivalents de F ont des images équivalentes : x ~ y = f(z) = f(y).

1l existe alors une unique application f : E := E/R — F := F/S telle que :

Vze E, f@) = f(a).

Démonstration. On applique le théoréme a I’application z + f(x) de E dans F.
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Exemple. Prenons E = R muni de la relation =5, de congruence modulo 27 ; ’ensemble
quotient est alors noté R/27Z (module sur les nombres complexes de [L1]).

La relation =, est compatible avec 1’application  — el = cos@ + isinf de R dans
C, car les fonctions cosinus et sinus sont 27 -périodiques. On peut donc en déduire, par
passage au quotient, une application 6 — ¢ de R/27Z dans C. En revanche, I’application

6 — /2 ne passe pas au quotient et I’application 6 — €l%/2 de R/27Z dans C n’est pas

i0/2 i2m/2 _ _q

définie : on ne saurait en effet décider si 0 = 27 a pour image €¢'? = 1 ou e

(voir également I’exercice 1.1.1 de la page 50).

Exercice 1.

Soit f : E — F une application. On définit sur F la relation z ~ y < f(x) = f(y).
Démontrer que c’est une relation d’équivalence compatible avec I’application f et que I’ap-
plication f : E — F est injective. Elle induit donc une bijection de E sur Im f.
Solution. On a vu dans [L1] que ~ est une relation d’équivalence dont les classes d’équi-
valence sont exactement les ensembles de la forme f~1(y), ot y € F. Selon la deuxiéme
construction de E, on peut identifier 'élément = de £ a f~'(y), ot y = f(x);ona
alors f(Z) = y. L’unique antécédent de y par f est donc la classe T de n’importe quel
antécédent = de y par f.

1.2 Passage au quotient
d’une loi de composition interne

On reprend les notations précédentes £, R, ~ et 7 : E — E. Soit de plus x une loi
de composition interne sur £. On souhaite munir £ d’une loi de composition interne
telle que 7 soit un morphisme, autrement dit : Vx,y € E , T oy = T x y. Pour que cela
soit possible, il est évidemment nécessaire que T xy ne change pas si I’on remplace z,y
par 2,y telsque Z =2’ et y =9/ .

Définition 1. On dit que la relation ~ est compatible avec la loi %, ou encore que
c’est une congruence si: Vr,y, 2’y € E, v ~x'ety~y = xzxy~a' xy.

11 suffit en fait de vérifier séparément deux propriétés un peu plus faibles, la compatibilité a
gauche : y ~ 1y = xxy ~ xxy, etla compatibilité a droite : x ~ 2’ = x*y ~ ' xy.En
effet, des hypotheses x ~ 2’ et y ~ 3/, on peut alors déduire respectivement zxy ~ x’ xy
et o’ xy ~ 2/ xy, d’ou, par transitivité, z xy ~ x’ xy/. Sila loi * est commutative, ces
deux compatibilités partielles sont bien slir équivalentes.

Proposition et définition 5. Si la relation ~ est compatible avec la loi *, I’en-
semble quotient E peut étre muni d’une unique loi de composition interne ¢ telle que la

projection canonique 7 est un morphisme de (F, ) dans (E,¢). Laloi ¢ est appelée
loi quotient (de la loi % par la relation d’équivalence ~).
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Notons que la conclusion traduit I’équation T ¢y = T * y.

Démonstration. Soient a,b € E et soient x,y € E des représentants respectifs de a, b.
Pour que 7 soit un morphisme, ¢ doit étre définie par la formule a ¢ b = xy, d’ou
I’'unicité de la loi ©. Il reste a voir que cette définition en est bien une, c’est-a-dire qu’elle
ne dépend pas du choix des représentants. Sia =7 =2’/ et b =7 = ¢/, ona z ~ 2’ et
y ~ 7, d’ol, par hypothése, zxy ~ 2’/ xy/ et Txy = 2/ % y/.

Exemple. Larelation =g est compatible avec 1’addition et la multiplication dans Z ; on peut
donc additionner et multiplier des classes. Par exemple, comme 4 = 13 et 17 = —1,0n peut
indifféremment calculer 4417 = 21 ou 13+—1 = 12 et obtenir le méme résultat 21 = 12.

Exercice 2.

Montrer que la relation =5, est compatible avec I’addition dans R. Donner un exemple
d’addition de classes. Cette relation est-elle compatible avec la multiplication dans R ?
Solution. Soient z,2',y,y’ des réels tels que =/ =9, z et 3y =9, y. Il existe
donc des entiers relatifs a,b tels que '’ —x = a x 2wr et ¥ —y = b x 27, d’ou
(@ +y)—(r+y) = (a+Db) x2r,dou 2/ +y =2r v+ y : larelation =y, est bien
compatible avec 1’addition. On reconnait dans (R/ =2.,+) le groupe R/277Z rencontré

dans I’étude des nombres complexes. Par exemple, comme 7 = —7 et 37/2 = —7/2, on

peut indifféremment calculer @ + 37/2 = 57/2 ou —7 + —n/2 = —37/2 et obtenir le
méme résultat : 57/2 = —37/2.

Avec les notations ci-dessus, aucun calcul ne permet de conclure que x'y’ — xy est un
multiple entier de 27. De fait, si z = y = 0, 2’ = a x 27 ety = b x 27, on a
'y — xy = (2mab) x 27 et 2mwab n’est en général pas un entier. La relation =5, n’est

donc pas compatible avec la multiplication. Ainsi, on ne saurait dire ce que vaut 7 x 37/2

ou —m X —7/2 car 3w2/2 et w2 /4 ne sont pas égaux.

PROPRIETES HERITEES PAR LA LOI QUOTIENT. Avec les mémes notations, les propriétés
qui suivent se déduisent de la surjectivité du morphisme 7 : (E,%) — (E,0) :
1. Si x est commutative (resp. associative), © est commutative (resp. associative).

2. Si e est un élément neutre (resp. neutre a gauche, resp. neutre a droite, resp. absor-
bant) pour %, alors € est un élément neutre (resp. neutre a gauche, resp. neutre a
droite, resp. absorbant) pour <.

3. Si y est inverse de x (resp. inverse a droite, resp. inverse a gauche) pour %, alors v
est inverse de T (resp. inverse a droite, resp. inverse a gauche) pour <.

4. En particulier, si x est une loi de groupe, la loi quotient < est une loi de groupe.

5. Dans le cas d’une relation d’équivalence compatible avec deux lois * et T, telle que

T est distributive (resp. a gauche, resp. a droite) par rapport a x, la loi quotient T
est distributive (resp. a gauche, resp. a droite) par rapport a *.

6. La régularité ne s’hérite pas : exercice 1.1.3 de la page 50.
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Théoréme 6 (Théoréme de factorisation pour les morphismes).

Soit ~ une relation d’équivalence sur E compatible avec la loi . Notons E et x le
quotient et la loi quotient et 7 : £ — E la projection canonique.

Soit par ailleurs f : (F,*) — (F,©) un morphisme. Pour que f soit compatible avec ~,
il faut, et il suffit, qu’il existe un morphisme f : (E,%) — (F,o) telque f = for.

Le morphisme f est alors unique.

Démonstration. On applique la proposition 3 de la page 5, ce qui fournit ’application f

(qui est unique). Il reste a voir que f est un morphisme si, et seulement si, f ’est.
Dans le sens direct, c’est évident (composé de deux morphismes). Réciproquement, si f est
un morphisme, on a, avec des notations évidentes :

F@y) = f(@y) = flay) = f(@)fy) = @) F @)

Comme 7 est surjective, T et 7 sont arbitraires dans F et f est un morphisme.

Théoréme 7 (Théoreme d’isomorphisme). (i) Soit f : (E,x) — (F,¢) un
morphisme. La relation ~ sur £ définie par z ~ y < f(z) = f(y) est une relation
d’équivalence compatible avec la loi x. On notera E 1’ensemble quotient, * laloi induite
et f: E — F Dapplication obtenue par passage au quotient.

(ii) Le sous-ensemble F’ = Im f de F est stable pour la loi ©.

(iii) L’application f induit un isomorphisme de (E,%) sur (F’, o).

Démonstration. (i) D’apres I’exercice 1 de la page 6, ~ est une relation d’équivalence.
Siz~yeta ~y, alors f(x) = f(y) et f(2') = f(y'), donc

flaxa’)=f(x)o f(a') = fly) o f(Y) = fly*y),
d’ott z *xx’ ~ y 3’ :on abien la compatibilité.
(ii) Deux éléments quelconques de F’ sont de la forme f(z),f(y) et leur composé
est f(z)o f(y) = f(z*y) € F' : cet ensemble est bien un sous-ensemble stable.

(iii) Le morphisme f : £ — F induit par corestriction un morphisme f : E — F’, qui est
bijectif d’apres ’exercice 1 de la page 6.

Exemple. 1. application ¢ — e'* est un morphisme de (R, +) dans (C*, x) et la relation ~
associée est =9, . L’image est le cercle unité U et I’on obtient par passage au quotient un
isomorphisme de (R/ =2, +) = R/27Z sur (U, x). D’apres les propriétés d’héritage de
la page précédente, il s’agit d’un isomorphisme de groupes.

1.2.1 Retour sur la construction de Z

Soit M un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne associative et commutative
notée additivement, et disposant d’un élément neutre 0. On dit alors que (M, +) est un monoide
commutatif . Notons additivement la loi produit sur M x M : (a1,b1)+ (a2, bs) = (a1+a2, b1 +b2).
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Ainsi (M x M, +) est un monoide commutatif d’élément neutre (0,0). Définissons sur M x M
une relation ~ par: (a,b) ~ (a/,b') & e € M : a+ bV 4+ ¢ = a + b+ c. Par exemple,
(a,a) ~ (0,0) pour tout a. On démontre alors que ~ est une relation d’équivalence compatible
avec I’addition de M x M . Notons G I’ensemble quotient et + la loi quotient; alors (G, +) est un

groupe commutatif, dans lequel I’élément neutre est (0,0) et I’opposé de la classe (a,b) est (b, a).
L application 7 : a +— (a,0) est un morphisme de (M, +) dans (G, +). Deux éléments a,b € M
ont méme image si, et seulement si, 3¢ € M : a + ¢ = b + c. En particulier, si tous les éléments
de M sont simplifiables, le morphisme ¢ est injectif. Le groupe G est appelé groupe des fractions
du monoide M . Dans le cas du monoide (N, +), on obtient ainsi le groupe G = Z et le morphisme

injectif N — Z ([L1], module « Arithmétique »).

1.2.2 Retour sur la construction du corps des fractions

Soient A un anneau commutatif et S une partie multiplicative de A, autrement dit : S est stable
pour la multiplicationet 1 € S'; ainsi, (.S, X) est (en un sens évident) un sous-monoide du monoide
commutatif (A4, x). On suppose de plus que 0 ¢ S (il en résulte d’ailleurs que S ne contient aucun
élément nilpotent). On définit sur A x S deux lois de composition interne, notées additivement et
multiplicativement : (a1, $1)+ (a2, s2) = (a152+a2s1,5182) et (a1, s1) X (az, s2) = (a1az2,5182).
La deuxieéme loi est simplement la loi produit définie a partir des monoides commutatifs (A, x)
et (S, x). La premiére loi, plus compliquée, est modelée sur le calcul des fractions. On définit éga-
lement sur A x S une relation ~ comme suit : (a,s) ~ (a’,s') < 3t €S : t(as'—a's) =0.0n
démontre alors que ~ est une relation d’équivalence compatible avec les lois + et x sur A x S. No-
tons B ’ensemble quotient et 4 et x les lois quotients. Alors (B, +, x) est un anneau commutatif

dont les éléments neutres sont (0,1) (pour I’addition) et (1,1) (pour la multiplication). L’opposé
de (a,s) est (—a,s). L’application ¢ : a — (a, 1) est un morphisme d’anneaux de A dans B, de
noyau: Keri ={a € A|3s€ S : sa=0}.Si S ne contient aucun diviseur de zéro dans A, en

particulier si A est intégre, le morphisme i est injectif. L’anneau B est noté S~'A et 1’on dit que

. ) — z — a
c’est un anneau de fractions de A.Limage de (a,s) € A x S dans S~ A est notée s~ 'a ou — -
s

Lorsque A est integre, en prenant S = A\ {0}, on reconnait dans S—'A le corps des fractions
de A ([L1], module « Groupes, anneaux, corps »).

1.3 Groupes quotients
1.3.1 Relations compatibles et sous-groupes distingués

Lemme 8. (i) Soient G' un groupe et H un sous-groupe de G. Alors la relation ~
définie par a ~ b < a~'b € H (resp. ab~! € H) est une relation d’équivalence sur G
compatible a gauche (resp. a droite) avec la loi interne ; la classe d’équivalence de a € G
est sa classe a gauche aH (resp. sa classe a droite Ha).

(i1) Réciproquement, toutes les relations d’équivalence sur G compatibles a gauche
(resp. a droite) avec la loi interne sont obtenues de cette maniere.

Démonstration. (i) Nous ne traiterons que le cas des classes a gauche, 1’autre coté étant
entierement similaire. De 1’équivalence logique a~'b € H < aH = bH (dont la preuve
facile est laissée au lecteur), on déduit que ~ est une relation d’équivalence et que la classe
d’équivalence de a € G est aH . De I'implication évidente alH = bH = caH = cbH, on
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déduit que ~ est compatible a gauche avec la loi interne.
(ii) Soit ~ une relation d’équivalence sur G compatible a gauche avec la loi interne. Soit /
la classe de 1’élément neutre e. Le sous-ensemble H contient e et I’on a les implications :

(a,be H) = (a~eetb~e) = (a 'b~ate~ala=¢e) = (a"'bec H),

ce qui entraine que H est un sous-groupe de G. On a maintenant les équivalences logiques :

1

a~b<=ala~a b= a'tbeH,

ce qui acheve la démonstration.

Théoréme et définition 9. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) Les relations d’équivalence sur G respectivement définies par a~'b € H et
par ab~! € H coincident.

(ii) Pour tout a € G, la classe a gauche et la classe a droite coincident : aH = Ha.
(iii) Le sous-groupe H est invariant par les automorphismes intérieurs x — azxa~"
(a € G) :quel que soit a € G,ona aHa ' = H.

Le sous-groupe H de G est alors dit distingué dans G. On parle également de sous-
groupe invariant ou de sous-groupe normal. On note alors : H <1 G.

Démonstration. C’est immédiat en vertu du lemme 8 de la page précédente.

Précisons le sens de la troisiéme propriété. Pour tout a € G fixé, I’application x +— axa™*

est un automorphisme de G ([L1], module « Groupes, anneaux, corps »); c’est ce que
I’on appelle un automorphisme intérieur. Pratiquement, il suffit de vérifier que, pour
tout & € G, on a l'inclusion aHa~! C H . En effet, I'inclusion correspondante pour a~*
s’écrit a=*Ha C H, qui entraine H C aHa~! et 1’on obtient finalement 1’égalité.

Les sous-groupes G et {e} de G sont évidemment distingués. Si G est commutatif, tout

automorphisme intérieur est égal a I’identité et tout sous-groupe est distingué.

Exercice 3.

Montrer que le centre Z du groupe G en est un sous-groupe distingué.

Solution. Rappelons ([L1]))que Z ={a € G |Vb € G, ab = ba}. Tout élément de Z est
fixé par tout automorphisme intérieur, a fortiori, le sous-groupe Z est globalement invariant
par tout automorphisme intérieur.

Proposition 10. Le noyau Ker f d’un morphisme de groupes f : G — G’ est
distingué. La relation associée est définie par a ~ b < f(a) = f(b).

Démonstration.

Si z € Ker f, alors f(x) = ¢ (neutre de G’), donc f(axa™t) = f(a)e'f(a)™t = ¢,

donc axa~! € Ker f : c’est bien un sous-groupe distingué. De plus, on a les équivalences :
a”'b € Ker f <= fla™'b) =€ <= f(a) = f(b).
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Corollaire 11. Soit n € N*. Le groupe alterné 2, est distingué dans le groupe
symétrique S,,. Soit F un ensemble fini non vide. Le groupe alterné A(E) est distingué
dans le groupe symétrique S(FE).

Démonstration. C’est le noyau du morphisme signature.

Définition 2. Soit n € N*. On appelle groupe spécial linéaire d’ordre n, et 1’on
note SL,(K) le sous-groupe du groupe linéaire GL,,(K) formé des matrices de dé-
terminant 1. De méme, si E est un K -espace vectoriel de dimension finie, on ap-
pelle groupe spécial linéaire de E, et I'on note SL(E) le sous-groupe du groupe li-
néaire GL(F) formé des automorphismes de déterminant 1.

Corollaire 12. Le groupe spécial linéaire SL,,(K) est un sous-groupe distingué du
groupe linéaire GL, (K). Le groupe spécial linéaire SL(E) est un sous-groupe distin-
gué du groupe linéaire GL(E).

Démonstration. C’est, dans chaque cas, le noyau du morphisme déterminant.

1.3.2 Quotient par un sous-groupe distingué

Théoréme 13. (i) Soit H <1 G un sous-groupe distingué. Les égalités a='b € H
et ab~! € H définissent une méme relation, notée a = b (mod H ), qui est une rela-
tion d’équivalence sur G compatible (a gauche et a droite) avec la loi interne ; la classe
d’équivalence de a € G est ald = Ha. Réciproquement, toutes les relations d’équiva-
lence sur G' compatibles (a gauche et a droite) avec la loi interne sont obtenues de cette
maniere a partir d’un sous-groupe distingué H .

(i) La loi quotient fait de 1’ensemble quotient G un groupe.

La projection canonique 7 : G — G est un morphisme surjectif de noyau H .

Démonstration.

(1) C’est immédiat a partir du lemme 8 de la page 9 et du théoréme 9 de la page ci-contre.
(i1) On sait déja que la projection canonique est un morphisme surjectif, et, d’apres les
propriétés d’héritage de la de la page 7, G est un groupe. Le noyau de 7 est la classe de
I’élément neutre, c’est-a-dire H .

Définition 3. Larelation a = b (mod H) est appelée congruence modulo H .

_ G
Le groupe G est appelé groupe quotient de G par H etnoté G/H , ou, parfois T

Théoréme 14 (Théoreme de factorisation pour les groupes).

Soient H <1 G un sous-groupe distingué et 7 : G — G/H la projection canonique.
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

Alors, pour que H soit inclus dans Ker f, il faut, et il suffit, qu’il existe un morphisme
de groupes : f: G/H — G’ telque f = fom.
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Démonstration.

L’inclusion H C Ker f équivaut a I'implication a='b € H = f(a) = f(b), c’est-a-dire a
la compatibilité de la congruence modulo H avec f : on peut donc appliquer le théoréme 6
de la page 8.

Théoreme 15 (Premier théoréeme d’isomorphisme pour les groupes).
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Soit 7 : G — G/ Ker f la projection
canonique. Il existe alors un unique morphisme de groupes f : G/Ker f — G’ tel
que f = f o m. Ce morphisme est injectif et induit par corestriction un isomorphisme
f:G/Ker f —Imf.

Démonstration. On peut, au choix, appliquer le théoréeme 7 de la page 8 au cas des groupes
ou bien appliquer le théoréme 14 de la page précédente au cas de H = Ker f.

Proposition 16. Soient H <G et 7 : G — G/H la projection canonique. On définit
une bijection entre les sous-groupes de G contenant H et les sous-groupes de G/H
de la maniere suivante : a tout sous-groupe G’ de G contenant H, on associe son
image 7(G’) C G/H ; a tout sous-groupe K de G/H, on associe son image réci-
proque G’ = 71 (K) C G. Avec ces notations, on a alors : G’ := 7(G') = G'/H .

Démonstration. Linclusion G’ C 7w~ *(7(G’)) est vraie pour toute partic G’ de G. Pour
un sous-groupe G’ contenant H , on montre 1’inclusion réciproque : si z € 7! (Tr(G’ )),
alors 7(z) € m(G"), donc 7(z) = m(g) avec g € G'; alors 27 'g € Kerm = H C (',
dou z7lg € G, dob z € G (car g € G'). On a donc 7 (n(G")) C @&,
dot G' = 771 (n(G")). Puisque 7 est surjective, I'égalité F' = m(n~!(F)) est vraie
pour toute partie F' de G/H . Pour tout sous-groupe G’ de G contenant H, F := 7(G’)
est un sous-groupe de G'//H . Pour tout sous-groupe F' de G/H, G’ := 7~ 1(F) est un
sous-groupe de G contenant 7w~ !(e) = H.

Ainsi, les applications F' + 7 }(F) et G’ + m(G") sont des bijections réciproques
I’'une de I’autre entre les sous-groupes de GG/H et les sous-groupes de G contenant H .
La restriction-corestriction de m & G’ — G’ est surjective de noyau H , donc (théoréme 15)
induit un isomorphisme G’/H ~ G’ qui permet I’identification.

Théoreme 17 (Deuxieme théoreme d’isomorphisme pour les groupes).
La correspondance de la proposition 16 induit une bijection entre les sous-groupes
distingués de G contenant H et les sous-groupes distingués de G/H .

G/H G

G'/H G

Si G’ <G, G’ contenant H , on a de plus un isomorphisme :

Démonstration. Si G’ est distingué, I’égalité aG’a~! = G’ donne, par application du
morphisme 7, I’égalité bFb~! = F, ot F := 7(G’) et ol b := @ est un élément quel-
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conque de G/H (puisque 7 est surjective); F' est donc distingué. Si ' = G'/H est
distingué dans G = G/H , le morphisme composé G — G = G/H — G/F est surjec-
tif de noyau G’, qui est donc distingué; on applique alors le premier théoréme d’isomor-
phisme.

Exercice 4.

Quels sont les sous-groupes de GL,,(K) (resp. de &,,) contenant SL,,(K) (resp. 2A,,)?
Solution. Les premiers sont en bijection avec les sous-groupes de GL,,(K)/SL,(K).
Or, SL,(K) est le noyau du morphisme surjectif det : GL,,(K) — K*. Pour tout sous-
groupe F' de K*, on définit donc un sous-groupe G’ := det™* (F), et tous les sous-groupes
de GL,(K) contenant SL, (K) s’obtiennent de cette fagon. Comme K* est commutatif,
ils sont distingués. Un argument analogue s’applique a la seconde question, avec la signa-
ture € a la place du déterminant. Comme Ime = {41, —1} n’admet comme sous-groupes
que {+1} et lui-méme, les seuls sous-groupes de &,, contenant 2, sont &,, et A, .

1.3.3 Le cas d’'un groupe commutatif
Dans le cas d’un groupe commutatif G, tout sous-groupe f est distingué et ’on peut
former le quotient G/ H , qui est commutatif d’apres les propriétés d’héritage de la page 7.
Pratiquement tous les quotients que nous rencontrerons cette année sont de ce type : cela
concerne en particulier les anneaux et les espaces vectoriels (sections suivantes). Décrivons
rapidement le mode d’emploi d’un tel quotient; on suppose que les groupes sont notés
additivement. Lorsque 1’on veut additionner deux éléments quelconques a et b de G/H ,
on en choisit des représentants, c’est a dire des éléments x et y dans G tels que a = = et
=7.0naalors a + b = x + y. Cette somme ne dépend pas du choix des représentants
x,y. Nous avons déja rencontré deux exemples de tels calculs : le calcul des congruences
modulo n (il correspond au cas du sous-groupe nZ de Z; le théoreme 18 I’explicite);
et le calcul des congruences modulo 27, pour les arguments de nombres complexes (il
correspond au cas du sous-groupe 277 de R, le groupe quotient étant R /277Z).

Théoréme 18. (i) Soit n € N*. Les sous-groupes de Z/nZ sont exactement les
groupes dZ/nZ, ou d € N* est un diviseur de n. Le quotient de Z/nZ par dZ/nZ
est isomorphe a Z/dZ. Le nombre de ces sous groupes est donc le nombre de diviseurs
de n dans N*.

(i) Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Pour tout diviseur d de n, G admet un
unique sous-groupe H d’ordre d, celui-ci est cyclique ainsi que le quotient G/ H . Tous
les sous-groupes de GG s’obtiennent ainsi. Dans le cas ou G est le groupe ., des ra-

cines n.¢"¢ de I'unité dans C, le sous-groupe d’ordre d est fiq.

Démonstration. (i) Puisque tous les sous-groupes de Z sont de la forme mZ avec m € N,
les sous-groupes de Z/nZ sont les mZ/nZ, ou m est un diviseur de n (proposition 16 de
la page 12). Selon le théoreme 17 de la page précédente, le quotient de Z/nZ par mZ/nZ
s’identifie a Z/mZ. L assertion (ii) est alors immédiate.
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1.4 Anneaux quotients

Nous ne considérerons que des anneaux commutatifs.

Théoréme 19. (i) Soit I un idéal de I’anneau commutatif A. La congruence modulo
le sous-groupe I est compatible avec la multiplication de A. Soit réciproquement ~
une relation d’équivalence sur A compatible avec 1’addition et la multiplication. Alors
la classe de O est un idéal I et ~ est la congruence modulo 7.

(ii) La loi quotient de la multiplication de I fait alors du groupe quotient (A/I,+) un
anneau commutatif. La projection canonique 7 : A — A/I est un morphisme surjectif
d’anneaux, de noyau /.

On dit que I'image @ := 7(a) € A/I s’obtient par réduction modulo I de a € A.
Démonstration. Presque tout cet énoncé fait partie du théoreme 13 de la page 11.

(i) Notons ~ la congruence modulo I’idéal I. Alors, si a ~ b et si ¢ est quelconque,
a—be I = c(a—b) €I (car I estunidéal), donc ca ~ cb, ce qui suffit par commutativité.
Si ~ est une relation d’équivalence sur A compatible avec 1’addition et la multiplication,
on sait déja que la classe I de 0 est un sous-groupe et que ~ est la congruence modulo I.
Reste a voir que c’estunidéal. Sia e [ etce A,alors a ~0=ca~c0=cael.

(ii) Les propriétés d’héritage de la de la page 7 entrainent que (A/I,+, X) est un anneau
commutatif, et il est immédiat que 7 est un morphisme surjectif d’anneaux, de noyau I .

Exemples. Sil’idéal est trivial : I = 0 (notation abusive abrégée pour [ := {0}), alors
A/I = A.SiI=A,lequotient est I’anneau trivial 0 (notation abusive abrégée pour{0}).
Si A=7Z et I =nZ (n € N*), le quotient est I’anneau Z/nZ.

Exercice 5.

Décrire tous les anneaux quotients de ’anneau Z et ceux de I’anneau K [X].

Solution. Les idéaux de Z sont les nZ, ou n € N. Les anneaux quotients de Z sont donc
les anneaux de classes de congruence Z/nZ (donc Z si n = 0).

De méme, les idéaux de K[X] sont tous principaux et de la forme <P>, ou P est soit 0
soit un polynéme unitaire. Si P = 0, I’idéal est nul et le quotient est K[X]. Si P = 1,
I’idéal est K[X] et le quotient est trivial. Supposons que P est de degré n. De la di-
vision euclidienne, on déduit que tout polyndme de K[X]| est congru modulo P a un
unique polyndme de K,,_1[X]. Comme on le verra a la section 1.5, de la décomposi-
tion K[X] = <P> & K,_1[X] ([L1], module sur les polyndmes), on peut déduire 1’iso-
morphisme des espaces vectoriels, donc des groupes K[X]|/<P> et K,_1[X] (proposi-
tion 28 de la page 17). Cependant, la multiplication dans K,_1[X] doit alors s’effectuer
modulo P : pour multiplier A et B selon la loi quotient, on calcule AB puis on prend le
reste AB mod P. Ce type de calcul est illustré dans I’exercice 6 de la page suivante.

Théoréme 20 (Théoréeme de factorisation pour les anneaux). Soient
un idéal de A et m: A — A/I la projection canonique. Soit f : A — A’ un morphisme
d’anneaux. Alors, pour que [ soit inclus dans Ker f, il faut, et il suffit, qu’il existe un
morphisme d’anneaux : f: A/I — A’ telque f = for.
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Démonstration. On invoque le théoréme 14 de la page 11; il ne reste qu’a vérifier que f
est bien un morphisme pour la multiplication, ce qui est facile.

Exemple. L application P — P(i) de R[X] dans C est un morphisme surjectif d’anneaux.
Son noyau contient 1’idéal <X? + 1> . D’apres le théoréme, on a donc par passage au quo-
tient un morphisme surjectif d’anneaux R[X]/<X? + 1> — C (voir également I’exercice
6 ci-dessous).

Corollaire 21. Soit f : A — B un morphisme d’anneaux et soit J un idéal de B.
Alors f~1(J) estun idéal de A et I’on a un morphisme injectif : A/f~*(J) — B/J.
En particulier, si A C B est un sous-anneau et J un idéal de B, alors A N J est un
idéal de A et ’on a un morphisme injectif : A/(ANJ) — B/J.

Démonstration. Le noyau du morphisme composé A — B — B/J est'idéal f~1(J).
Si A C Betsi f estl'inclusion de A dans B, f~*(J)=ANJ.

Théoreme 22 (Premier théoreme d’isomorphisme pour les anneaux).
Soient f : A — A’ un morphisme d’anneaux et 7 : A — A/Ker f la projection

canonique. Il existe alors un unique morphisme d’anneaux f : A/ Ker f — A’ tel que
f = f om. Ce morphisme est injectif et induit un isomorphisme de A/ Ker f sur Im f.

Démonstration. On invoque le théoréme 15 de la page 12; il ne reste qu’a vérifier que f
est bien un morphisme pour la multiplication, ce qui est facile.

Exercice 6.

Appliquer ce qui précede au morphisme P +— P(i) de R[X] dans C et a’image de Q[X].
Solution. De la division euclidienne P = (X? + 1)Q + (a + bX), on déduit les équiva-
lences P(i) = 0 & a+bi = 0 & a = b = 0. Le noyau est donc I'idéal <X?2 + 1>,
d’olt un isomorphisme R[X]/<X? + 1> ~ C. On peut donc décrirc C comme le
groupe R;[X] = R+ RX, muni de la multiplication pour laquelle le produit de a + bX et
de c+dX estle reste de la division de (a+bX)(c+dX) modulo X2+ 1. On vérifie sans
peine que ce reste vaut (ac — bd) + (ad + bc) X . C’est donc la classe de X modulo X2+ 1
qui joue le role de i. L'image de Q[X] est évidemment Q[i].

En prenant, dans le corollaire 21, A := Q[X], B := R[X] et J := (X2 + 1)R[X], on
trouve AN J = (X2 + 1)Q[X] (pourquoi?) et un morphisme injectif

Q[X]/<X? +1> = R[X]/<X? + 1>,

qui s’identifie a I’inclusion Q[i] C C.
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Théoréme 23 (Deuxieme théoréme d’isomorphisme pour les anneaux).

Soient A un anneau, / un idéal de A et 7 : A — A/I la projection canonique. La

correspondance du théoréeme 17 de la page 12 établit une bijection entre les idéaux de A

contenant I et les idéaux de A/I.Si J C A est un idéal contenant I etsi w(J) = J/I

A/I A

est I’idéal de A/I qui lui correspond, on a un isomorphisme d’anneaux : J//I > =
Démonstration. 11 suffit de vérifier que les constructions correspondantes pour les sous-
groupes distingués sont bien compatibles avec la multiplication, ce qui est facile.

Exercice 7.

Décrire les idéaux et les anneaux quotients de 1’anneau Z/nZ (ot n € N). On détaillera
le cas particulier n := 6. Décrire de méme les idéaux et les anneaux quotients de 1’anneau
A = K[X]/<P> (ou P € KI[X] est un polyndme unitaire de degré n € N*). On
détaillera le cas n := 2 (en admettant que la caractéristique de K n’est pas 2).

Solution. Les idéaux de Z/nZ sont les mZ/nZ, ou m divise n, et les quotients corres-
pondants sont les anneaux Z/mZ. Par exemple, les idéaux de Z/6Z sont tous ses sous-
groupes : 1Z/6Z = Z/6Z, 27/6Z, 3Z/6Z et 6Z/6Z = {0} ; et les anneaux quotients
correspondants sont les anneaux Z/1Z = {0}, Z/2Z, Z./3Z et 7 /6Z.

Les idéaux de A sont les <@Q>/<P>, ol @ est un polyndme unitaire qui divise P, et les
quotients correspondants sont les K[X]/<Q>.Si P = X2 +pX +q, les diviseurs Q = 1
et Q = P donnent respectivement les idéaux K[X|/<P> = A et <P>/<P> =0, et
les quotients correspondants sont 0 et A. Pour d’éventuels autres idéaux et quotients, une
discussion est nécessaire :

1. Si A := p? — 4q n’est pas un carré dans K, le polyndme P est irréductible et A
n’admet pas d’autre idéal que O et lui-méme. Nous verrons plus loin qu’en fait, A est
un corps (exemple de la page 20).

2. Si A =0, P admet pour seul diviseur unitaire non trivial X + p/2, et A admet un
seul idéal autre que 0 et lui-méme.

3. Si A estun carré non nul, P = (X — a)(X — b) avec a # b et ’anneau A admet
deux idéaux et deux quotients non triviaux. De plus, comme aucun des deux facteurs
de P ne divise I’autre, ces deux idéaux ne sont pas contenus 1’un dans I’autre. Nous
verrons plus loin que A est le produit de deux corps (exercice 1.1.25 de la page 53).

1.5 Espaces vectoriels quotients

Théoréme et définition 24. Soit T un sous—espace vectoriel d’un K -espace vec-
toriel V. Le groupe V/WW admet une unique structure d’espace vectoriel telle que 1’ap-
plication 7 : V' — V/W soit linéaire. On définit ainsi I’espace vectoriel quotient V /W
et la projection canonique .

Démonstration. Puisque ’on veut avoir Vz € V', m(Ax) = An(x), on doit définir la loi
externe sur V/W en posant Aa := Az, ol z € V est un représentant de a. D’aprés les
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implications : © ~ 2/ = x —2' € W = \x — X2/ € W = Az ~ A2/, la relation ~
sur V' est compatible avec la loi externe et cette définition ne dépend pas du choix du
représentant x de a. On vérifie sans peine que 1’on obtient bien un espace vectoriel. Les
régles de calcul y sont donc les suivantes : T +7 = x + y et AT = \x.

Comme dans le cas des anneaux, les principaux théorémes concernant les quotients de
groupes s’étendent facilement au cas des espaces vectoriels. Il s’agit simplement de vé-
rifier chaque fois des compatibilités avec la loi externe, comme nous venons de le faire.
Nous ne détaillerons donc pas la démonstration des théoremes qui suivent, laissant ce soin
au lecteur.

Théoréme 25 (Théoréeme de factorisation pour les espaces vectoriels).
Soient W C V un sous—espace vectoriel et w : V' — V/W la projection canonique.
Soit f : V' — V' une application linéaire. Alors, pour que W soit inclus dans Ker f,
il faut, et il suffit, qu’il existe une application linéaire : f : V/W — V' telle

que f= for.

Ce théoréeme admet une utile généralisation que nous détaillerons (une fois n’est pas cou-
tume). Soit f : V' — V' une application linéaire et soient W C V et W' C V' des
sous-espaces vectoriels tels que f(W) C W'. Si z,2’ € V sont deux représentants
de a € V/W, on vérifie aisément que f(z) — f(z') € W'. En posant f(z) := f(x),
on définit donc sans ambiguité une application linéaire f : V/W — V'/W' (application
induite par passage au quotient). En particulier, si f est un endomorphisme de V et W un

sous-espace stable par f, on obtient ainsi un endomorphisme f de VW .

Théoreme 26 (Premier théoreme d’isomorphisme pour les espaces
vectoriels). Soit f : V — V' une application linéaire. Le morphisme de
groupes f : V/Ker f — V' (théoreme 15 de la page 12) est linéaire. En particulier,
les espaces vectoriels V/ Ker f et Im f sont isomorphes.

Théoréeme 27 (Deuxieme théoréeme d’isomorphisme pour les espaces
vectoriels). Soient G C F C FE des sous-espaces vectoriels. L’ isomorphisme de

E/G E
F; G ~ a (théoréme 17 de la page 12) est linéaire, donc un isomorphisme

d’espaces vectoriels.

groupes

Voir aussi le troisieme théoréme d’isomorphisme pour les espaces vectoriels a 1’exer-
cice I.1.18 de la page 52.

1.5.1 Quotients et supplémentaires

Proposition 28. Soit W’ un supplémentaire de W dans V. Alors la restriction a W’
de Iapplication 7 : V' — V/W est un isomorphisme.

Démonstration. 1Le noyau de 7y est W/ NKerm = W' N W = {0}. Son image est le
sous-espace Im 7y = TW)=a(W)+a(W)=a(W+W')==(V)=V/W.



18 1.1 « Compléments d’algébre

On obtient ainsi une nouvelle preuve du fait que tous les supplémentaires de W sont iso-
morphes entre eux (cf. [L1]). On peut d’ailleurs vérifier que 1’isomorphisme entre deux
supplémentaires obtenu par I’une ou I’autre méthode est le méme.

Définition 4. On appelle codimension du sous—espace vectoriel W de V', etI’on note
codimy W la dimension (si elle existe) du quotient V/WW . On dit alors que W est de
codimension finie dans V .

La codimension de W est relative a ’espace ambiant V', et il est absolument né-
A cessaire d’indiquer celui-ci dans la notation. Bien siir, la codimension dépend éga-
lement du corps de base, mais la notation ci-dessus ne le mentionne pas : il faudra donc si
nécessaire indiquer soigneusement le corps de référence pour éviter les ambiguités.

De nombreuses propriétés des sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel de dimension finie
s’étendent a des sous-espaces vectoriels de codimension finie d’un espace vectoriel quelconque,
et cela aura son utilité en analyse. En voici un échantillon. D’apres ce qui précede, la codimen-
sion de W est égale a la dimension de I'un quelconque de ses supplémentaires ; par exemple, les
sous-espaces vectoriels de codimension 1 sont les hyperplans. Soient W; et W, deux sous-espaces
vectoriels de codimension finie de V. Alors W7 N W5 est de codimension finie et I’on a 1’inéga-
lité : codimy (W7 N W3) < codimy Wi + codimy Wa (notant 71, o les projections canoniques
de V sur V/W1,V /W5, le noyau de I’application linéaire (71, 72) : V — V/W7 x V/W5 esten
effet W, N Ws). Lintersection de k£ hyperplans est donc un sous—espace vectoriel de codimension
inférieure ou égale a k. Sa codimension est exactement £ si, et seulement si, des formes linéaires
définissant ces hyperplans sont linéairement indépendantes (exercice 1.1.20 de la page 52).

Proposition 29. Soit f : V — V' une application linéaire.

(i) Le noyau Ker f est de codimension finie si, et seulement si, Im f est de dimension finie et,
dans ce cas : codimy (Ker f) = dim(Im f).

(ii) Si V' est de dimension finie, Ker f est de codimension finie et codimy (Ker f) < dim V”’,
avec égalité si, et seulement si, f est surjective.

Démonstration. Cela découle du théoreme 26 de la page précédente.

2 Anneaux commutatifs
2.1 Idéaux

Nous rappelons ou introduisons ici quelques constructions utiles. Le lecteur pourra s’exercer
a leur application a I’aide de I’exercice 1.1.22 de la page 52. Rappelons que I’on note F,, le
corps fini Z/pZ (p € N premier). Soit A un anneau commutatif.

1. L’idéal engendré par une partie X C A est, par définition, le plus petit idéal de A
contenant X, ¢’est-a-dire ’intersection des idéaux de A contenant X . Il est égal a
Iensemble {>  apxy | Yk , ar € A,z € X} des combinaisons linéaires d’élé-
ments de X a coefficients dans A. Par exemple, I’idéal engendré par | J I est > Ij.

2. Soient I et J deux idéaux de A. Alors I N J est un idéal de A, ainsi que
I+J:={i+j|iel,je J}.Plus généralement, si (Ij) est une famille d’idéaux,
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Uintersection (]I et la somme ) I} sont des idéaux; cette derniere est I’ensemble
des sommes )i de familles (i;) a support fini et telles que Vk , i, € I. On
note I.J I’idéal engendré par {ij | i € I,j € J} (produit des idéaux I et J).Ona:
IJ = {> ixjx | Yk , i € 1,j; € J}. On vérifie facilement que IJ C I N J.
La multiplication des idéaux est commutative, associative et admet pour élément
neutre A ; elle est distributive par rapport a 1’addition. Les puissances d’un idéal
forment une suite décroissante : [ =AD>I'=1>---D> "D ---

3. Si A est un sous-anneau de B et I un idéal de A, ’idéal de B engendré par [
est IB = {Zlkbk |Vk, i, € I,bg € B}

4. L'image J de Iidéal J dans I’anneau quotient A := A/I est un idéal de A. Le
morphisme composé A — A — A/J est surjectif, de noyau I + .J, d’oli un iso-
morphisme : A/J ~ A/(I + J). Retenons le principe : pour quotienter 1’anneau A
par I + J, on peut quotienter successivement par I puis par (I'image de) J.

Exercice 8.

Quels sont les idéaux d’un corps commutatif K ? Réciproque?

Solution. Les seuls idéaux d’un corps K sont 0 et K. En effet, soit I un idéal non nul,
etsoit # € I\ {0}. Alors 1 = 2!z € I; or, le seul idéal d’un anneau qui contienne 1
est I’anneau tout entier. Supposons réciproquement que I’anneau K n’a pour idéaux que 0
et lui-méme. Soit x € K \ {0}. L’idéal principal Kx est non nul, donc égal & K, donc il
contient 1, donc x est inversible : I’anneau K est un corps.

2.1.1 Idéaux maximaux et idéaux premiers

Rappelons qu’un anneau est dit frivial s’il ne contient qu’un élément, et que cela équivaut
a 1 = 0 . Par convention, les anneaux inteégres (et en particulier les corps) sont non triviaux.
Il découlera donc des définitions ci-dessous que 1’idéal A de I’anneau A n’est ni maximal
ni premier.

Un idéal propre de I’anneau commutatif A est un idéal I de A distinct de A. Il revient au
méme de dire que I ne contient pas 1, ou qu’il ne contient aucun élément inversible. Les
idéaux propres I sont ceux tels que I’anneau quotient A/I est non trivial.

Théoréme et définition 30. On dit qu'un idéal I de A est maximal s’il possede
les propriétés équivalentes suivantes :

(1) L’idéal I est maximal pour I’inclusion parmi les idéaux propres de A.

(ii) L’idéal I est propre et, pour tout x € A\ I, I'idéal I + Ax estégala A.

(iii) L’anneau quotient A/I est un corps.

Démonstration. Si I est maximal etsi z € A\ I, 'idéal T + Ax contient strictement I,
donc il est égal a A (par maximalité). Supposons que, pour tout x € A\ I, I'idéal I + Ax
est égal a A. Soit  un élément non nul de I’anneau quotient A/I. Alors =z € A\ I, et,
par hypothese, il existe a € A et ¢ € [ tels que ¢ + ax = 1, ce qui entraine que az = 1
dans A/I. Ainsi, tout élément non nul de A/l est inversible et cet anneau est un corps.
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Supposons enfin que A/I soit un corps. Ses seuls idéaux sont donc 0 et lui-méme. D’apres
le théoréme 23 de la page 16, il y a une bijection entre les idéaux de A contenant I et les
idéaux de A/I : le seul idéal propre de A contenant I est donc I lui-méme.

Corollaire 31. L’idéal 0 est maximal si, et seulement si, A est un corps. Les idéaux
maximaux de A/I sontles M/1, ot M est un idéal maximal de A contenant I.

Exemples.

1. Les idéaux de Z sont les nZ (n € N) et nZ C mZ < m|n. Les idéaux maxi-
maux de Z sont donc les pZ, p premier. Les anneaux quotients correspondants
sont les corps finis F,,. Soit m € N\ {0,1}. Les idéaux maximaux de Z/mZ sont
les pZ/mZ, p premier divisant m. Les quotients correspondants sont les F),.

2. Les idéaux non nuls de K[X] sont de la forme <P> (P unitaire) et
<P> C <@> < Q|P. Les idéaux maximaux de K[X] sont donc les <P>, P
irréductible. L’anneau quotient K [X|/<P> est alors une extension de K de de-
gré n := deg P, c’est-a-dire un corps L tel que K C L et dimg L = n. Soit ) un
polyndme unitaire. Les idéaux maximaux de K|[X]/<@> sontles <P>/<Q>, P
irréductible divisant Q. Les quotients correspondants sont les K [X]/<P>.

3. Soit A = F(F,K) I’anneau des applications d’un ensemble E non vide dans le
corps K . Pour tout x € F, ’application f — f(z) est un morphisme surjectif d’an-
neaux de A sur K. Son noyau est ’idéal 9J1,. des applications nulles en z. D’apres
le premier théoréme d’isomorphisme, on a : A/9, ~ K, et M, est maximal.

Théoréme 32 (Théoréme de Krull). Soit A un anneau et soit  un idéal propre
de A. Alors I est contenu dans un idéal maximal.

Démonstration. Considérons I’ensemble E dont les éléments sont les idéaux propres
de A, ordonné par inclusion. Cet ensemble est inductif ([L.1], module « Fondements »).
En effet, si (1)) est une famille totalement ordonnée d’idéaux propres, il est clair que | I
est un idéal; de plus, aucun des I; ne contient 1, donc |J I non plus. D’apres le lemme
de Zorn (cf. [L1]), tout élément de E' est donc majoré par un élément maximal.

Théoreme et définition 33. On appelle idéal premier de A un idéal propre [
possédant les propriétés équivalentes suivantes :

(1) On a I'implication : Vz,y € A, zy e [ =z €l ou yel.

(ii) L’anneau quotient A/ est integre.

Démonstration. Notons T laclasse de z € A dans A := A/I,alors T =0« x € I ;et
tous les éléments de A sont de la forme Z, € A. L’implication de la définition se réécrit
donc:VZ,y€ A, Z2y=0=T=0 ou 7 =0, cequicaractérise I'intégrité de A.

Exemples. Les idéaux premiers de Z sont O et les pZ, p premier.
Les idéaux premiers de K[X] sont 0 et les <P>, P irréductible.
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Corollaire 34. Tout idéal maximal est premier. Tout anneau non trivial admet donc
des idéaux premiers. L’idéal 0 de A est premier si, et seulement si, A est integre. Les
idéaux premiers de A/I sont les idéaux P /I, ou P est un idéal premier de A.

Exercice 9.

Montrer que les éléments nilpotents de A forment un idéal et que celui-ci est contenu dans
I’intersection des idéaux premiers de A.

Solution. Si z est nilpotent, il est évident que ax 1’est quel que soit a (car, ’anneau
étant commutatif, on a (ax)” = a"z™). D’autre part, si 2 = y™ = 0, on déduit de
la formule du bindme de Newton que (z + y)™+"~! = 0 (dans chacun des termes 'y’
aveci+j=m-+n—1,ona?>nouj > m). Onadonc bien un idéal (appelé radical
ou nilradical de A). Si 2™ = 0 et si P est un idéal premier, alors Z est nilpotent dans
I’anneau intégre A/P, donc nul, et z € P (voir également I’exercice 1.1.31 de la page 53).

Proposition 35. Soient f : A — B un morphisme d’anneaux et @ C B un idéal
premier. Alors f~1(Q) est un idéal premier de A. Si par exemple A C B, pour tout
idéal premier Q de B, I’idéal P := Q N A est premier.

Démonstration. L'idéal P := f~1(Q) est le noyau du morphisme composé A — B — B/Q,
d’ol une injection de A/P dans I’anneau integre B/Q

La proposition ne se transpose pas aux idéaux maximaux : 0 est un idéal maximal
de @, mais son intersection avec Z n’est pas un idéal maximal de Z.

2.1.2 Idéaux étrangers, théoreme chinois

Définition 5. On dit que les idéaux I et J sont étrangers si I + J = A, autrement
dit, s’il existe : € I et j € J telsque ¢ + 5 = 1. On dit aussi que I est étranger a J .

Exemples.

1. Tout idéal est étranger a A. Le seul idéal étranger a lui-méme est A. Un idéal maxi-
mal est étranger a tout idéal qu’il ne contient pas; deux idéaux maximaux distincts
sont étrangers.

2. Dans I'anneau Z, les idéaux mZ et nZ sont étrangers si, et seulement si, m et n
sont premiers entre eux (théoréme de Bézout dans Z).

3. Dans I’anneau K[X], les idéaux <P> et <> sont étrangers si, et seulement si, P
et () sont premiers entre eux (théoréme de Bézout dans K[X]).

Proposition 36. Si I est étranger a J et a K, alors [ est étranger a JK . En parti-
culier, si [ et J sont étrangers, " et J" sont étrangers pour m,n € N.

Démonstration. Onai; +j=1etio+k=1,aveciy,ioc€l,jeJetkec K.
Alors i 4+ jk = 1,004 := 1199 + i1k +i0j € I et jk € JK.
La deuxiéme assertion s’ensuit par récurrence sur m et n.
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Théoréme 37 (Théoréme chinois).

Soient / et J deux idéaux étrangers de I’anneau A.

Le morphisme d’anneaux x — (x mod I,z mod J) de A dans (A/I) x (A/J)
est surjectif de noyau I N J. On obtient par passage au quotient un isomorphisme :
A/(INJ)— (A/I) x (A/J).On ade plus I’égalité I N.J =1J.

Démonstration. Soienti € I et j € J telsque i+ j=1.

Tout élément de (A/I) x (A/J) est de la forme (¢ mod I,b mod J), ot a,b € A.
Lélément x = aj + bi esttelque x —a = (b—a)i € etz —b = (a—b)j € J,
d’ott (z mod I,z mod J) = (a mod I,b mod J), ce qui prouve la surjectivité. L’¢élé-
ment = est dans le noyau si, et seulement si, (z mod [,z mod J) = (0,0), c’est-a-
dire si, et seulement si, «* € [ et x € J. Le noyau est donc I N J. On applique alors
le premier théoréme d’isomorphisme. L’inclusion IJ C I N J est vraie pour des idéaux
quelconques. Soit x € INJalors i€ [JetxjelJ, dovx=xi+xj € 1J.

Corollaire 38. Soient I, ..., I} des idéaux étrangers deux a deux.
On a alors un isomorphisme : A/(I; N---N 1) = A/ x --- x A/I} etune égalité :
LN NLy=1I--I.

Démonstration. Pour k = 2, c’est le théoreme; on passe de £ — 1 a k en remarquant
que [ estétrangera [y N --- N Ix_1 = Iy --- I (proposition 36 de la page précédente).

Réciproquement, si le morphisme A — (A/I) x (A/J) est surjectif, soit ¢ un antécédent
de (0,1) :alorsi e Teti—1€ J,doulel+ J,etl et J sontétrangers.

2.2 Polynémes sur un anneau commutatif

On fixe un anneau commutatif A. Soit B une extension de A, c’est-a-dire un anneau com-
mutatif dont A est un sous-anneau. Pour tout élément x de B, le sous-anneau de B en-
gendré par A et x (ou encore engendré sur A par x) est, par définition, le plus petit
sous-anneau de B contenant A et x, ou encore I’intersection des sous-anneaux de B conte-
nant A et . On le note parfois A[z], mais on prendra garde a I’ambiguité de cette notation
(qui sous-entend I’extension B). L’ anneau A[x| contient évidemment toutes les expressions

de laforme 3~ a;2, ol la suite (a;);en de AN est a support fini (expressions polynomiales
i>0
en x a coefficients dans A). Par ailleurs, I’ensemble de ces expressions forme clairement un

sous-anneau de B contenant A et x, et 1’on adonc : Afz] = {Z a;z’ ’ (a;)ien € AN }
i>0

Exemple. Dans I’extension C de Z, le sous-anneau engendré par Z et i est I’an-
neau Z[i] des entiers de GauB. Naturellement, un élément de Z[i] admet de nombreuses

écritures comme expression polynomiale en i a coefficients dans Z : par exemple,
0=1+4+i2=1-it=-..
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Théoréme et définition 39. Il existe une extension B de A et un élément X

de B tels que tout élément b de B admet une écriture unique : b = Y a; X", ot la
>0

suite (a;);eny de AN est  support fini. L’anneau B est appelé anneau des polynomes a

coefficients dans A en l'indéterminée X et on le note A[X]. On dit que I’anneau A[X]

est librement engendré sur A par X .

Démonstration. Nous plagions la construction de I’anneau des polyndmes sur un corps.
On pose B = AN | que I’on munit de la loi de groupe produit, qui est commutative, et de
la multiplication : (a;)ien(bi)ien = (¢i)ien,ou: Vn € N, ¢, := > a;b;.
1+j=n
On a bien un anneau, 1’élément neutre de la multiplication étant la suite (1,0, ...).
Si I'on pose X := (0,1,0,...), on vérifie que (a;)jen = Y. a;X*, et que c’est bien
i>0
I’unique écriture de (a;);eny comme expression polynomiale en X a coefficients dans A.

Lorsque A est un corps, on retrouve la définition de [LL1]. On vérifie facilement les faits sui-
vants : si A estun sous-anneau de B, A[X] estun sous-anneau de B[X];si f: A — B est
un morphisme d’anneaux, I’application > a; X* + > f(a;) X" est un morphisme d’an-
neaux de A[X] dans B[X]. 20 20

2.2.1 Regles de calcul

Définition 6. Le degré d’un polyndme non nul P := > a; X" est I’entier
i>0

deg P := max{i € N | a; # 0}.

Par convention, le degré du polynome nul est deg 0 := —oo.

Le coefficient dominant et le terme dominant du polyndome P := > a;X° de de-
>0

gré n > 0 sont respectivement cd(P) := ay, et td(P) := a, X".

Pour tous P,QQ € A[X], on a deg(P + Q) < max(deg P,deg @), avec égalité si, et
seulement si, les termes dominants ne s’annulent pas, par exemple si deg P # deg Q).

En revanche, I’égalité deg P() = deg P + deg () ne va pas de soi si A n’est pas intégre,
comme le montre 1’exemple qui suit.

Exercice 10.
Etudier I’exemple des polynémes P := 2X + 1 et Q := 3X + 1 sur Z/6Z. Montrer que,
dans ’anneau Z/47[X], le polyndme non constant 1 + 2X est inversible.
Solution. Ona2+3=—-1et23=0,dou PQ=—-X +1,dedegré 1 <1-+1.
Dans Z/4Z[X], le polyndme 1+ 2X est son propre inverse car :
T+2X)?=T+4X +4Xx*=1.
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Pour abréger les écritures, nous adopterons fréquemment la convention suivante : si P est
un polyndme non nul, la notation P = aX"™+- - - signifie que a X" = td(P) ;ainsi, a # 0
et les points - - - désignent « des termes de degré strictement inférieur ».

Lemme 40. Si cd(P) ou cd(Q) n’est pas diviseur de 0 dans A, alors on a les regles :
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), cd(PQ) = cd(P) cd(Q) et td(PQ) = td(P) td(Q).

Démonstration. Ecrivons P = aX™ 4+ --- et Q = bX" +--- (donc a,b # 0).
Alors ab # 0 (hypothese sur a et b) et PQ = abX™" + ...

Proposition 41.

Supposons ’anneau A intégre; alors A[X] 1’est également. On a les régles :

deg(PQ) = deg(P) + deg(Q), cd(PQ) = cd(P) cd(Q) et td(PQ) = td(P) td(Q).
En particulier, si un polyndme P divise un polyndme R tel que deg R < degP,
alors R = 0. Les éléments inversibles de A[X] sont les polynémes constants a € A*
(i.e. les éléments inversibles de A).

Démonstration. On peut invoquer, au choix, le lemme ou bien le fait que A[X] est un
sous-anneau de K[X]|, ou K est le corps des fractions de A.

Proposition 42. Si L est le corps des fractions de I’anneau commutatif intégre A,
alors L(X) est le corps des fractions de A[X].

Démonstration. Puisque A[X] est un sous-anneau du corps L(X), il suffit de voir que
tout élément de L(X) est quotient de deux éléments de A[X], ce qui est facile et laissé au
lecteur.

Proposition 43.
(i) Soit P un polyndme de terme dominant aX™ (a € A\ {0}, n € N). Pour tout
polyndme F' € A[X], il existe alors un entier k et des polyndmes () et R tels que :

a"F =PQ+ R et degR < degP.

(ii) Si I’on suppose de plus a = cd(P) inversible, il existe des polyndmes uniques )
et Rtelsque F = PQ + R et deg R < deg P.

Démonstration.

(1) Si deg F' < deg P, on peut prendre k£ := 0, Q :=0et R := F.Si degF > deg P,
on écrit td F' = bXP? et ’on introduit le polyndme F} := aF — bXP™" P, qui est de degré
strictement inférieur a p ; on peut alors itérer le procédé. On voit méme que k peut étre
choisi égal a deg ' — deg P + 1.

(i1) L’existence découle de (i) et d’une division par ak. Supposons PQ + R = PQ + Ry,
avec deg R, deg Ry < deg P. Alors le lemme 40, appliqué a I’égalité P(Q—Q1) = R1—R
entraine (par contraposée) Q — Q1 = R1 — R = 0.
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Exemple. Prenons A: =7, P:=2X +1let F:= X3+ X2+ X + 1. Alors :
Fl:=2F - X?P=X242X+2,F,:=2F —XP=3X+4et F3:=2F,—3P =5.
Finalement :

8F = 4X?P + 4F, =4X?P +2XP +2F,

=4X?P 4+ 2XP +3P + F3 = (4X?> +2X +3)P +5.
2.2.2 Idéaux de A[X]

Commencons par une motivation pour I’étude des idéaux de A[X].

Exemple. L application ) a, X" — > a,i” est un morphisme surjectif de I’anneau des
n=>0 n=0

polynémes Z[X| sur I’anneau des entiers de Gaul Z[i]. Déterminons son noyau. Pour tout
polyndme P € Z[X], on peut écrire P = (X2 + 1)Q + (aX + b) avec Q € Z[X] et
a,b € Z (proposition 43 de la page précédente). Alors P est dans le noyau, i.e. P(i) =0,
si, et seulement si, ai+b = 0, c’est-a-dire @ = b = 0. Le noyau est donc I’idéal <X?+1>
de Z[X], et, d’apres le premier théoréme d’isomorphisme : Z[X]/<X? + 1> ~ Z[i].

Exercice 11.
—1+iV3
2

Solution. L application ) a, X" — Y a,j" estun morphisme surjectif de I’anneau des
n=>0 n=0

polyndmes Z[X] sur I’anneau Z[j]. On sait que j2 + j + 1 = 0. On écrit donc un élément
quelconque de Z[X] sous la forme P = (X? + X + 1)Q + (aX + b) avec Q € Z[X]
et a,b € 7Z (proposition 43 de la page ci-contre), et 'on a P(j) = 0, si, et seulement
si, aj +b = 0, c’est-a-dire a = b = 0. Le noyau est donc I’idéal <X?’+ X +1>
de Z[X], et, d’apres le premier théoréme d’isomorphisme : Z[X]/<X? + X + 1> ~ Z[j].

Décrire de maniére analogue 1’extension Z[j] de Z engendrée par j :=

Exercice 12.

Soit d € Z un entier qui n’est pas un carré. Si d < 0, on note v/d := iy/—d.

Décrire I’extension Z[v/d] de Z comme un quotient de Z[X].

Solution.

Raisonnement analogue : tout polyndme de Z[X] s’écrit P = (X2 — d)Q + (aX + b)
avec Q € Z[X] et a,b € Z,et’on a P(\/&) = 0, si, et seulement si, avd+b = 0,
c’est-a-dire @ = b = 0. Ce dernier point mérite d’étre détaillé. Si d < 0, il est évident;
sinon, on observe que, si d était le carré d’un élément de Q, il serait le carré d’un élément
de Z (cela a été€ démontré dans le [L.1], exercices sur les polyndmes : « Z est intégralement
clos »). En fin de compte : Z[X]/<X? — d> ~ Z[Vd].

Proposition 44. (i) Pour tout idéal I de A, I'idéal IA[X] de A[X] engendré par [
est {> ix X* | Vk , i € I'}. C’est le noyau du morphisme surjectif A[X] — A/I[X],
d’ol un isomorphisme : A/I[X] ~ A[X]/ITA[X].

(i) L’idéal I A[X] est premier si, et seulement si, I’idéal I est premier.
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Démonstration. (i) La preuve est mécanique et laissée a la patience du lecteur.
(i) Si A/I[X] ~ A[X]/IA[X] est integre, son sous-anneau A/I est évidemment intégre ;
la réciproque est vraie en vertu de la proposition 41 de la page 24.

Pratiquement, la réduction modulo TA[X] d’un polynéome P € A[X] se calcule en rédui-
sant modulo I les coefficients de P.

Exercice 13.

Décrire de deux maniéres le quotient Z[X]/<2, X2 + 1>. L’idéal <2> de I’anneau Z|i]
est-il premier ?

Solution.

L’anneau Z[X]/<2, X2 + 1> estisomorphe a Fo[X]/<X? + 1> = Fy[X]/<(X +1)%>,
et aussi a Z[i]/<2>. Notons x la classe de X dans Fo[X]/<(X +1)?>>. L’élément z + 1
est nilpotent non nul, et cet anneau n’est donc pas intégre, donc Z[i]/<2> non plus.
L’idéal <2> de Z[i] n’est donc pas premier.

3 Algebres sur un corps commutatif

Définition 7. On suppose V muni des deux structures suivantes : d’une part, (V,+,.)
est un K -espace vectoriel; d’autre part, (V,+,x) est un anneau (’addition + est la
méme dans les deux cas). On dit que ’on a ainsi muni V' d’une structure d’algebre
sur K, ou encore de K -algebre, si les deux lois de multiplication sont compatibles :

Ax)*xy = A(z*xy)

REE el |

Une sous-algebre de V' est une partie W qui est a la fois un sous-espace vectoriel et
un sous-anneau. Un morphisme de 1’algébre V dans I’algebre V' est une application
f:V — V' qui est a la fois une application linéaire et un morphisme d’anneaux.

On ne suppose pas I’anneau commutatif. Cependant, on le suppose unitaire, et sa multipli-
cation interne est, bien sir, associative. Comme de coutume, les symboles de multiplication
(interne et externe) seront omis dans 1’écriture courante. Pour démontrer que W C V
est une sous-algebre, on doit vérifier qu’elle est stable par combinaisons linéaires de deux
éléments, qu’elle est stable par multiplication et qu’elle contient I’élément neutre de la mul-
tiplication de I’anneau V. On a alors automatiquement une structure d’algébre sur .

Exemple.

Soient \,u € K et z,y € V. Calculons dans V' le carré de Az + py. Le calcul dans
I’anneau (V, +, %) donne d’abord : (\.z)% + (p.y)?+ (\.z) % (p.y) + (p.y) % (A.z) . Puis I’'on
applique les régles de compatibilité, et I’on trouve : A2.22 4+ p2.y% 4+ M. (zxy) + p. (y*x).
Noter dans cette derniere formule la présence de carrés et de produits dans /K d’une part,
dans V d’autre part. Finalement : (A\.z + p.y)? = X222 + 292 + Ap.(z xy + y *x x).
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Exercice 14.

Notons e I'unité de I’algebre non triviale V' (donc e # 0). Montrer que 1’applica-
tion A — A.e est un morphisme injectif d’algebres. Que peut-on dire de son image ?
Solution. On a déja vu que c’est une application linéaire. L’image de I'unité 1 de K
est 1.e = e (axiomes des espaces vectoriels), donc ’'unité de V. La compatibilité des lois
interne et externe entraine : (A.e) x (u.e) = (Ap).e. On a donc un morphisme d’anneaux,
donc d’algebres. Comme tout morphisme d’anneaux dont la source est un corps, il est in-
jectif. Enfin, son image est un sous-anneau de V', et aussi un sous-espace vectoriel (c’est le
sous-espace vectoriel Ke), donc une sous-algebre.

On s’autorisera parfois de ce résultat pour identifier K a la sous-algebre Ke de V et le
scalaire A al’élément Ae de V. C’est par exemple ce qui se passe lorsque I’on identifie le
nombre réel C' € R ala fonction constante C' ou le scalaire a € K au polyndme constant a
(voir les exemples ci-dessous).

Exemples.

1. Les endomorphismes du K -espace vectoriel FE forment la K -algébre Lx(FE).
L’image de K dans cette algébre par 1’application de 1’exercice est la sous-algebre
des homothéties. De méme, les matrices carrées de taille n sur le corps K forment
la K -algebre M, (K).Limage de K dans cette algébre par I’application de 1’exer-
cice est la sous-algebre des matrices scalaires.

2. Les polyndmes sur le corps K forment la K -algebre K [X]|.L’image de K dans cette
algebre par I’application de I’exercice est la sous-algebre des polyndmes constants,
que ’on identifiera a K.

3. Endéfinissant le produit fg de deux fonctions, on fait du R-espace vectoriel F(I,R)
une R-algebre. L’'image de R dans cette algebre par 1’application de 1’exercice est la
sous-algebre des fonctions constantes, que 1’on identifiera a R. Les fonctions conti-
nues forment la sous-algebre C(I,R) ; et1’on a de méme la sous-algebre des fonctions

dérivables, des fonctions de classe C¥, etc.

4. Soient I un ensemble d’indices et (V;);cr une famille de K -algebres indexée par I.
On fait du produit [] V; un anneau en posant (avec les notations de la définition) :
icl
V(wi)ier, (Wiier € [[Vis (@i)ier * (vi)ier = (@i x yi)ier.
icl
La structure de K -espace vectoriel et la structure d’anneau de [ V; sont compatibles
icl
et en font une K -algebre. Si, pour chaque indice ¢, W; est une sous-algebre de V;,
alors [] W; est une sous-algebre de [] V;. Par exemple, K est une K -algebre. Le
i€l i€l
sous-espace /() des familles 2 support fini (voir le module II.3 de [L1]) est stable
par multiplication mais ne contient ’unité que si I est fini : sinon, ce n’est donc pas
une sous-algebre.
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Exercice 15.

Soit L un corps (que 1’on ne suppose pas commutatif) dont K est un sous-corps (commuta-
tif). On a fait de L un K -espace vectoriel. D’ autre part, c’est évidemment un anneau. Est-ce
une K -algebre ? Que dire des cas de Q, R, C, H (ot H désigne le corps des quaternions) ?
Solution. Puisque la loi interne et la loi externe sont toutes deux la multiplication de L, il
s’agit de vérifier I’'égalité \xy = xAy lorsque A € K et z,y € L. Cela revient a exiger
que tout élément de K commute avec tout élément de L : on dit que K est central dans L.
Les inclusions Q C R C C fournissent autant d’exemples d’algebres. Le corps H est une
algebre sur Q et sur R, mais pas sur C (car C n’est pas central dans H).

De I’égalité (\.e)*x = \.x, on déduit que tout idéal I d’une K -algeébre commutative A en
est également un sous—espace vectoriel, et I’on obtient donc naturellement une K -algebre
quotient A/I. Par exemple, si P est un polyndme, ’anneau K[X]/<P> est une K -
algebre. Le théoreme chinois se transpose tel quel au cas des algebres : si [ et J sont des
idéaux étrangers de la K -algébre A, le morphisme =z +— (x mod I,z mod J) de A
dans (A/I) x (A/J) est un isomorphisme de K -algebres.

Proposition et définition 45. Soit = un élément de I’algebre V. Le sous-espace
vectoriel de V' engendré par la famille (2™ ),en est une sous-algebre commutative de V.
Cette sous-algebre est appelée sous-algébre engendrée par x et notée K|[z].

On prendra garde a ne pas confondre cette notation avec celle qui désigne 1’al-
A gébre K[X] des polyndmes. Pour rappeler que, dans cette derni¢re, la lettre X
dénote une « indéterminée », nous essaierons d’utiliser systématiquement une lettre majus-
cule dans le cas des polynomes.

Démonstration. Par convention, x° est I'élément neutre de la multiplication. II reste a
vérifier que K [x] est stable par multiplication. Les éléments de K [x] sont les combinaisons
linéaires des =™, donc de la forme ) a;z*, ou I est une partie finie de N et les a; € K.
i€l
Tout élément de K [x] peut donc se mettre sous la forme agz’ + - - - + @, z™ = i a;z’,
. ' N 4 i=0
avec m € N et ag,...,a,, € K.Le calcul de (Z aiﬂcz> * (E bjx3> donne alors :
i=0 §=0

=m,j=n 1=m,j=n 1=m,j=n m+n
g (a;x") * (bja?) = g (abj)x' xa’ = E (aibj)a*™ = g cra®,
i=0,j=0 i=0,j=0 i=0,5=0 k=0
ou ¢, := ., a;b;. Cette formule entraine la stabilité pour la multiplication. On en dé-
i+j=k
ois<m
0<j<n

duit également la commutativité, car, de ’égalité évidente ) a;b; = > bja;, découle la
relation :

(Zm: aiﬂci> * zn:bjxj = zn:bjxj * (i am’) .
i=0 j=0 Jj=0

=0
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Théoréme 46 (Propriété universelle de I'algébre des polynémes).
Soit A une K -algebre. Alors, pour tout z € A, il existe un unique morphisme de K -
algebres K[X| — A tel que X +— .

L’image de ce morphisme est la sous-algebre K[z] de A.

Démonstration. Soit ¢ un tel morphisme ; I'image du polynome > a; X* est :

@(Z aiXi) = Z%‘@(Xi) = ZWP(XY = Zaiﬂﬁi,

d’ou I'unicité. Réciproquement, en posant go(z a; X Z) := Y a; X", on prouve facilement
que I’on a un morphisme d’algebres : on étend ainsi les calculs et la définition de « I’éva-
luation de P en x » ([L.1], module I1.6 sur les polyndmes).

Proposition et définition 47. Avec les notations ci-dessus, on a I’alternative :

(i) Soit le morphisme P — P(x) est injectif et la K -algébre K[z] est de dimension
infinie. Dans ce cas, on dit que z est transcendant sur K .

(ii) Soit la K -algebre K[z] est de dimension finie. Le noyau du morphisme P +— P(x)
est un idéal principal non trivial dont les éléments sont appelés polynomes annula-
teurs de x et dont 'unique générateur unitaire est appelé polynéme minimal de x ;
on le note p,. Dans ce cas, on dit que x est algébrique sur K. Le degré de pu,
qui est la dimension de KJz|, est appelé degré de x (sur K). On a un isomor-

KX
phisme : K[x] ~ KX]
<fig>

Démonstration. Si le morphisme est injectif, K[z] est isomorphe & K[X], qui est de
dimension infinie. Sinon, son noyau est un idéal <P>, ou P est unitaire et non constant
(il faut en effet avoir P(z) = 0). C’est ce polyndme P qui est le polyndme (annulateur)
minimal p, . Les polyndmes annulateurs, i.e. les polyndmes P tels que P(xz) = 0, sont les
éléments du noyau, donc les multiples de i, . D apres le premier théoréme d’isomorphisme,
K[X]
<fhy>

on a un isomorphisme K [z] ~ , et la dimension de K [x] est donc deg i, .

Corollaire 48. Si x est algébrique et si p, = P/* --- P.*, (décomposition en facteurs

: : : : K[X] K[X]
cductibles d K|X)), h  Klz| ~ .
irréductibles dans K [X]), on a un isomorphisme : K [z] P> <P
Démonstration. Cela découle du théoreme chinois.
Exemples.
1. En prenant K := Q et A := C, on retrouve la notion de nombres algébriques ou

transcendants de [L1].

2. Dans une K -algébre de dimension finie n, tout élément est algébrique et de degré in-
férieur ou égal a n. En particulier, dans les R-algebres C et H, dans les K -algebres
M, (K), Lk (E), tout élément est algébrique.
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4 Séries formelles

Les séries de fonctions de la forme ) a,z" sont étudiées en analyse sous le nom de
n>0

séries entieres (modules I1.2 et I1.6). Les coefficients a,, sont alors, en général, des nombres
réels ou complexes. Il y a cependant de bonnes raisons d’étudier de telles séries d’un point
de vue purement algébrique (indépendamment des questions de convergence) et pour des
coefficients arbitraires. On parle alors de séries formelles. Comme pour les polyndmes, cette
étude est possible sur un anneau de coefficients et avec plusieurs indéterminées, mais nous
n’approfondirons que le cas d’un corps de coefficients et d’une indéterminée.

Notre but est de donner une signification et des regles de calcul pour des expressions de

la forme )" a, X", ou, pour commencer, les coefficients a,, appartiennent a un anneau
n=0

commutatif A (nécessairement unitaire par définition). De telles expressions s’apparentent
a des « polyndmes de degré infini » et c’est cette idée vague qui guide leur construction.

Construction des séries formelles sur un anneau A

Rappelons que I’on a construit A[X] en dotant d’une structure d’anneau le groupe AM) des
suites d’éléments de A a support fini. Nous considérons donc ici le groupe AN de routes

les suites (an)nen d’éléments de A. Nous définissons un produit sur AN par la formule
(produit de Cauchy) :

(an)nen (bn)nen = (Cn)nen, o, Vn € N | ¢, := Z ab; = Zaibn_i.
i+j=n i=0

Bien que les suites (a,)nen €t (by)nen ne soient pas supposées a support fini, la formule
qui définit ¢,, ne fait intervenir qu’un nombre fini de termes. Comme pour les polyndmes,
on vérifie que 1’on a fait de A" un anneau commutatif unitaire dont I’élément neutre est
la suite (1,0,...). Il est immédiat que A™) en est un sous-anneau. On note encore X
1’élément défini par la suite (0,1,0,...) et A[[X]] ’anneau AY. Ses éléments sont appelés

séries formelles en X a coefficients dans A. La suite (a,)nen est alors notée > ap, X".
n=0

Cette notation ne doit pas étre considérée comme une somme ou une combinaison
linéaire infinie, ce qui n’aurait aucun sens. Sa signification sera éclaircie a la section 4.2.
L’anneau A[X] des polyndmes en X a coefficients dans A est donc un sous-anneau de
I’anneau A[[X]] des séries formelles en X a coefficients dans A.

Ainsi, 'expression f := ) X"Y™ désigne évidemment un élément de Z[[X]][[Y]], et
n=0
méme de Z[X][[Y]], puisque I’on peut écrire f = > a,Y™, ol chaque a,, := X" est élé-
n=0
ment de Z[X]. Mais elle ne désigne pas un élément de Z[[X]][Y], car on ne peut mettre f
d

sous la forme d’une somme finie > a,Y" ou chaque a,, est élément de Z[[X]].
n=0
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4.1 La K-algebre des séries formelles

Dorénavant, la lettre K désigne un corps commutatif et K [[X]] := { o ap X" | (an)neny € K N}
n=0

I’anneau des séries formelles en X a coefficients dans K. C’est, de maniere évidente,
un K -espace vectoriel et méme une K -algebre. Les opérations y sont définies par les for-
mules :

A anX™) + (Do baX") 1= D caX™ ol VR EN, e = Aay + piby,

n=0 n=>0 n=0
n
(P anx™) (3obaX") =D caX™ o YneN, cri= Y aibj = aibui.
n>0 n=0 n>0 i+j=n 1=0

La K -algebre K[X] des polyndmes en X a coefficients dans K est donc une sous-algebre
de la K -algebre K[[X]] des séries formelles en X a coefficients dans K. Nous ferons
appel a la commode notation suivante : si n € Netsi f := > a, X", alors [X"]f désigne
le coefficient a,, (coefficient de X" dans f). n=0

Ainsi, [X"[(Af + pg) = A[X"]f + p[X"]g, etc.

Exercice 16.

La famille des X™ est-elle une base de K[[X]]?

Solution. Non : c’est une famille libre, mais le sous—espace vectoriel qu’elle engendre
est K[X]. On ne connait aucune base de K [[X]]. On peut démontrer que toute base du K -
espace vectoriel K[X] est dénombrable; mais, par exemple, que toute base du Q-espace
vectoriel Q[[X]] a la puissance du continu (pour la signification de ces termes, voir la
section sur les cardinaux du module « Fondements » de [L1]).

On appelle terme constant de la série formelle f := > a, X" le scalaire
n=>0

te(f) := ag = [X°]f. On le note également f(0). Cette notation ne doit pas étre consi-
dérée comme une évaluation de f en X := 0, ce qui n’aurait aucun sens. Sa significa-
tion sera éclaircie a la section 4.2.3. Les régles de calcul (combinaisons linéaires, produits)
peuvent se résumer ainsi : f — tc(f) est un morphisme de K -algebres de K [[X]] sur K .
Ce morphisme s’identifie d’ailleurs au passage au quotient K [[X]] — K[[X]]/<X>~ K
par I’idéal principal <X >.

Proposition et définition 49.
(i) Soit f := Y a,X™ € K[[X]] non nulle. Le plus grand entier i tel que X° divise f
n=0

est également le plus petit entier n tel que a,, # 0. On le note w(f) et on I"appelle
ordre ou valuation de f. Par convention, I’ordre de 0 est 4oco.
(i) On a, pour A € K* et f,g € K[[X]], les formules :

wAf) = w(f), w(f +g) > min(w(f),w(g)) et w(fg)=w(f)+w(g).
De plus, si w(f) # w(g), alors w(f + g) = min(w(f),w(g)). Les regles de calcul
concernant +oo sont indiquées dans le module sur les polynomes de [L1].

La démonstration est identique a celle donnée pour les polyndmes. En utilisant 1’ordre au
lieu du degré (qui n’est pas défini ici), on en déduit de méme :
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Corollaire 50. L’anneau K[[X]] est intégre.

Proposition 51.
Pour que f € K[[X]] soit inversible, il faut, et il suffit, que w(f) = 0.

Démonstration. Puisque fg = 1 = w(f) + w(g) = 0, la condition est évidemment
nécessaire. On peut aussi bien invoquer 1’égalité tc(f) tc(g) = 1.

Supposons réciproquement que w(f) = 0 et écrivons f := > a, X", avec a9 # 0.
n>0
La série formelle g := > b,X™ est inverse de f si, et seulement si, agby = 1 et, pour
n>0

tout n > 1, > a;b; = 0.On pose donc by := ay ' et, pour tout n > 1, la relation de
i+j=n

n—1
récurrence : b, 1= —agl > an—ib;.
i=0

Exemple. La séric 1 + X + X2 € C[[X]] est inversible. Son inverse est Y. b, X",

n>0
ou by := 1, bg + by = 0, d’olt by := —1; puis, pour n > 2, la relation de récurrence
linéaire a deux pas : b, + by,—1 + bp—2 = 0. On trouve que la suite des b, est pério-
dique . bgp =1, bgp_H = -1, bgp+2 =0.

Exercice 17.

Calculer I’inverse de 1 — X® (a € N*).

En déduire un nouveau calcul de 'inverse de 1+ X + X2 € C[[X]].

Solution. On trouve que (1 — X%)~! = 3 b, X™, ot b, = 1 si n est multiple de a, et 0

n=>0
sinon; autrement dit, (1 — X%)~! = 3> X% . Comme (1 — X)(1+ X + X?) =1— X3,
p=0
on en déduit que I'inverse de 1 + X + X2 est (1 — X) > X% = Y X3 — Y X3p+l,
p=0 p=0 p=0

comme précédemment (voir également 1’exercice 1.1.48 de la page 55).

Théoréme 52. (i) Tout élément non nul de K [[X]] admet une unique écriture uX*,
ou u est inversible. L’élément f divise I’élément ¢ si, et seulement si, w(f) < w(g).

(ii) L’anneau K [[X]] est principal. Tous ses idéaux non nuls sont de la forme <X*>.

Pour la notion d’anneau principal, voir le module d’arithmétique de [L1].

Démonstration. (i) Pour la premiére assertion, il suffit de prendre k& := w(f). La deuxieéme
assertion en découle.
(>ii) Si I estun idéal non nul, soit f € I d’ordre minimum.

Alors, d’apres (i), I = <f> = <X¥>, avec k := w(f).
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Ainsi, étant donnés f et g dans K[[X]], I'un divise I'autre : on dit que K[[X]] est un
anneau de valuation. L’ assertion (ii) se résume en disant que K[[X]] est un anneau de
valuation discreéte (c’est une propriété plus forte). On en déduit qu’il admet un seul idéal
maximal, I'idéal <X > : on dit que K[[X]]| est un anneau local. Enfin, ses seuls idéaux
premiers sont {0} et <X >.

4.1.1 Développements d’une fraction rationnelle en série de Laurent
L’anneau K [[X]] étant integre, on peut construire son corps des fractions, que 1’on no-
tera K ((X)) : c’est le corps des séries de Laurent formelles en X a coefficients dans K .
Une série de Laurent formelle est dite entiere si elle est élément de K[[X]]. De I’asser-
tion (i) du théoreme 52 de la page précédente, on déduit que toute série de Laurent g qui

. 1 1
n’est pas enticre est de la forme — =

= o — %, ol v € K[[X]] est inversible. On peut

donc écrire :
9= b X" =b X Pyt

n>—k

avec b_j # 0. L’entier —k est I’ordre w(g) de la série de Laurent g.L’extension de w
a K((X)) vérifie les mémes propriétés qu’a la proposition 49 de la page 31. On a donc les
égalités :
K((X)) = K[[X]][x7Y] = { Y aX"|ng€Z et Ynng, ay€ K}
nz=ngo

Chaque série de Laurent f := > a, X" admet une unique décomposition en une partie
>n

3

0
entiere | f| := > a, X" € K[[X]] et une partie polaire :

n=0

F=1f1= Y aX"eX KX

no<n<0

Il y correspond une décomposition en somme directe :
K((X)) = K[[X]]® X' K[X].

Le morphisme d’anneaux integres : K[X]| — K[[X]] s’étend en un morphisme entre leurs
corps de fractions : K(X) — K((X)). On dit que ’on a associé a chaque fraction ration-
X+1
X2 -X
admet pour développement en série de Laurent le produit de (X + 1) par la série de Laurent

nelle son développement en série de Laurent. Par exemple, la fraction rationnelle

inverse de la série formelle X2 — X :

X+1 11+X 1 9 1 9
X _x- xXl_x_ —}(1+X)(1+X+X +o)=—-X"T"-2-2X-2X*—-..
Il y a un rapport entre le développement en série de Laurent et les développements limités du
module sur les polyndémes de [L1]. Soit R € K (X ), autrement dit, R est définie en 0. Son
dénominateur est donc inversible dans K [[X]], et son développement en série de Laurent

est une série formelle >  a, X™ (on parle plutét dans ce cas de développement en série
n=>0
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formelle). Alors chaque DL,,(R) (développement limité a 1’ordre m) est la troncature

m
al’ordre m de cette série formelle, c’est-a-dire le polyndme S := > a, X". Rappelons
n=0

que, si R = é S s’obtient par division selon les puissances croissantes de P par Q) :

c¢’est ’'unique polynéme de K,,[X] tel que w(P — SQ) > m + 1.

Exercice 18.

1
Quel est le développement en série formelle de (1= X)) (1= X" ou les a; € N*

sont distincts ?

Solution. C’est > b, X", ou b, est le nombre de solutions en entiers naturels de
n=0

I’équation ajx; + --- + arxrry = n. Le raisonnement est le méme que dans le cas

1
de (1= X2)(1 - X9) (exercice 11.6.29 de [L1]).

Proposition 53. Pour que la série formelle f := > a, X" soit le développement
n=0

en série formelle d’une fraction rationnelle, il faut, et il suffit, qu’il existe d € N et
A0s -+ -y A¢g € K non tous nuls tels que :

Vn2d, apho + -+ apighg = 0.

Démonstration. Notons P := Mg X7+ -+ X;. Alors ap Ao+ - - - 4 appq g est le coeffi-
cient [X"9](Pf) de X" "9 dans la série formelle Pf. La condition de I’énoncé équivaut
donc a dire que Pf est un polyndome de degré strictement inférieur a d + ¢, c’est-a-dire
que f est le développement en série formelle d’une fraction rationnelle (de dénomina-
teur P).

Comme le montre 1’exercice suivant, d’autres criteres de rationalité sont basés sur les déter-
minants de Hankel :

G, p+1 .-+ Opik—1
HT(Lk) — det Ag"), ol Aglk) :: an‘—i-l Gzn‘+2 A an.—i-k
An+k—1 Qn+k  --- Q(pi2k-—2
Exercice 19.
Soit f := > a, X" € K[[X]]. Montrer que si Hc(l‘f;l) =0et Hc(l‘i)j # 0 pour tout entier
n=>0
naturel 7, alors f est rationnelle.
Ao QAd+q
Solution. Puisque Héq) # 0, le systtme A((iq) : = — : admet une
Ag—1 Ad42g—1

(@)

H gﬁ ) = 0, la derniere ligne de A ;" est combinaison linéaire

unique solution. Puisque



4 Séries formelles 35

des précédentes (qui ne sont pas liées parce que H éq) # 0) et’on tire de ce systeme 1’égalité

Ao Adt1+q

Qg0+ FAd12g—1Ag—1 = —Qgt24,d 0l Agnl : = — : . En itérant,
_l’_

Ag—1 ad+2q
on trouve une relation analogue pour tout n > d, et ’on peut appliquer la proposition (ce
critere est complété dans I’exercice 1.1.51 de la page 55).

Le développement en série de Laurent décrit ci-dessus s’apparente aux développements
limités a [’origine d’une fonction numérique. L’analogue des développements limités en
d’autres points s’obtient comme suit. Soit a € K etsoit R € K(X).Enposant X = a+Y
et R(X) = Rla+Y) = S(Y), on définit une fraction rationnelle S € K(Y). Celle-
ci admet un développement en série de Laurent S = Y a,Y" € K][[Y]]. On remplace
alors Y par X — a, et I’on écrit : n2no

R(X) = Z an(X —a)".

n=ngo
Ainsi, le développement en série de Laurent de ¥ u voisinage de 1 s’écrit-il :

1 1
X 1+(XxX-1 2 (1 -1

n=0

Il ne faut toutefois pas attacher un sens littéral a ces écritures. En particulier, X — a
doit étre traité comme une indéterminée et (X — a)™ ne doit pas étre développé.

Iy a enfin un analogue pour les développements limités a I’infini, le développement en série
de Laurent a I’infini d’une fraction rationnelle R € K (X). De tels développements appa-
raitront lors de I’étude des fractions continues dans les modules « Compléments d’arithmé-
tique » et « Polyndmes orthogonaux » de [L3]. On applique a R 1’isomorphisme de K (X)

1
sur K (£) défini par X — ¢ que I’on compose avec le plongement de K (&) dans K ((§))

(c’est-a-dire le morphisme de corps qui a été défini au début de 4.1.1, page 33). Autrement
dit, on pose S(&) := R(1/€) et1’on développe S en série de Laurent.

Exercice 20.
Développer en série de Laurent a I’infini la fraction rationnelle R :=

X241

1
Solution. On note £ := d

-3
: : R

R_ _ _ 1
P41 £+ f14+¢ ¢
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Proposition 54. Notons ¢ : K(X) — K((£)) le morphisme qui associe 8 R son
développement en série de Laurent & I’infini. On a alors :

w(p(R)) = —degR.
De plus, la partie polaire de ¢ (R) est ¢(P) — tc(P), ot P est la partie entiere de R.
Démonstration. Si R = ap + --- + a, X" est un polynome de degré n, alors P = R,

tc(P) = ap et 9(R) = ap€™ " + -+ + a1 + ag a pour ordre —n = — deg P et pour
partie polaire a,&™" + -+ + a1671 = o(P) — tc(P).

o1 g B by + -+ bpXP
Dans le cas général, écrivons R = P+ Cot -t oy X1 ,ou P € K[X], bycg #0etp <gq
et conservons les mémes notations pour P. Alors :
BafP + -+ b
p(R—P)=grr s Tt
i+ + ¢4

est entiere et d’ordre ¢ — p > 0 puisque b,c, # 0. La conclusion découle de méme.

4.1.2 Dérivation dans I'anneau K[[X]]

Appelons dérivation de la K -algébre A un endomorphisme D du K -espace vectoriel A
qui vérifie la regle de Leibniz : Vf,g € A, D(fg) = fD(g) + gD(f). La démonstration
de la proposition suivante est similaire a celle donnée pour les polyndmes et les fractions ra-
tionnelles (module sur les polyndmes de [L1]). Cette définition étend d’ailleurs celle donnée
pour K (X).

Proposition et définition 55.
Pour toute série de Laurent f := Y a,X" € K((X)), on appelle dérivée de f la

n=no

série de Laurent : f' := > na, X" !. Lapplication f — f’ est une dérivation de
nz=ngo

la K -algebre K ((X)). La dérivée d’une série formelle est une série formelle.

On en déduit les regles usuelles de calcul. Par exemple, introduisant la dérivée logarith-
!/

mique 7 on constate que la dérivée logarithmique de fg (resp. de f/g) est égale a la

somme (resp. a la différence) des dérivées logarithmiques de f et de g, etc.

La preuve de la proposition suivante est facile et laissée au lecteur.

Proposition 56. On suppose le corps K de caractéristique nulle. Alors, si w(f) # 0,
ona: w(f) = w(f) — 1. De plus, f* = 0 si, et seulement si, f est constante
(i.e. f € K). Les séries de Laurent admettant une primitive (i.e. une série dont elles
sont la dérivée) sont celles dont le coefficient de X ~! est nul. Les primitives d’une série
donnée different entre elles d’une constante.



