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Comment utiliser le Mini-Manuel ?

La page d’entrée de chapitre

Elle rappelle les objectifs
pédagogiques du chapitre.

g vespace

Le cours

Le cours, concis et structuré,
expose les notions importantes
du programme.

Les rubriques

Une erreur a éviter

% Un peu de méthode

p Un exemple pour comprendre

Les exercices

lIs sont proposés en fin de chapitre,
avec leur solution, pour se tester tout
au long de I'année.
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L'espace R”

Ce premier chapitre aborde les notions d’indépendance et d’espace engen-
dré par des vecteurs dans les espaces vectoriels les plus simples : les sous-
espaces de R”.

1.1 OPERATIONS SUR LES VECTEURS

Définition. Soit # un entier naturel non nul. L’ensemble R"est I’en-
semble des n-uplets (x1,x3,...,X,) de nombres réels.

En géométrie, le plan (ou I’espace) étant muni d’un repere, on peut
décrire chaque vecteur par le couple ou le triplet de ses coordonnées,
élément de R? ou R3. Pour ces raisons, R2, R? et plus généralement R”,
s’appellent des espaces vectoriels. Leurs éléments s’appellent des vec-
teurs.

Définitions
» La somme de vecteurs de R" est définie par
/ / / !/ / !/
(xX1,%2,. . X0) + (X],X5,...,X,) = (X1 + X7,%2 + X5,. .., Xy + X))

Autrement dit, on fait la somme coordonnée par coordonnée.
» Le produit d’un nombre A € R par un vecteur est donné par

AMX1, X250+ 5 Xp) = (AX1,AX,. .., AXp)

Dans ce contexte, A est appelé un scalaire. Pour faire le produit
d’un scalaire par un vecteur, on multiplie chaque coordonnée du
vecteur par ce scalaire.




2 Chapitre 1« L'espace R"

» Etant donnés des vecteurs u et v de R”, on dit que v est colinéaire
a u, lorsqu’il existe un scalaire A tel que v = Au.

On note souvent les vecteurs en colonne plutdt qu’en ligne, on parle
alors de vecteur-colonne. Le vecteur dont toutes les coordonnées sont
nulles est noté O (au lieu de (0,0,...,0)).

TR

3 —6
* Le vecteur |: —4:| est colinéaire a |: 8 ]

-3 6
Définition. Soient vy,v,,. .. ,v, des vecteurs de R". On appelle com-
binaison linéaire des vecteurs v,v,...,v, tout vecteur de la forme

Auy + vy + - +)“PUP’ ou Ag,A,.. .,)\.p e R.

3
Exemple. L'exemple précédent montre que le vecteur |: —4i| est une combi-

-3
3 0
naison linéaire de v; = 2 |etvy,=|3].
—1 1

Définition. Pour tout entier i entre 1 et n, on note ¢; le vecteur dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf la i-eme, égale a 1.

1 0 0
0 1 0
e = 0 ey = 0 e, =
: : 0
0 0 1

Ces vecteurs s’appellent les vecteurs canoniques de R”".

Tout vecteur de R" s’écrit (de maniere unique) comme combinaison
linéaire des vecteurs canoniques de R”. En effet,

X1 X1 0 0
X2 0 X2 0
=04+l 0|4+...4 :

: : 0

Xn 0 0 Xn

=Xx1e1 +x2e2 + -+ Xuey
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Lorsque vy,v3,...,v, ne sont pas les vecteurs canoniques de R", pour
reconnaitre si un vecteur w est une combinaison linéaire des v;, on résout
I’équation linéaire

AV + Ao+ -+ Apvp = w

ol Ay,As,...,A, sont des scalaires inconnus.

p Exemple. (Dans R?)
1 1 0 3
Posonsvi = |0 |, vu=|1]|,n5=|—-1|etw=|2
2 1 1 4

Résolvons I'équation linéaire Ajv; + A v; + Azvz = w, C'est-a-dire

ORIRERY

Cela revient a résoudre un systéme. Lors de la résolution de systémes, on
notera entre parentheses les opérations effectuées ; la notation
(L3 < L3 — 2L,) signifie ainsi que la ligne numéro 3 du nouveau systéme
est obtenue en soustrayant 2 fois la ligne numéro 1 a la ligne numéro 3 du
systeme précédent.Voici le systéme a résoudre :

)\.1"{‘ )\,2 = 3
)\.2 —)\‘3 =2
2M+ A +A3 =4

At Ao =3
N Ay —Az = 2

—}»2 +)»3 = -2 (L3(— L3 —2L1)

)L]"')\Q = 3 }q: 3—)»2
‘i’{ ha = 2©{A3=—2+x2

Ainsi, pour tout A, € R,onaw = (3 — A2)v; + Av2 + (=2 + A2)v3.0n en
déduit que w s'écrit d'une infinité de facons différentes comme combinai-
son linéaire de v;,v, et vs.

On remarque que I'égalité ci-dessus s'écrit

w = 3v; —2U3+A2(—U1+U2+U3), ot —v;+v;+v3=0.
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1.2 SOUS-ESPACE VECTORIEL DE R”

1.2.1 Définition

Définition. On appelle sous-espace vectoriel de R" toute partie
E C R" telle que

» ( appartient a E,

» pour tous w;,wy € E et tout A € R, les vecteurs w; + w; et Aw;
appartiennent aussi a E.

Ainsi une partie £ de R”, contenant 0, est un sous-espace vectoriel si et
seulement si E est stable par les opérations définies dans le premier para-
graphe : la somme de vecteurs et la multiplication d’un scalaire par un
vecteur.

p Exemple. Identifions R? a I'ensemble des points du plan muni d'un repére
d’origine O.Un vecteur O—A)/I|:Z} € R? est ainsi identifié au point M de

coordonnées (a,b).

+ {0} est un sous-espace vectoriel de R?.
+ Toute droite passant par I'origine du repére est un sous-espace vectoriel
—
de R2.En effet,si M; et M, sont sur une méme droite (O A),alors O M, est
— — —

colinéaire a O A,de méme O M, est colinéaire a O A .Par suite leur somme
073 est colinéaire a OA donc M; est sur (OA). De méme, pour tout
A € R, le vecteur A\OM, est colinéaire a O A, donc le point M, tel que
s ey
OM,; = AOM, estsurladroite (OA).

M,
M,

o
A

« Le plan IR? est aussi un sous-espace vectoriel de R?.

. . . . 0
Attention : puisque tout sous-espace vectoriel de R? contient [ 0], une

droite qui ne passe pas par O n'est pas un sous-espace vectoriel de R? !



