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PROLOGO

Hemos elaborado este libro como amplio manual de consulta por parte de estudian-
tes del primer ciclo de titulaciones universitarias en campos cientificos, técnicos,
econdmicos y sociales, en especial para los referidos a Economia, Administracion
y Direccion de Empresas y Finanzas, por cuanto los ejemplos y ejercicios que se
citan estan relacionados con estas materias.

Se puede considerar como un texto continuacion de los libros de bachillerato
en las opciones cientificas, tecnoldgicas, econdmicas y sociales. A diferencia de
estos ultimos, este manual intenta aportar al alumno que ingresa en la universidad
una vision mas cientifica del lenguaje propio de las matematicas, que aporta mas
capacidad de abstraccion y modelizacion de la realidad, incentivada por las apli-
caciones en campos de connotaciones sociales importantes como la Economia,
la Empresa y las Finanzas. Esta vision estd encaminada a mejorar la formacion
cientifica desde el primer curso universitario y permite al alumno elegir, en un
futuro, la lectura de textos econémicos que de otra forma seria dificil abordar por
su abundante lenguaje matematico.

La importancia del analisis de funciones, tanto desde un punto de vista numéri-
co como desde un punto de vista analitico, dentro del Analisis Econdmico y otras
ramas de las Ciencias Economicas y Empresariales es indiscutible. A lo largo del
texto se introducen numerosos ejemplos resueltos y se visualizan los conceptos,
definiciones y propiedades a través de graficos que se completan con los estudios
analiticos correspondientes.

Al final de cada capitulo hemos introducido un apartado dedicado a aspectos
historicos basados en textos maestros dentro de la Economia y la Empresa, que
muestran diferentes contextos en los que se hace uso del lenguaje de las funciones,
como expresion de la relacion de dependencia entre diferentes variables.

Los estudiantes deberan familiarizarse con el uso de software o calculadora
cientifica y con el uso de material disponible a través de la red ya que, sin duda,
constituyen elementos importantes a la hora de efectuar calculos y visualizar pro-
piedades, todo ello como enriquecimiento de otras técnicas mas tradicionales.

El criterio de numeracion que en este manual se ha seguido en las definiciones,
teoremas y proposiciones es correlativo para todos ellos y ayuda simplemente a
localizarlos dentro del capitulo correspondiente. Muchas de las demostraciones no
se incluyen en el texto para darle mas peso a las aplicaciones e interpretaciones de
los resultados. En cada caso indicamos referencias adecuadas para aquellos lecto-
res que deseen consultar estas demostraciones.

Los conceptos basicos de funciones se acompaifian de sus homologos en la teo-
ria economica. Los tipos de funciones que abordamos, en particular, las funciones
convexas, las funciones compuestas, las funciones homogéneas, han sido elegidos
pensando en su nivel de uso en Economia, Empresa y Finanzas. Propiamente, los
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autores hemos considerado conveniente destacar el papel de la composicion de
funciones, ya que permite simbolizar las abundantes relaciones indirectas con que
nos encontramos al construir cualquier modelo econémico. Asi mismo, hemos de-
cidido exponer con mayor amplitud de la habitual en otros textos, los conceptos
y virtudes de las funciones homogéneas por su uso frecuente en la modelizacion
dentro de la teoria econdmica.

En definitiva, esta iniciativa permite adquirir la perspectiva de las aplicaciones
propias de la teoria de las funciones reales de una y varias variables reales en los
campos citados y les inicia en el estudio de dos areas que destacan por su impor-
tancia: por un lado, la Programacion Matematica que juega un papel fundamental
en la toma de decisiones economicoempresariales y, por otro, la Integracion de
Funciones, de aplicacion en multitud de modelos tedricos y econométricos.

Como se observara, este manual es el resultado de un trabajo de equipo, a lo
largo de varios afios de experiencia docente, que surge a partir de la coordinacion
que llevamos a cabo los profesores que impartimos asignaturas de Matematicas en
el Departamento de Economia Aplicada y Métodos Cuantitativos de la Universidad
de La Laguna, mas necesarias si cabe a partir de la nueva estructura cuatrimestral de
la reforma y contrarreforma de los planes de estudio en las titulaciones de Grado en
Economia, Grado en Administracion de Empresas y Grado en Contabilidad y Finan-
zas en nuestra Universidad.

Los autores.
Febrero de 2021.
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LAS MATEMATICAS EN
ECONOMIA Y EMPRESA

1.1. EL USO DE LAS MATEMATICAS EN ECONOMIA
Y EMPRESA

l.1.1. Economia Discursiva y Economia Matematica

Hasta hace pocos afios, y en algun caso aliin hoy en dia, ha sido costumbre, al
comenzar cualquier libro de texto dedicado a exponer contenidos de Matematicas
en el ambito de la Ciencia Econdmica y Empresarial, lanzar una arenga, apoyada
en los testimonios de economistas ilustres (a ser posible Premios Nobel) a favor
de la utilizacion de esta herramienta en un campo cuyos especialistas se habian
mostrado, histéricamente, muy reacios al empleo de la misma en sus escritos'.

Y es que, a lo largo de épocas pasadas se establecia una diferenciacion apa-
rentemente taxonomica, pero sutil en el fondo, entre lo que se entendia como
Economia Discursiva, o aquella parte del razonamiento econdémico que se es-
tablece por medio del lenguaje natural, y Economia Matematica, entendida,
en sentido amplio, como aquella otra porcién del razonamiento econémico que
emplea, en alguna medida, el lenguaje y la l6gica que proveen las Ciencias Ma-
tematicas en su desarrollo.

Sin embargo, en la actualidad, ya inmersos en el siglo XXI y con ¢l en un nue-
vo milenio, esta manera de enfocar el tema en cuestiOn se encuentra claramente
desfasada, sonando esta vieja disputa a “agua pasada” dentro de la profesion. Y no
podia ser de otra forma, puesto que cualquier practicante de la disciplina no habra
tenido mas remedio que echar mano de alguna herramienta matematica, aunque
sea un mero grafico, en algiin punto a lo largo de su carrera.

Es mas, cualquiera que se adentre en el cuerpo del pensamiento econdmico
moderno debe estar familiarizado, en mayor o en menor medida, de acuerdo con
el grado de profundizacion que desee, con el lenguaje y las técnicas matematicas
al uso, aunque luego ni siquiera lo utilice en su propio razonamiento. En caso con-

1 Véase, por ejemplo, los ya clasicos autores foraneos traducidos al castellano: Chiang (1987),
Aryay Lardner (1992), Colin Glass (1982), entre otros muchos. Algunos autores espafioles se de-
dican a profundizar fundamentalmente en los aspectos matematicos, por ejemplo, Grafe (1991),
Caballero y otros (1994), o Vilar y otros (1993).
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trario, se vera relegado solamente a consultar una fraccion, en multiples aspectos o
representativa, de la literatura cientifica econdmica y empresarial.

Nota Complementaria 1.1: Para ilustrar el comentario anterior podriamos acudir
al siguiente grafico® en el que se comparan los contenidos de dos publicaciones
econémicas punteras en EE UU, a saber, American Economic Review y Economic
Journal, entre 1982 y 1986. Para ello se desagregan los articulos publicados en
ambas en dos grandes categorias, Teoria y Analisis Empirico, dividiéndose estas a
su vez en subcategorias tal y como se indica en los graficos.

American Economic Review:
Composicién del contenido cientifico (1982-86)

O Analisis empirico B Analisis empirico g Analisis Teérico
sin utilizar basado en basado en
inferencia experimentos o modelos
estadistica imulaciones matematicos sin

1% 6%

B Andlisis empirico
basado en datos

publicados o
generados en

otra parte B Analisis teérico
39% sin ninguna
formulacion
O Andlisis empirico matematica ni
basado en datos datos
generados a O Metodologia 7%
iniciativa del Estadistica
autor 1%

5%

Economic Journal:
Composicion del contenido cientifico (1982-86)

] Andlisis

slisi O  Analisis I
L] Anélisis alisis /
T s e
en datos utilizar Sl
publicados o infere'nc_:ia o Slmuzoa/:lones
generados_en estadistici
otra parte

@ Anadlisis teérico
basado en
modelos
matematicos sin
ningun tipo de

37%

o A_nélisis datos
empérr:cgatt)s:ado B Analisis Tedrico 52%
generado. sin ninguna
iniciativa del formulacion
a;:/or O Metodologia matedn;fotlsca n
° Estadistica 6%

0%

2 Véase Morgan (1988).
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La Nota Complementaria 1.1 nos da pie también para resaltar dos de los rasgos
predominantes en la Ciencia Econémica y Empresarial moderna. En primer lugar,
a partir de comienzos del siglo XX, el empleo masivo de las técnicas estadisticas
para la validacion empirica de las teorias econdmicas propuestas, y con ellas su
base matematica; en segundo lugar, el uso del ordenador, que llega hoy en dia a
constituirse como una herramienta imprescindible, tanto de cara al analisis tedrico
como empirico, sobre todo a raiz de la popularizacion del PC lanzado al mercado
por primera vez en 1981 de la mano de IBM.

1.1.2. Modelo econémico-matematico. Concepto y construccion

El mundo econémico y empresarial es un ente enormemente complejo. Cualquier
fendomeno econdomico que analicemos esta influido, a buen seguro, por multitud de
factores. Baste pensar, por ejemplo, en la demanda de un simple bien del mercado.
Sus altibajos a lo largo del tiempo pueden deberse a diferentes motivos como, por
ejemplo, variaciones de su precio, variaciones del precio de bienes relacionados
con ¢él, cambios en la renta de los consumidores, cambios en los gustos de estos,
cambios en la cantidad de poblacion, aparicion en el mercado de nuevos productos
que realizan idéntica o similar funcion, cambios climatologicos, etc.

Dado que a nadie se le escapa que resultaria imposible detallar todas las varia-
bles que influyen en un sistema econémico determinado, a los economistas no les
ha quedado mas remedio que hacer abstraccion del mundo real y elaborar modelos
sencillos que recojan lo esencial del mismo, intentando reducir los fendmenos eco-
némicos a proporciones manejables, con el fin de vislumbrar con mayor claridad
las interrelaciones entre sus diferentes componentes.

De igual forma que un mapa callejero nos puede ayudar a comprender y mo-
vernos por una gran ciudad, aunque no incluya todas y cada una de sus casas y
edificios, un modelo economico puede llegar a ser muy util para comprender un
sistema economico, aunque no tenga en cuenta todos y cada uno de los factores
que estan influyendo en su comportamiento.

Ademas, esta manera de obrar no es ajena al resto de disciplinas cientificas. Asi,
un fisico modeliza la materia sobre la base de la idea de molécula y atomo, aunque
este sea en realidad un modelo muy simplificado de la estructura de la materia; un
arquitecto basa sus construcciones en planos y maquetas, etc.

Ahora bien, si en los comienzos del pensamiento economico tales modelos fue-
ron construidos mediante el uso del lenguaje discursivo natural, comienza a me-
diados del siglo XIX un nuevo enfoque del Analisis Econémico®, fundamentado
en la utilizacion del lenguaje y la 16gica propia de las Ciencias Matematicas, con la
finalidad principal de proveer de mayor racionalidad y coherencia interna a estos
modelos.

Esta nueva direccion en el analisis economico se consolida a lo largo del siglo
XX, y junto a la utilizacion masiva de técnicas estadisticas y del ordenador, da

3 Véanse los Apuntes de Historia al final del presente capitulo.
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lugar a lo que actualmente se conoce como modelo econémico-matematico, en-
tendido este como una construccion tedrica formulada en lenguaje matematico que
intenta explicar las interacciones de las variables econdmicas en estudio (represen-
tacion de la realidad economica).

El proceso de construccion de un modelo econémico-matematico no resulta
univoco para todos los investigadores, de la misma manera que el denominado
“método cientifico” en realidad aglomera un conjunto de técnicas y métodos cuyo
denominador comun es llevar el apellido “cientifico™. De cualquier manera, po-
driamos esquematizar su procedimiento de confeccion seglin el diagrama de flujo
recogido en la Figura 1.1 donde, en realidad, no es absolutamente necesario pasar
por todas y cada una de las etapas recogidas para considerar completamente aca-
bada la modelizacion.

Si diéramos un repaso a fondo de los modelos econdmicos elaborados hasta el
momento, apreciariamos que pueden existir algunos cuyas hipotesis de partida se
basan en supuestos razonables que no se encuentran corroborados por el analisis
empirico, en muchos casos porque contrastar estos puede ser imposible de llevar
a efecto (por ejemplo, la teoria de la utilidad del consumidor). También existen
modelos cuyas conclusiones pueden ser dificilmente corroboradas por un analisis
empirico (por ejemplo, el modelo de empresa maximizadora del beneficio supone
que la empresa conoce toda la informacion relevante sobre sus costes y sobre el
mercado al que vende). En muchos casos, el analisis empirico apunta una posible
pauta economica de comportamiento’. En otros, se comienza con un modelo teo-
rico inicial razonable, y se va perfeccionando a través de su contrastacion con los
datos aportados por la realidad econémica hasta obtener un modelo que refleje ade-
cuadamente el devenir®. Sin embargo, habra ocasiones en que nos enfrentaremos
a modelos tedricos razonables que no admiten siquiera contrastacion empirica por
carecer de contrapartidas en la realidad econdmica’.

Asi las cosas, podemos concluir que el analisis econdmico-matematico moder-
no se compone de una amalgama entre Teoria Econémica, formulada en términos
matematicos, y Econometria, cuyas evoluciones, bien sea por separado o inte-
raccionando, fundamentan y conforman buena parte de la Ciencia Economica y
Empresarial contemporanea.

4 Esto no es sino una manera formal de expresar la idea de que “cada maestrillo tiene su librillo”.

5 Como apunta Friedman (1991): “La moda actual me incita a correr hacia el ordenador y mirar
qué extrapolacion econométrica me puede indicar.”

6 Por ejemplo, el simple modelo de demanda y oferta de un producto como predictor del precio de
mercado de este.

7 Asi tenemos la Teoria del Equilibrio General, desarrollada inicialmente por los premios Nobel
Arrow y Debreu (1954), o la version mas sofisticada de Auman (1964).
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Analisis del fenémeno econémico: Se observa el
- fenomeno economico real obteniendo algunos datos

empiricos preliminares sobre su comportamiento.

E l
S Conceptualizacion econémica: Mediante un proceso de abstraccion se
T determinan las variables econdmicas relevantes (se supone que el resto se
A [ | mantiene constante, esto es, ceferis paribus), asi como sus interdepen-
D dencias (hip6tesis empiricas, ad hoc, a priori, etc.)
i
) !
T r M
1 Conceptualizacion matematica: Se elabora un modelo matematico A
c N apropiado al modelo tedrico. T
A ¢ E

o l M
y | N - - . . . A

o) Obtencion de conclusiones matematicas: A partir del modelo matema- T
e M tico formulado y utilizando la ldgica y el lenguaje de las matematicas I
p i (aprovechamos los resultados matematicos existentes, o desarrollamos C
o c nuevos segun necesidades). A
N 4 l 8
o
M Obtencion de conclusiones econémicas: Se interpretan economicamen-
E —| te las deducciones matematicas obtenidas, extrayendo nuevas "leyes"
T sobre el comportamiento del modelo econdémico analizado.
R
| I
A

Evaluacion del modelo obtenido: Se contrasta empiricamente el modelo
formulado, corroborandose en caso de que haya ausencia de contradiccion

con la realidad econdémica observada. En caso de que la experiencia contra-
diga el modelo planteado, sera necesario desarrollar un nuevo modelo a par-
tir de la segunda etapa de este proceso.

Figura I.1. Diagrama explicativo del proceso de construccién de un modelo
econdémico-matematico®.

1.1.3. Ventajas e inconvenientes del uso de las Matematicas
en Economia y Empresa

Mucho se ha hablado y discutido a lo largo de la historia del pensamiento eco-
némico acerca del uso de las Matematicas en el discurso econémico, llegando
incluso a momentos de controversia que, a mitad del siglo XX, provocaron la
aparicion de numeros monograficos en revistas cientificas relevantes’. La cre-
ciente matematizacion de la Ciencia Econémica y Empresarial, su cuantificacion
y la difusion de la Econometria, aparejada a la extension y perfeccionamiento de

8 Siguiendo a Costa Reparaz (1982b), Gonzalez y Gil (2000).

9 Elvol. 36, N° 4, del afio 1954, de la Review of Economics and Statistics se dedica integramente
a discutir el papel de las Matematicas en la Ciencia Econdmica, con interlocutores tan relevantes
como los posteriormente premios Nobel de Economia Paul Samuelson, Lawrence Klein, Jan
Tinbergen o Robert Solow, entre otros.
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los ordenadores como herramienta fundamental para el tratamiento de datos, es
hoy un hecho manifiesto e irreversible, llegando a ser de gran ayuda los nuevos
avances en big data.

No obstante, y con el objetivo de que el lector las discuta y saque sus propias
conclusiones, en los cuadros siguientes intentamos recopilar y sintetizar' las prin-
cipales opiniones vertidas a lo largo de la historia del pensamiento econdmico y
empresarial a favor y en contra del uso de las Matematicas en esta area de conoci-
miento. Debe tener claro el lector que solamente pretendemos recoger diferentes
opiniones.

PRINCIPALES VENTAJAS DEL USO DE LAS MATEMATICAS
EN ECONOMIA 'Y EMPRESA

I. Las Matematicas constituyen un lenguaje mas preciso y conciso que
el discursivo natural. Como tal puede contribuir con mayor rigor légico
a la naturaleza acumulativa del conocimiento y a desarrollos analiticos in-
novadores, sintéticos y a la vez generales, frente a las contribuciones no
matematicas al Analisis Econémico que pecan a menudo de vagas, poco
rigurosas o infladas en exceso.

2. El método matematico obliga al cientifico a explicitar de una manera
clara y sin ambigliedades las hipotesis de partida, erradicando las posibles
contradicciones que pudieran existir entre estas o los supuestos encubier-
tos en las diferentes interpretaciones que se pueden deducir del lenguaje
comun.

3. Permite la utilizacién de la amplia gama de técnicas y teorias dispo-
nibles (lemas, proposiciones, teoremas, etc.) como ayuda en el razona-
miento econémico.

4. Por anadidura, las Matematicas sirven de fundamento a los trabajos eco-
nométricos Yy, por tanto, sin ellas dificilmente se podria llevar a cabo la
contrastacion cientifica con la realidad econémica.

5. El conocimiento de las Matematicas facilita el uso de software cientifico.

Nos obliga a utilizar las matematicas de forma consciente y discri-
minada en la basqueda de relaciones de la Economia y Empresa con otras
ciencias.

10 Siguiendo el trabajo de Beed y Kane (1991).
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11 En este sentido conviene sefialar que la inclusion de asignaturas con contenidos de Matematicas
en las titulaciones universitarias de Economia y de Administracion y Direccion de Empresas en
todas y cada una de las Facultades o Centros relacionados con Economia y Empresa a lo largo de
todo el mundo esta contemplada para evitar precisamente este tipo de situaciones.
Hay que reseflar que esta critica es aplicable no solamente a la Economia Matemadtica sino tam-
bién a la Economia y Empresa, en general.
Valga como ejemplo el libro de texto de Microeconomia Intermedia escrito por Varian (1991),
en el que no se indica explicitamente como o cuando cualquier teorema matematico produce
predicciones empiricamente comprobables.

PRINCIPALES CRITICAS AL USO DE LAS MATEMATICAS
EN ECONOMIA Y EMPRESA

Las Matematicas no son el lenguaje materno de los economistas Yy,
por lo tanto, pueden llevar a problemas tanto de aprendizaje como de co-
municacién entre economistas discursivos y economistas matematicos''.
Los axiomas de la Economia Matemdtica'’? no se corresponden con el
comportamiento del mundo real.

El nimero de teorias generadas por la Economia Matematica comproba-
bles empiricamente es pequeno en comparacién con el volumen global
del Analisis Econémico-Matematico. Este argumento es una consecuencia
directa del punto anterior. Por tanto, si la expresién matematica de un
fendmeno econémico no descansa en supuestos reales, entonces, segiin
sefnalan algunos autores, l6gicamente no pueden llevar al cientifico a pre-
dicciones confirmables empiricamente. De esta manera, mientras que los
economistas-matematicos se preocupan fundamentalmente de analizar las
propiedades formales de sus modelos, existe escaso interés en generar
predicciones contrastables empiricamente'3.

Algunos aspectos econémicos no son naturalmente cuantitativos,
en contraposicion a lo que proclaman fervientemente los propulsores de
las Matematicas. Las Matematicas evitan la atencion sobre problemas
econémicos eminentemente cualitativos, tales como ciertos rasgos
de comportamiento de los agentes econémicos o la inclusién de conside-
raciones de equidad o de las posibles penurias transitorias en los modelos
de politica econémica construidos a partir de la teoria neoclasica, mante-
niéndose una tendencia a sesgar la informacion, reduciendo la importan-
cia de aquellas cuestiones que no son convenientemente cuantificables.
Como consecuencia de ello, la teoria matematica conduce y da forma a los
problemas que son analizados.

La traduccién del discurso econémico sostenido en el lenguaje natural a
las Matematicas puede ser simplista e ilegitima, a pesar de la estricta
equivalencia entre simbolos matemadticos y lenguaje literario que proclama-
ban autores como Paul Samuelson o George Stigler. Esta critica se centra,
principalmente, en dos caracteristicas. Una, las Matematicas no son efec-
tivamente un lenguaje natural y por lo tanto no pueden expresar sino un
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rango limitado de relaciones y acciones humanas; y otra, la expresién de
procesos econémicos en términos matematicos puede conllevar connota-
ciones sobre el comportamiento de los mismos que estos no poseen. Por
consiguiente, las explicaciones de fenémenos econémicos que incluyen
rasgos culturales, sociolégicos, histéricos o psicolégicos, entre otros, son
dificilmente reducibles a expresiones matematicas.

6. No existe una manera objetiva de comprobar cuando la Economia
Matematica es mas precisa o mas simple que la Economia No Matematica.
La claridad, precision y concision de las Matematicas pueden ser cuestio-
nadas. (Cual es la definicion objetiva de los términos claridad, precision o
simplicidad? Perfectamente pueden existir sistemas econémicos analizados
mas habilmente por las Matematicas que sin ellas, y viceversa.

7. Se suele criticar a la Econometria el preocuparse mas por adecuar
ecuaciones de comportamiento, prescindiendo a veces de la Teoria Eco-
némica, en aras del mayor poder predictivo del modelo y en detrimento
de sus posibilidades explicativas. Por otro lado, también se suele criticar
la forma de extrapolar informacion de una determinada muestra al caso
general, pero esto ya es cuestion mas propia de la Teoria Estadistica.

En un esfuerzo de tolerancia e integracion, podemos concluir de la discusion
anterior que parece acertado aceptar la pluralidad de métodos existentes en el Ana-
lisis Economico moderno, tanto matematicos como no matematicos, pues todos
ellos contribuyen, cada uno con sus correspondientes costes y beneficios, ventajas
e inconvenientes, a desnudar la verdad econdmica.

Ahora bien, también debe quedar claro que los desarrollos modernos de la
Ciencia Economica y Empresarial se han guiado, en multiples ocasiones, mediante
métodos matematicos, y que trabajos basados en estos constituyen una rama del
Analisis Economico de gran peso en la actualidad y de gran aceptacion en la comu-
nidad cientifica internacional. Esta perspectiva nos permite afirmar que las causas
de la inclusion de asignaturas con contenidos de Matematicas en las titulaciones
universitarias de Economia y de Administracion y Direccion de Empresas de todo
el mundo residen en dos pilares fundamentales. Por una parte, se intentan corregir
los defectos de comunicacion existentes en el pasado entre economistas matemati-
cos y no matematicos, introduciendo a los futuros economistas o administradores
de empresas en diferentes teorias y técnicas matematicas que les seran de gran
utilidad a la hora de comprender con mayor profundidad diferentes aspectos del
Analisis Econdmico moderno. Por otro lado, el poseer este bagaje basico en el
terreno matematico permitira también a los profesionales del area de las proximas
generaciones utilizar las herramientas matematicas adecuadas a sus desarrollos
analiticos abandonando la antigua aversion a su empleo.

Teniendo en cuenta todo lo dicho anteriormente, concluimos que entre los co-
nocimientos de cualquier economista moderno deben figurar ciertas nociones y
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técnicas matemadticas que le proporcionen una cultura general en diferentes teorias
matematicas, que, junto con otros métodos, le seran de gran ayuda en el desempe-
o de su labor. En palabras del ilustre Frank Hahn'*:

Tengo que decir que alguna clase de formacion cuantitativa sera de utilidad.
Con esto quiero decir que sera util para los economistas ser de aquella clase
de personas a las que les gustaban las Matemadticas en la escuela y que no
se atemorizan al ver una x. Habrd también otras salidas especiales para
aquellos estudiantes mds matematicos. Pienso que también es importante que
el economista esté, como se dice generalmente, “ampliamente educado”. Por
ejemplo, deberia leer poesia.

1.2. LENGUAJE Y RAZONAMIENTO MATEMATICO

En este apartado pretendemos dar un breve repaso, primero a la simbologia ma-
tematica basica que emplearemos —fundamentalmente la propia de la Teoria de
Conjuntos— asi como intentar asentar diversas ideas elementales acerca del razo-
namiento matematico. Posteriormente trataremos aquellas nociones y propiedades
del conjunto de nimeros reales y su producto cartesiano que utilizaremos a lo largo
de todos los capitulos de este manual.

1.2.1. Simbolos e ideas sobre el razonamiento matematico

Las siguientes tablas recogen, con cierto orden, los simbolos matematicos de uso
frecuente y aquellos aspectos del razonamiento matematico que pensamos debe
tener muy claros el lector's, para avanzar posteriormente en el conocimiento y uso
de las Matematicas como herramienta.

SIMBOLOS MATEMATICOS DE USO FRECUENTE
SiMBOLOS SIGNIFICADO EJEMPLOS
se utilizan para describir un _A :,{1’2’3’4} »B=il ’2}
1} . C ={ntmeros enteros positivos
conjunto
mayores que 4}
N conjunto de los nimeros N=1{0,1,2,3, 4.}
naturales
7 conjunto de los niimeros enteros | 7 ={. -4 ,-3,-1,0,1,2,3,4...}
conjunto de los niimeros Q=4{...,-2,-3/2,-1,-1/3,0, 1/2,
Q racionales 1,2,5/2...}
. . R={..,2,-3/2,-1,-1/3,0, 1/2,
R conjunto de los numeros reales 1 \E 2.5/ 1)

14 Entrevista a Frank Hahn en Parkin y King (1992), pag. 261.
15 Véase, por ejemplo, de Guzman (2003).
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SiIMBOLOS MATEMATICOS DE USO FRECUENTE

SiMBOLOS SIGNIFICADO EJEMPLOS
R conjunto de los nimeros reales
no negativos (incluye el 0) R = {0, 1/2, 1, V2,252, 7.
R- conjunto de los l.lumeros reales R={.. -2, -3/2, -1, -1/3, 0}
no positivos (incluye el 0)
€, ¢ pertenece, no pertenece leA,3¢B
- contenido, contenido o igual, no | BcA, CzA, Sea D un conjunto
’= contenido tal que DcA, Nc Z c QcR
U, N union, interseccion AuC =N A~B=B
. conjunto complementario del CRe_A TR —
A subconjunto AcX: A° = X-A BeA B =A-B={3.4}
%) conjunto vacio ANC=J
y tal que A={x/x entero positivo menor
que 5}
PN menor, menor o igual, mayor, 3<4,C ={xeZ/x>4}. SeaxeZ
T mayor o igual tal que x<5, o bien x>7.
) infinito X — 0
= implica perro = animal
cuadrado < poligono de cuatro
S siy solo si lados iguales y cuatro angulos
interiores rectos
para todo VaeA, a<5
3 existe JaceA/a=4
4 4
>0 sumatorio, producto dYa=Ya=10,[Ja=]]a=24
acA a=1 aeAd a=l1

IDEAS ELEMENTALES SOBRE EL RAZONAMIENTO
MATEMATICO

El razonamiento matematico es esencialmente deductivo, esto es, se parte
de unas hipdtesis o conjeturas que se suponen verdaderas y, a través de la
l6gica, se llegan a conclusiones, resultados o tesis, cuya verdad se deduce
de las primeras.

Las formas principales que adoptan los resultados matematicos son las de
Proposicion y Teorema (la diferencia suele estar en la mayor importancia
o alcance de los Teoremas frente a las Proposiciones). Ambos pueden ser de
dos formas:

A=1B
A< B
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En el primer caso la hipétesis viene representada por A y se demuestra la
tesis B. En este caso también se dice que B es una condicion necesaria para
A, esto es, siempre que ocurra A ocurrira también B o, dicho de otra manera
que suele ser de enorme utilidad en la practica, si no se da B tampoco se
puede dar A (esta Ultima afirmacién equivalente al primer resultado se suele
llamar contrarreciproco y esquematicamente seria No B = No A). También
se puede decir que A es una condicion suficiente para B.

El segundo tipo de resultado es lo que se llama una condicidon necesaria
y suficiente (caracterizacion) en el sentido de que A solamente se da cuando
se verifica B y viceversa, es decir, no se puede verificar A y no B, ni tampoco
verificarse B y no A. Es decir, el segundo resultado equivale a dos resultados
del tipo anterior A= B y B = A. Por lo tanto, para probar una condicién
necesaria y suficiente debemos demostrar ambas implicaciones.

A la hora de demostrar la veracidad de un resultado matematico del tipo
A = B, es importante tener presente que disponemos de varios caminos,
principalmente:

a) Demostracion directa: consiste en partir de las hipotesis que tenga-
mos Y, directamente, empleando el razonamiento y la l6gica matema-
ticas, llegar a comprobar que se verifica la tesis.

b) Demostrar el contrarreciproco: probar la afirmaciéon No B = No
A directamente, esto es, suponer que no se verifica B y llegar em-
pleando la l6gica matematica a que tampoco se verifica A.

c) Demostracion por reduccion al absurdo: esta es una tercera via muy
utilizada. Consiste en suponer cierta la hipétesis A y también que no se
verifica B (suponer cierto No B) e intentar ver que de ello se deriva una
situacién contradictoria o absurda, con lo cual si se da A necesariamente
se tiene que verificar B (en caso contrario llegamos a un absurdo).

Por ultimo, baste sefalar que en muchas ocasiones intentaremos probar
un resultado sin llegar a acabar de demostrarlo. En estas situaciones puede
ayudarnos el tomar alglin ejemplo concreto y comprobar si este verifica la
afirmacion que pretendemos demostrar. Si la satisface, no podremos afirmar
la veracidad general del resultado (esto que puede parecer trivial es quiza una
de las fuentes de errores mas extendidas)'é. Si por el contrario, encontramos
un ejemplo para el que no se satisface la afirmacién (esto es lo que se llama
un contraejemplo), entonces ya habremos probado la falsedad de la misma'”.

16

Para que el lector comprenda adecuadamente lo que acabamos de comentar bien vale un ejem-
plo tipico debido a Kuhn. Si nos enfrentamos a la afirmacion: “todos los cisnes son blancos”, y
vemos en un rio un cisne blanco, esto no querra decir que tengamos probada esta afirmacion de
forma general, sino que simplemente la hemos corroborado en un caso concreto (es decir, sola-

mente hemos comprobado que cierto cisne verifica la afirmacion anterior).

Siguiendo con el ejemplo del cisne, efectivamente si llegaramos a ver un cisne negro, ya quedaria

claro que la afirmacion “todos los cisnes son blancos” es radicalmente falsa.
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1.2.2.

ANALISIS DE FUNCIONES EN ECONOMIA Y EMPRESA

Nociones elementales sobre Ry R"

En este apartado queremos recoger diferentes conceptos referentes a los conjuntos
R y a sus productos cartesianos IR” que supondran la base para la mayoria de los
temas que tocaremos en el presente manual. En primer lugar, recordemos la de-
finicion general de producto cartesiano para comprender en toda su dimension el
conjunto euclideo R".

Definicion 1.1. El producto cartesiano de dos conjuntos A y B se denota AXB
y es el conjunto formado por todas las parejas ordenadas

AxB ={(a,b) / acAy beB}

Andlogamente, el producto cartesiano de n conjuntos (n€N) A ,...,A esel
conjunto formado por las n-uplas ordenadas

A x.xA ={(a,..a)/ acd,i=1,.n}.

El caso particular de la definicion anterior que mas nos interesa son los produc-
tos cartesianos de IR por si mismo, esto es, los denominados conjuntos euclideos.

]Rn={(x1,..., x) / xecIR, i=1,...,n}

Asi obtenemos, por ejemplo:

a)

La recta real (n = 1): IRComo es bien sabido, su representacion grafica es
una recta, esto es, existe una aplicacion biyectiva entre los puntos de una
recta y el conjunto de niumeros reales.

R

°- °- P P ®- °- - &

b)

-4 S22 - 0 1152 3 4 5

El plano euclideo (n=2): IR?>= { (x5 x,) / xelR, i=1,2 } Su represen-
tacion grafica se suele realizar a través del sistema cartesiano habitual con
dos ejes de coordenadas.

X2 4 ]R2
bl---- ? (a,b)
|
. I |-
b a X1
v
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¢) El espacio euclideo (n =3): IR 3= { (x5 X, X,) / xelR,i=1,23 } Su
representacion grafica se lleva a cabo habitualmente mediante la proyeccion
diédrica del espacio tridimensional en el plano, con tres ejes de coordenadas.

A R3
X3

'
(-=--} A

A

Cada componente x,, i=1,...,n de un elemento (x,,..., x,) €IR" se suele denominar
también coordenada i-ésima del mismo. Asi, por ejemplo, el punto (1,3,5)eR?
tiene primera coordenada 1, segunda coordenada 3 y tercera coordenada 5. Ade-
mas, notese que en la definicion anterior es esencial que las ternas son ordena-
das, esto es, por ejemplo en IR?, los elementos de coordenadas (1,3,5) y (3,1,5) son
completamente diferentes.

Definicion 1.2. Dados dos puntos x=(x,..., X, ), y=(y,..., ¥ )€ R" se define la
distancia (euclidea) entre x e y, y se denota d(x, y), como aquel nimero real

positivo dado por:

a) Sin=1, Vx,yelR, d(x,y) = |x—y| .

b) Sin>1, VayeR' , d(ry) =+ (6 =3+t (x, = 3,)° .

Ejemplo 1.1. Ejemplos de calculo de distancias en IR".

@EnR  d(-1,2)= |-1-2] =3
d(2.5,10) = |2.5-10| =7.5
Notese que, en consecuencia, la distancia entre dos numeros reales nos da
el numero de unidades que se encuentran entre ellos (concretamente entre sus
representaciones grdaficas).

B EnR  d((1,2),54)=+(1-5) +(2-4)> =+/20
d((0,0),(3,4)=+/(0—3)> + (0—4)> =+/25 =5

Adviértase que la distancia entre dos puntos del plano euclideo coincide con el
numero de unidades que contiene el segmento que los une. Graficamente podemos
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ver esto de forma simple aplicando el Teorema de Pitagoras al triangulo rectan-
gulo que aparece a continuacion:

A
X2

V20 . (5.4)

[ T(12)

v

A

I
|
1 5 X1

Propiedades de la distancia euclidea en IR"

Vx,,zeIR", se tienen las siguientes propiedades de la distancia euclidea de-
finida en IR’ cuya demostracion dejamos al lector debido a que se derivan facil-
mente de la definicion dada:

1. d(x,y) > 0. Ademas, d(x,y)=0 < x=y

2. d(x,y)=d@x)
3. d(xy) <d(x,z) + d(z,p)

(Esta ultima propiedad es mas dificil de demostrar, pues hay que utilizar
ciertas desigualdades para ello. Sin embargo, graficamente en IR’ o IR® el lector
la podré comprobar sin dificultad).

Pasamos a continuacion a recordar en primer lugar la nocion de intervalos
abiertos, cerrados o semicerrados en IR para después definir los conjuntos de IR”
denominados bolas abiertas o cerradas centradas en un punto y de radio dado. Este
concepto nos permitira dar la definicion de entorno de un punto de IR"; estos
conjuntos seran clave en los capitulos siguientes.

Definicion 1.3. Sean a,b€IR, a<b, se definen los conjuntos de nimeros reales
siguientes con la notacion que se indica:

a) Intervalo cerrado de extremos a y b: [a,b]={xeR /a<x<b}

b) Intervalo abierto de extremos a y b: (a,b)=]a,b[={xeR /a<x<b}
¢) Intervalo cerrado en a y abierto en b: [a,b)=[a,b[={xeR /a<x<b}
d) Intervalo abierto en a y cerrado en b: (a,b=]a,b]={xeR /a<x<bh}

Ademas, en los apartados b y d, el extremo a puede ser -0, y en los casos b
y ¢, el extremo b puede ser +co.
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Ejemplo 1.2. Ejemplos de Intervalos en R.

a) [1,2] esta compuesto por todos los niimeros reales entre 1 y 2 incluyendo los
extremos pues es un intervalo cerrado.

b) 11,2] estd compuesto por todos los numeros reales entre 1 y 2 sin incluir los
extremos (esto es, 1,2¢]1,2]) pues es un intervalo abierto.

¢) [1,2[ esta formado por todos los numeros reales entre 1y 2, incluyendo el 1
pero excluyéndose el 2 (es un intervalo cerrado en 1 y abierto en 2).

d) |-0,2] es el conjunto de todos los numeros reales menores estrictos que 2.
e) |-, 2] es el conjunto de todos los numeros reales menores o iguales a 2.
) 11,+0| es el conjunto de todos los numeros reales mayores estrictos que 1.
2) [1,+0] es el conjunto de todos los numeros reales mayores o iguales que 1.

h) |-oo,+00[ coincide con el conjunto de los numeros reales R.

Definicion 1.4. Dado xeIR", reIR >0, se define la:

a) Bola cerrada de centro x y radio r, B (x,7), como el conjunto de puntos de
R’ cuya distancia al punto x es menor o igual que r, es decir,

B (x,7)= {ye]R” / d(x,y)Sr}

b) Bola abierta de centro x y radio r, B(x,7), como el conjunto de puntos de
R’ cuya distancia al punto x es menor estrictamente que 7, esto es,

B(xr)= {yeR"/ d(xy)<r}

Obviamente siempre se tendra que B(x,7)c B (x,7). Cuando hablemos en ade-
lante de una bola centrada en un punto a secas se debe entender una bola abierta.

Ejemplo 1.3. Bolas abiertas y cerradas en R IR y IR,
a) En IR tenemos los intervalos:
B () = {yeR/ d(xy)=|xp| <r} = perxir]
B(x,r) = { yelR/ d(xy)=| x-p| < r} = Je-nxt

Grdficamente,
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b) En IR, sea x=(x ,x,) IR entonces,

B (x,r) = {y=(y1,y2)ele/d(x,y)=+\/(x1 _)’1)2 +(x, _J’2)2 <r}

B () = { =0, IR/ d(x,p)=+ (x5, — 31)* + (%, = 3,)> <7}

Grdficamente estos conjuntos coincidiran, el primero con los puntos de un
circulo centrado en el punto x y radio r incluyendo los puntos de la circunfe-
rencia de centro x y radio v, y el segundo los puntos del circulo centrado en x y
radio r excluyendo los puntos de la circunferencia que lo rodea. Graficamente,

]RZ

X2

v

A

v

¢) En IR, andlogamente se comprueba que la bola cerrada de centro x y radio r
coincide con los puntos interiores de la esfera de centro x y radio r incluyen-
do los puntos de la esfera que la delimita, mientras que la bola abierta de
centro x y radio r consta solamente de los puntos interiores. Grdficamente,

A R3
X3
X3 |-- -
4 1
/, _/, |
RN o Sl
al 1 1 - |-
) N -
Y
| A~ X2
X1 f---4---V
X1
v

Definicion 1.5. Sea xeIR”, se dice que un conjunto ECIR” es un entorno del
punto x si existe alguna bola centrada en x que esta contenida completamente
en el mismo, esto es, si

3r>0 / B(x,r)cE
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Adviértase por lo tanto que, de forma intuitiva, la definicidén anterior esta con-
siderando como un entorno de un punto xeIR" a cualquier conjunto que rodee to-
talmente al punto, en el sentido de que existe una bola centrada en el punto (ndtese
que los puntos de la bola rodean completamente al punto x) formada toda ella por
puntos del conjunto entorno, es decir, contenida en el entorno. Obviamente cual-
quier bola centrada en un punto sera un entorno del mismo.

Ejemplo 1.4. Entornos de un punto en R°.

a) En IR: Las B(2,r), con 1>0, el propio IR o los intervalos ]-»,5[, [0,3], ]0,3],
[0,4[ son todos ellos entornos del punto x=2. Sin embargo, los intervalos
1-0,2[, [0,2], 0 el conjunto {2} no son entornos de este punto puesto que,
el primero ni siquiera contiene al punto (obsérvese que todo entorno de un
punto debe contener a este), mientras que los otros dos no contienen to-
talmente ninguna bola centrada en x=2 (puesto que toda bola centrada en
2 contiene siempre numeros mayores que 2, esto es, a la derecha de x=2).

b) EnTR: Nuevamente las B((1,2),r), con >0, IR, o los conjuntos 10,3]x[1,3],
Joo,1.5[x]1.5,+0[, IRx[0,3], son entornos del punto (1,2). Sin embargo, los
conjuntos [1,2[x]0,3] 6 [0,3[x[1,2] no lo son puesto que no existe ninguna
bola centrada en (1,2) y radio r contenida totalmente en ellos. Grafica-
mente,

X2 /_ B((1,2),r)
2F--== () (132)

S [1,2[x]0,3]

»
»

X1

A

U S—

La definicion de bola centrada en un punto nos permitira clasificar cada punto
de R” con relacion a un subconjunto de IR" dado. Asi, diremos que un punto es
interior a un conjunto si existe una bola centrada en el mismo contenida en el
conjunto, que es adherente si cualquier bola centrada en el mismo contiene siem-
pre puntos del conjunto, de acumulacion si también cualquier bola centrada en
el punto incluye siempre puntos del conjunto diferentes del punto que tratemos,
aislado si existe una bola centrada en el punto que no contiene mas elementos
del conjunto salvo al punto en cuestion, y frontera si cualquier bola centrada en
el punto siempre contiene elementos del conjunto y de su complementario. Las
siguientes definiciones formalizan estas ideas.
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Definicion 1.6. Sea xe R”, AcIR”, se dice que el punto x es

a) Interior al conjunto A, si 3>0 / B(x,7)cA.

b) Adherente al conjunto A, si V>0, B(x,r)NA=J.

¢) De acumulacion del conjunto A, si V>0, (B(x,7)-{x})NA=J.

d) Aislado del conjunto A, si 37>0 / B(x,r)NA={x} .

e) Frontera del conjunto A, si V>0, B(x,7)NA=Z y B(x,r)NA° #J.

Definicion 1.7. Sea ACIR”, definimos los conjuntos:
(1)
a) Conjunto Interior de A, y se denota A, como el formado por todos los

(4]
puntos interiores al conjunto A, esto es, A={xelR" /x es punto interior
de A}.

b) Conjunto Clausura o Adherencia de A, y se denota A , como el formado

por todos los puntos adherentes al conjunto A, esto es, A={xeR" /x es
adherente a A}.

¢) Conjunto Derivado de A, y se denota A’, como el formado por todos los
puntos de acumulacion del conjunto A, esto es, A’={xeIR"” /x es punto de
acumulacion de A}.

d) Conjunto Frontera de A, y se denota Fr(A), como el formado por todos
los puntos frontera del conjunto A, esto es, Fr(A) ={xeR" /x es punto
frontera de A}.

Puntualizaciones a las definiciones anteriores:

a) Facilmente se comprueba que el interior de un conjunto esta siempre inclui-

o
do en el mismo, esto es, A cA. Asimismo, todo conjunto contiene a sus
puntos aislados.
b) Obviamente, todo punto de un conjunto sera adherente, esto es, pertenecera a
su clausura, AC A . Lo mismo ocurre con el conjunto frontera y el derivado

de un conjunto, esto es, A’c A y Fr(A)c A . Adviértase que los puntos fron-
tera o de acumulacion no tienen necesariamente que pertenecer al conjunto.

¢) De la definicidén de punto frontera se infiere inmediatamente que Fr(A)=-
Fr(A®). Por otro lado, un punto frontera necesariamente es un punto aislado
o de acumulacion. Ademas, un punto interior no puede pertenecer a la fron-
tera del conjunto.
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Ejemplo 1.5. Puntos interiores, adherentes, de acumulacion, aislados y fronteras
de conjuntos en R" .

a) En IR Sean a,beR, a<b. Facilmente se deducen a partir de las definiciones
anteriores los conjuntos interior, clausura, derivado y frontera de los distin-
tos intervalos de extremos a'y b.

la, b =labl ; Ja, b =[a.b] ; Jab'[=[ab] ; Fr(la,b)~{a,b}

[a.b]=la,b] : [ab]=lab] : [ab]=[ab] ; Fr(a.b])~{ab}

la.b[=la,b] : (@b ~[a.b] ; [ab[=[ab] ; Fr(abl~{a,b}

la,b]=1a,b[ ; la,b]=[a,b] ; la,b[’=[a,b ; Fr(la,b[)={ab}
Ademas, si a=-00
]—o(:a, b[=]-0,b[ ; ] 00, b[ =]-0,b] ; ]-0,b[’=]-00,b] ; Fr(]-o0,b[)={b}

1= o0,b]=]0.b[ : J—a0,b]=]0.b] ; Jmb]'=]0.b] ; Fr(l-nb])={b}

También, si b=+o0

0
la,+oo[=l]a, ool ; Ja,+oo[ =[a,+oo[ ; Ja,+oo[’=[a,too[ ; Fr(Ja,+oo[)={a}
0 -
[a,+oo[=]a,too[ ; [a,+oo] =[a,too[ ; [a,too[=[a,too] ; Fr([a,too[)={a}
b) En IR?: por ejemplo para el conjunto A=[1,2[x]0,3] representado en el

Ejemplo 1.4b, se tiene

0 —
=11,2[x]0,3[, A=[1,2]x[0,3], A’=[1,2]x[0,3],

Fr(A)=({13x[0,3])w({2}x[0,3)([1,2]x{03)([1,2]x{3})".

Concluimos este apartado con las definiciones de conjuntos acotados, abiertos,
cerrados y compactos en IR”, las cuales jugaran un papel fundamental en multiples
aplicaciones a lo largo de los diferentes capitulos que se enmarcan en el presente
Manual.

18 Obsérvese que el conjunto frontera de A no es sino el formado por los puntos que se sitian sobre
el rectangulo que bordea al mismo.
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Definicion 1.8. Un conjunto AcIR” se dira
0
a) Abierto si todos sus puntos son interiores, esto es, si A=A .

b) Cerrado si contiene todos sus puntos adherentes, esto es, si A=A.

¢) Acotado si existe una bola centrada en 0cIR” y radio >0 que lo contiene
totalmente, esto es, si >0 / AcB(0,r).

d) Compacto si es cerrado y acotado.

e) Convexo si Vx ,x,eX se tiene Ax +(1-A)x,€X, con 0<A<I.

Puntualizaciones a las definiciones anteriores:

a) ACIR" es un conjunto abierto < Fr(A)cA*

Esta afirmacion es inmediata puesto que, en primer lugar todos los puntos
de un conjunto abierto son interiores y, como vimos antes, un punto in-
terior no puede pertenecer a la frontera del conjunto. Reciprocamente, si
Fr(A)cA¢, entonces todo punto a€A necesariamente es interior (esto es,
3r>0 /B(a,r)cA), puesto que si esto no fuera asi (es decir, B(a,7)NA® #0),
como es evidente que B(a,r)NA#J entonces aeFr(A), lo cual seria absur-
do.

b) Un conjunto ACIR” es cerrado <~ Su complementario A* es abierto

Esta caracterizacion alternativa de los conjuntos cerrados y abiertos resulta
muy util en la practica y es una consecuencia inmediata de la observacion

anterior. Efectivamente, si ACIR” es cerrado = A=A y como siempre la

frontera de un conjunto estd incluida en su clausura = Fr(A)=Fr(A°)gK
=A = A° es abierto. Reciprocamente, si A¢ es abierto = Fr(A)=Fr(A°)cA,

y como vimos anteriormente KZAuFr(A) — A=A = Aesun conjunto
cerrado.

Ejemplo 1.6. Conjuntos abiertos, cerrados, acotados y compactos en R".

a) En IR: Los intervalos abiertos por ambos extremos serdn conjuntos abiertos,
mientras que los cerrados por ambos extremos seran conjuntos cerrados
(los intervalos abiertos no contienen su frontera y los cerrados si). Obsér-
vese que no todo conjunto tiene que ser bien abierto o bien cerrado. Asi, por
ejemplo, cualquier intervalo finito que sea abierto en un extremo y cerrado
en el otro no puede ser clasificado en ninguna de estas dos categorias (no
son ni abiertos ni cerrados).

Ademas, siempre que los dos extremos del intervalo sean finitos, el conjunto
serd acotado (siempre encontraremos una bola centrada en 0 que contenga al
intervalo), mientras que si alguno de sus extremos es infinito serd no acotado.
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En consecuencia, cualquier intervalo cerrado de amplitud finita serd un
conjunto cerrado y acotado y, por tanto, compacto.

Por otra parte, todo intervalo, ya sea abierto o cerrado, es también con-
vexo. Sin embargo, un conjunto que este formado por la union de dos inter-
valos disjuntos no tiene porqué ser convexo en general.

0
b) En IR: el conjunto A=]1,2[x]0,3[ es abierto pues A=A , ademas obviamente

es acotado (por ejemplo estda contenido en la bola de centro (0,0) y radio 4).
Al no ser cerrado no sera un conjunto compacto. Por el contrario, el con-

Jjunto B=[1,2]x[0,3] es compacto al ser cerrado (B =B) y acotado. Facil-
mente se comprueba ya que el conjunto C=]1,2]x[0,3] no es abierto puesto
que contiene puntos frontera, ni cerrado puesto que no contiene algunos de
sus puntos frontera (los de coordenadas (1,x), con x€[0,3]), siendo nueva-
mente un conjunto acotado, pero no compacto.

Para construir conjuntos convexos lo unico que tendriamos que tener en
cuenta es que la definicion anterior se traduciria en términos grdficos di-
ciendo que un conjunto es convexo si el segmento que une dos puntos cua-
lesquiera de dicho conjunto esta totalmente contenido en el conjunto.

No convexo Convexo Convexo
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PRECURSORES DEL USO DE LAS MATEMATICAS EN LA CIENCIA

ECONOMICA Y EMPRESARIAL

Se suele apuntar a la Escuela Fisiocratica, con su prin-
cipal exponente, Frangois Quesnay (1641-1774), como
punto de partida de la Economia como ciencia®. Su
método, basado en el proceso de abstraccion, preten-
dia descubrir la existencia de leyes generales que re-
gian el comportamiento de los fenomenos economicos.

Aparecia asi dentro de la historia del pensamien-
to economico el razonamiento deductivo como factor
explicativo de los acontecimientos economicos, dando
comienzo a la metodologia que podriamos denominar
discursiva, que se basa en el lenguaje natural, y que
encontrara ilustres seguidores en los autores clasicos:
Adam Smith (1723-1790), Thomas Malthus (1766-
1834), David Ricardo (1772-1823), o John Stuart Mill

Adam Smith
(1723-1790)

(1806-1873).

Augustin Cournot
(1801-1877)

No obstante, si bien ya Thomas Malthus
apreciaba la posible utilidad del calculo di-
ferencial en la teoria economica®, no fue
hasta bien entrados en el siglo XIX, y de la
mano de varios innovadores, entre los que
podriamos destacar los trabajos de Augus-
tin Cournot (1801-1877), cuando surgio
un nuevo enfoque del andlisis economico
basado en la utilizacion del lenguaje y la
logica que proveen las Ciencias Matema-
ticas, persiguiendose la finalidad principal
de asegurar la racionalidad y coherencia
interna de las leyes economicas estudiadas.

De aqui hasta la actualidad, seria irre-
producible en este corto espacio, la lista de
ilustres precursores del método matematico
en la ciencia economica, optando en este

19 Véase, por ejemplo, Hahne (1995), pag. 70.

20 El folleto de Malthus, “Observaciones sobre los efectos de las leyes del grano” publicado en
1814, contiene probablemente la primera referencia, en la economia politica inglesa, de la utili-
dad del calculo diferencial en la teoria econdmica, tal y como sefiala Spiegel (1990), pag. 349.
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manual por recoger, a lo largo de los capitulos que siguen, diferentes notas histo-
ricas que apuntaradn algunos de estos nombres, asi como algunas de sus contribu-
ciones al estado presente de la disciplina.

Dicho lo cual, a modo de “aperitivo”, y para reforzar la motivacion del lector
hacia nuestra particular parcela, a continuacion recogemos una lista escueta de
insignes economistas que han empleado, en la mayor parte de su obra, el lenguaje
v la logica matematica:

Augustin Cournot (1801-1877) William S. Jevons (1835-1882)
Léon Walras (1834-1910) Vilfredo Pareto (1848-1923)
Francis Y. Edgeworth (1845-1926) Irving Fisher (1867-1947)
Ragnar Frisch (1886-1982) Jan Tinbergen (1903-1994)
Tjalling Koopmans (1910-1986) L. V. Kantorovich (1912-1986)
Paul A. Samuelson (1915- ) Keneth J. Arrow (1921- )

Gerald Debreu (1921- )

NOTAS BIOGRAFICAS: WILLIAM STANLEY JEVONS

William Stanley Jevons (1835-1882) es una de las figuras que ha dejado huella
dentro del pensamiento economico moderno. Nacido en Liverpool, tuvo que in-
terrumpir, debido a dificultades economicas, sus estudios en Filosofia Natural
(basicamente Matematicas, Quimica y Botanica) en el
University College de Londres y marchar a Australia de
contrastador en la Casa de la Moneda de Sidney. A su
vuelta a Londres, Jevons reemprendio sus estudios des-
viando su atencion hacia la Logica y la Economia; se gra-
duo con honores en 1862 y paso a ocupar, sucesivamente,
plaza de catedrdtico de Economia en la Universidad de
Manchester y luego en el University College londinense.
Su aportacion mas emblematica al campo de la Econo-
mia la constituye su obra Teoria de la Economia Politica, »
publicada en 1871, en la que sienta las bases de la Teoria W.S. Jevons
de la Utilidad y con ella la del Principio de la Utilidad (1835-1882)
Marginal, que junto con las aportaciones de Carl Menger
(1840-1925) y Léon Walras (1834-1910) consolidarian la corriente marginalista
que revoluciono en su momento la teoria economica vigente, rompiendo con la
tradicion clasica preponderante en la época basada fundamentalmente en el trio
Adam Smith, David Ricardo y John Stuart Mill. De esta manera, pone la primera
piedra de la moderna Teoria Subjetiva del Valor basada en la utilidad marginal en
oposicion al costo de produccion como determinante del valor de cambio, y con
un rasgo distintivo clave respecto a la tradicion clasica, la utilizacion del método
matematico como herramienta fundamental del andlisis economico. A continua-
cion, recogemos diversos fragmentos del Prologo de esta obra en los que Jevons
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deja patente su particular punto de vista sobre la construccion de la Economia
como ciencia.

TEXTOS CLASICOS: W.S. Jevons, Teoria de la Economia Politica,
187 1. Fragmentos del prologo a la 29 Ed. (1879)

“(...) Dos o tres corresponsales (especialmente Herr Harald Westergaad de
Copenhague) han serialado que una pequeria manipulacion de los simbolos de
acuerdo con las sencillas reglas del calculo diferencial produciria, con frecuen-
cia, los resultados que yo he venido argumentando de forma laboriosa. Toda la
cuestion es de maximos y minimos, cuyas condiciones matemdticas son familia-
res a los matemdticos. Pero, aun en el caso de que yo fuera capaz de presentar
el tema en el conciso estilo simbolico de forma satisfactoria para el gusto de un
matemdtico experimentado, preferiria, en un ensayo de esta naturaleza, obtener
a través de un curso argumental que no solo es fundamentalmente veraz, sino
claro y convincente para muchos lectores que, como yo mismo, no son avezados
matemadticos profesionales. En suma, no escribo para matemdticos, ni como
matemdtico, sino como economista deseoso de persuadir a otros economistas
de que su ciencia solo se puede abordar satisfactoriamente sobre una base
explicitamente matemadtica.

(...) Mientras preparaba esta nueva edicion, se me ocurrio intentar reseniar
todos los escritos de este tipo existentes. Con esta idea, tracé una lista crono-
logica de todas las obras matematico-economicas que me eran conocidas, lista
que se imprimio (por gentileza del director, el sefior Giffen) en el Journal of the
London Statistical Society de junio de 1878 (...). Para evitar malentendidos,
conviene explicar que el criterio para incluir una publicacion o una parte de
una publicacion en esta lista es el de que contenga un reconocimiento expreso
del caracter matemdatico de la Economia o de la ventaja que se consigue me-
diante el tratamiento simbadlico de la misma. Yo sostengo que todos los escritos
economicos deben ser matemdticos en la misma medida en que son cientificos,
porque se ocupan de las cantidades economicas y de las relaciones entre tales
cantidades, y todas las cantidades y relaciones entre cantidades caen en el am-
bito de las Matematicas. (...)

(...) Podriamos remontarnos facilmente auin mds atrds y descubrir que inclu-
so el padre de la Economia, como se le considera con frecuencia es totalmen-
te matemadtico. En el Capitulo V del Libro Primero de la Riqueza de las Nacio-
nes, por ejemplo, observamos como Adam Smith argumenta continuamente sobre
«cantidades de trabajo», «medidas de valory, «medidas de la privaciony, «pro-
porciony, «igualdady, etc., partes cientificas del tratado, a distinguir de las partes
historicas. En el Capitulo Primero del Libro Segundo (pdarrafo 29) se lee: «El
producto de la tierra, las minas y las pesquerias (cuando es la misma su fertilidad
natural) estan en proporcion a la extension y apropiada aplicacion de los capita-
les empleados en ellos. Cuando los capitales son iguales e igualmente aplicados,
estan en proporcion a su fertilidad naturaly. Pero el uso de la palabra igual o
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igualdad implica siempre la existencia de una ecuacion matematica: una ecuacion
es simplemente una igualdad. Y el uso de la palabra proporcion implica siempre
un cociente expresable en forma de ecuacion.

Sostengo, por tanto, que argumentar matemdticamente, sea correcta o erro-
neamente, no constituye ninguna diferencia real por lo que respecta a los au-
tores sobre teoria economica. Pero una cosa es argumentar y otra reconocer y
entender explicitamente el método del argumento. Asi como muchos hablan en
prosa sin saberlo, o, igualmente, construyen silogismos sin saber lo que es un si-
logismo, los economistas han sido durante mucho tiempo matemadticos sin ser
conscientes de ello. El desafortunado resultado es que han sido generalmente
malos matematicos, y sus obras deben perder importancia. He aqui por qué el
reconocimiento explicito del cardcter matemdtico de la ciencia era una condi-
cion casi necesaria para toda mejora sustancial de la teoria. Por supuesto, de
ello no se deduce que ser expresamente matemdtico sea asegurarse la conse-
cucion de la verdad, y en escritos tales como los de Canard o Whewell encon-
tramos multitud de simbolos y ecuaciones sin ningun resultado valioso, debido
al hecho de que simplemente vertieron en simbolos las doctrinas obtenidas, y
erroneamente obtenidas, sin su uso. Tales autores mal interpretaron y tergiver-
saron por completo la funcion de los simbolos matematicos, que es guiar a nues-
tro pensamiento por los resbaladizos y complicados procesos del razonamiento.
El lenguaje ordinario normalmente puede servir de expresion a los axiomas
primeros de una ciencia y con frecuencia también a las ultimas conclusiones;
pero unicamente de la forma mds torpe, oscura y tediosa nos puede conducir a
través de los laberintos de la inferencia. (...).”
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En pleno siglo XXI es inconcebible abordar el tratamiento matematico de la cien-
cia econdomica y empresarial sin la ayuda de la amplia variedad de herramientas
informaticas disponibles. El abanico de recursos de software matematico existente
es hoy en dia inmenso, variado y en constante evolucion. Por ello, no hemos op-
tado aqui por utilizar ningun software especifico para ilustrar el tratamiento in-
formatico de cada uno de los temas que veremos en este manual, sino que, por el
contrario, animamos activamente al lector a que utilice cualquier herramienta de
software disponible, sea cual sea la plataforma en la que se base (MS Windows,
I0S, Android, Linux...), para llevar a cabo una serie de ejercicios que iremos
recogiendo en este apartado de practicas de informatica al final de cada capitulo.

Sin animo de ser exhaustivo, recogemos a continuacion algunas de estas he-
rramientas de software que estan disponibles hoy en dia, y que animamos a que
conozcan y utilicen en alguna medida:

A) Software matematico comercial

1. Derive: supone un software comercial con calculo simbodlico sencillo de utili-
zar pero cuyo fabricante (Texas Instruments) dejo de distribuir en el afio 2007
para ser incorporado desde entonces en calculadoras graficas bajo la denomina-
cion TI-Nspire CAS.

2. Maple: incluye multitud de herramientas de calculo simbdlico y numérico en
una amplia variedad de ramas de las matematicas.

3. Matlab: constituye un sistema de calculo numérico y representacion grafica
que incorpora un lenguaje de programacion avanzado.

4. Wolfram Mathematica: software comercial de algebra computacional que in-
cluye un lenguaje de programacion avanzado.

B) Software matematico libre

1. Euler Math Toolbox: integra un amplio y poderoso abanico de herramientas
matematicas, tanto a nivel numérico como de calculo simbdlico (utiliza Maxi-
ma para esto ultimo).

2. Maxima: constituye un sistema muy completo para la manipulacion de ex-
presiones simbolicas y numéricas, incluyendo diferenciacion e integracion, asi
como para la realizacion de graficos.

C) Sitios webs con herramientas matematicas

1. Geogebra: basicamente es un compendio de herramientas matematicas inte-
ractivas de distribucion libre y de uso sencillo, que permiten desde resolver
ecuaciones hasta realizar y manipular graficos en 2D y 3D.
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. Wolfram Alpha: es una web comercial que pone en libre disposicion un siste-

ma de calculo simbdlico y matricial, ademas de posibilitar realizar graficos en
2D y 3D. También ofrece una version superior de pago con mayores funciona-
lidades.

D) Lenguajes de programacion libres

1.

Python: constituye el lenguaje de programacion matematico mas extendido
en la actualidad debido a su enorme potencia y distribucion libre. Incorpora
bibliotecas de calculo simbolico y matricial (Sympy), de graficos en 2D y 3D,
y numéricas muy potentes.

. R: es un lenguaje de programacion y entorno de trabajo orientado mas hacia

el analisis estadistico, pero que dispone de infinidad de bibliotecas adicionales
(paquetes) desarrollados por una amplisima variedad de usuarios en todo el
mundo, y que posibilita calculos matematicos, graficos en 2D y 3D, asi como
numerosas herramientas para manipular datos.

PRIMERAS PRACTICAS DE INFORMATICA

1.

Acceder e instalar en nuestro ordenador, si es el caso, alguna herramienta de
software matematico que seleccionemos para realizar los ejercicios de mate-
maticas que se proponen. A través de la ayuda e informacion disponible en
internet, familiarizarse con este software y con la manera de introducir ex-
presiones matematicas en el mismo con el objetivo de realizar operaciones,
calculos y graficos.

Utilizar el software seleccionado para realizar a los siguientes calculos en for-
ma simbolica y también aproximando numéricamente los calculos que sean
factibles:

a) 2+ 2 s by X4+ 3% 14x
250 34 2 5
c) Sx+ d) sen(x+ y)
x+2
e) (\/)c2+y3 )( x—y) f) 2™
g) Ln(x*+10) h) Logio(x*+10)

Aprender a introducir las constantes y funciones matematicas que solemos
utilizar: el nimero e, el nimero 7, el simbolo de infinito (), la raiz cuadrada y
de cualquier otro indice, la exponencial, el logaritmo neperiano y en cualquier
otra base, las funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente).
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Calcular el conjunto interior, clausura, derivado y frontera de los siguientes
conjuntos de IR
a) El conjunto de niimeros naturales IN
b) A={-10,-5,0, 5, 10}
©) [2,5],12,5], [2,5[ y 12,5]
d) B= {0, 5}U[1,2]
e) C={1/2" / neN}
f) D=IR-C, siendo C el conjunto dado en el apartadoe anterior.
g) [0,00[ y ]0,00[
h) La bola abierta B(2,3), y la cerrada B (2,3)
2. Calcular el conjunto interior, clausura, derivado y frontera de los siguientes
conjuntos de R%
a) INxIN
b) A={1, 2, 3}x]0,5[, B={1, 2, 3}x]0,5], C={1, 2, 3}x[0,5[ y D={1, 2,
3}%[0,5]
¢) 10,4[x]-1,0[, [0,4[x]-1,0[, [0,4]x]-1,0[, 10,4[x[-1,0[ y [0,4]x[-1,0]
d) E= {(x,y)eIR / x>0, y>0}
e) F= {(xy)eR / x>y}
f) G= {(x,y)eR® / y>x%, x<2}
g) H={(x,y) e IR/ x>+ <1}, I={(x,y) e IR /x*+)*<1} y J={(x,y) e R /x*+)*=1}
h) K={(x,y)eR / x*+)*>1, x*+)?<4}
3. Comprobar si son abiertos, cerrados, acotados o compactos los conjuntos in-
cluidos en cada uno de los apartados de los ejercicios 1 y 2 anteriores.

4. Demostrar las siguientes afirmaciones donde A y B son conjuntos de IR:

a) Si A y B son conjuntos abiertos = AUB es un njunto abierto.

b) Si A y B son conjuntos abiertos = ANB es un conjunto abierto.

¢) Si Ay B son conjuntos cerrados = AWUB es un conjunto cerrado.

d) Si Ay B son conjuntos cerrados = AMB es un conjunto cerrado.

e) Si Ay B son conjuntos compactos = AUB es un conjunto compacto.
f) Si Ay B son conjuntos compactos = AMB es un conjunto compacto.

5. Comprobar que:

a) Un intervalo cerrado de IR es un conjunto compacto.
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b) Cualquier rectangulo cerrado de IR (esto es, cualquier producto cartesia-
no de intervalos cerrados) es un conjunto compacto.

¢) Cualquier bola cerrada de IR” es un conjunto compacto.

APENDICE

Alo largo de este manual, se supone que el lector esta familiarizado con cuestiones
de matematicas basicas tanto de caracter numérico como simbolico. Es decir, que
no tiene dificultades para resolver ejercicios de los tipos que siguen y similares:

A) Clasificacion de los nimeros

1. Indicar a qué conjuntos numéricos pertenecen los siguientes nimeros:

10 1.7 -28 0.0505050 23/7 «/E
2. Escribir en forma de fraccion: 0.054 3.454545

B) Operaciones con numeros

6
1 6
3 3_T,.2_ 9 [g] (-9) =
4 6 9
7 (8
d———|—- 5|= 1 Y16 =
alfEy . o
v
3,3_
5. 2 1_ 11. V52 —42 =
7 5

6. 1475 14° = 12, 18 =27 + 3432 £ V243 =

_3) = V15 _
7. (-3) 13. %ngg)‘
Y3

8. Y 14. (\/;9) S
C) Proporcionalidad

15. Tres amigos compran un décimo de loteria aportando 3, 6 y 9 euros respectiva-
mente. El décimo resulta premiado con 90000 euros, ;como deberian repartir-
se el premio segun la inversion de cada uno?
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16. Calcular:  a) El 7% de 3240
b) E1 20% de 130000
c) E1 3% del 12% de un millon

17. (De qué cantidad son 1200 el 6%?

18. Juan desea invertir 8000 euros. Una parte al 11% de interés y el resto al 10%.
Si ha ganado 850 euros (coémo realizo la inversion?

D) Polinomios y fracciones algebraicas

1
19. (2x3-x2+3) (-x*45x- 5 )=

20, (3z+2) =

et

2x 1 2
+

22. - =
x+1 x+2 x-3
3 2
23, 2x” +3x" +80 _
x—4
- 6x* +7x =5 12x*+11x-15 _

x2+2x—-24  4x*+21x—18

25. Descomponer en factores:
a) 3x>-6x'= c) 4x*-4x+1=
b) 4x*-9= d) x*-3x2-4x+12=

E) Ecuaciones polindmicas

x+5+l:3
2 X

26. 3x+4=10 30.

27, 105x+125(x+20)=120(2x+20)  31.  x*-3x2-4x+12=0

28. 10(32-5)= §+37 32 x2x2x-1=0

29, 2x*4+3x-5=0 33.
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F) Inecuaciones

34,  5x+6<3x-8 37. xX*+x<2
35.  3x>2 38.  |2x+1]<1
36.  10(5-x)>1-x

G) Manipulaciones algebraicas

39, g=2_Y0

7V27t:

40.  D=ap+b, p=

41. B=qp-C, q=,p=, (=

H) Exponencial y logaritmo

4.  x=(-2)} 47.  Lnx=2

43.  x=3.1% 48.  Lnx*=2e

4.  x=(-2)'? 49. = el= etr= e "=

45, 3=12 50. LnO=, Lnl=, Lne=, Ln(+o)=, Ln(-o)=
46. e=3

1) Trigonometria

(Recordar propiedades)
51.  Rellenar la tabla

Grados Radianes

0

/6

45

/3

90

T

270

360

-1/6

-

52.  sen (n/6)=, cos(n/6)=, tg(nt/6)=

53.  senx=0.8, cosx=, 1gx=, x=
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PARTE I

CALCULO DIFERENCIAL
DE FUNCIONES REALES






FUNCIONES REALES DE UNA
VARIABLE REAL

2.1. EL CONCEPTO DE FUNCION EN ECONOMIA. EJEMPLOS

Veamos, a través de algunos ejemplos tipicos, como se introduce de forma natural
el concepto de funcién real como herramienta fundamental dentro del analisis eco-
noémico moderno, incluso desde los modelos mas simples.

Ejemplo 2.1. Supongamos que deseamos estudiar como evoluciona la cantidad
demandada de un cierto bien del mercado provincial, por ejemplo latas de deter-
minado refresco de cola (A-cola) de 33 cl., a lo largo de cierto periodo de tiempo,
digamos una semana.

Lo primero que deberiamos preguntarnos es: ;jqué factores influyen en la
cantidad demandada de este bien en dicho mercado durante el periodo de tiempo
considerado?

Posibles respuestas a esta pregunta son:

P P,....P, I Pob

. . Otros factores: gustos
Precio de n bienes Je &

Precio . Renta media ., de los consumidores,

relacionados (otras Poblacion . . .

del . de los consu- cambios climatologi-

. colas, combustible, . de hecho >
bien midores cos, gastos en publici-

transporte, etc.) dad. ete

No obstante, hasta el modelizador mas inexperto se daria cuenta de que inten-
tar abarcar todas las influencias del mundo real es una tarea, ademas de ardua,
inviable. Por lo tanto, podriamos pensar en comenzar por un modelo sencillo en
el que, ceteris paribus, fijemos nuestra atencion solo en dos variables: Q (cantidad
demandada medida en unidades fisicas) y P (precio del bien medido en u.m.).

Ademdas, deseamos construir un modelo de demanda del consumidor tal que,
dado el precio del bien, podamos determinar la cantidad demandada del mismo.
Esto es, P se toma como dato para el consumidor (en Economia se denomina
variable exogena para el modelo planteado, y en Matematicas variable inde-
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pendiente), mientras que Q dependera de los valores que tome P (en Economia
se denomina variable endogena para el modelo en cuestion, y en Matematicas,
variable dependiente).

En terminos matematicos esto se traduce en postular que la relacion Q<>P se
representa mediante una funcion real de variable real donde, para cada precio del
bien, corresponderd una unica cantidad demandada del mismo.

0=f(P)
Funcion de demanda del consumidor

Vayamos un poco mas alla hacia un ejemplo concreto. Supongamos que dis-
ponemos de datos sobre precios de venta al publico y cantidad demandada de las
latas de cierta cola (A-cola) en nuestro mercado provincial, segun la siguiente
tabla de valores:

Q (latas demandadas en

208241 | 199775 | 191849 | 176254 | 159983 | 140222
una semana)

P (precio de una lata en

‘40‘50‘60‘80‘100‘125
u.m.)

En este caso, empleando técnicas estadisticas, el investigador podria llegar
a la conclusion de que una funcion de demanda adecuada para aproximar esta
situacion seria

0 =240000 - 800P

funcion cuya grdfica se corresponderia con la siguiente':

A

P

300 0=240000-800P

128 | T

140000 O

v

v que nos daria, para cada precio, cuantas latas de A-cola de 33 cl estan dispues-
tos a adquirir, aproximadamente, los consumidores de nuestra provincia durante
el periodo de tiempo considerado.

1 La costumbre en el analisis econdomico es dibujar la funcién de demanda con la variable precios
sobre el eje vertical. Esto es, en realidad lo que se hace es obtener la grafica de la funcion inversa
de demanda, P=f~/(Q)= 300 - Q/800 en nuestro ejemplo. El concepto de funcién inversa serd
abordado mas adelante, en la Seccidn 2.3.
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Ejemplo 2.2. Consideremos una economia en la que se producen dos bienes, en
cantidades X ey, con recursos escasos, de tal manera que la Frontera de Posibi-
lidades de Produccion? viene dada por la igualdad

2y +x*=8

Grdficamente, se puede probar que la representacion de esta curva se corres-
ponde con una elipse centrada en el origen de coordenadas. Como desde el punto
de vista economico solo tenemos en cuenta combinaciones de las cantidades x e y
no negativas, solo dibujamos el primer cuadrante de esta

A

>

2 48 x

En este caso, podemos decir que la igualdad anterior define la cantidad'y como
funcién implicita de x (con la condicion y>0, x>0). La correspondiente funcion
explicita se puede obtener analiticamente despejando y en funcion de x

y(x) =+‘/4—%x2

Esta funcion permite determinar, para cada cantidad del bien x que deseemos
producir, la cantidad madxima del bien y que podriamos fabricar aprovechando

todos los recursos disponibles (por ejemplo, para x=2 unidades, y(2)=+~/2 uni-
dades).

Ejemplo 2.3. Si enfocamos el Ejemplo 2.1 desde el punto de vista de la empresa
productora de las latas de A-cola, podemos obtener, a partir de su funcion de
demanda estimada, la funcion de ingresos totales semanales (en funcion de la
cantidad demandada Q o del precio P) que escribimos bien como

_ — (300-—0)0=3000-_1 02
IMQ)=P(Q) 0= (300~ 0)2=3000 - 0

2 Aqui la palabra Frontera tiene significado matematico y representa la curva que separa la posibi-
lidad (conjunto interior) y la imposibilidad (conjunto exterior) de producir.
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