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a natureza, legando-nos a maravilhosa dadiva das uvas
muito apreciadas por Noé, produziu apenas uma das for-
mas, e deixou para Pasteur produzir a outra! ... a maioria
dos numerosos compostos de carbono ocorrem na natureza
somente na forma levégira ou dextrogira.

Simetria

Hermann Weyl






Prefacio da Terceira
Edicao

Nesta edicao foi incluida uma breve discussao sobre Grupo Duplo na
seccao 8.4, atendendo sugestao de varios leitores. Além disso, foi também
acrescentado um novo capitulo que trata de Topologia nos Materiais, relacio-
nada & transicao que reflete uma estrutura topolégica dos estados quanticos,
resistente a imperfei¢oes do material.

Agradecemos aos editores, aos professores, aos muitos alunos e leitores
que nos conduziram a esta nova edicao, expressando a nossa imensa satis-
facao por isso.

K. Watari
A. Fazzio
Sao Paulo, dezembro de 2025.






Prefacio da Segunda
Edicao

Nesta segunda edigao, um novo capitulo, que trata da simetria axial
em moléculas lineares (capitulo 7, “Moléculas Lineares”), foi incluido para
completar o tema que os livros didaticos existentes tratam, geralmente, ou
de forma muito superficial ou apresentam uma formulacao demasiadamente
complexa, que fogem dos objetivos de um curso introdutério. Os professores
que adotaram este livro, para ministrarem curso de Teoria de Grupos, sen-
tiram também a necessidade de incluir este assunto, de forma que grupos
continuos fossem mais explorados. Além disso, pequenas inclusoes foram
feitas no capitulo que trata da simetria translacional, como, por exemplo,
aplicagoes usando o método “Tight-Binding”.

Agradecemos aos editores, aos professores e aos muitos alunos pelos
incentivos para trabalhar nesta segunda edicao. Gostariamos de registrar
também a nossa imensa satisfagao ao receber o convite da Editora para a
publicacao de uma nova edicao.

K. Watari
A. Fazzio
Universidade de Sao Paulo
Instituto de Fisica

Sao Paulo, fevereiro de 2009.






Prefacio

Esta obra é dirigida primordialmente aos estudantes de graduacao em
Fisica, Quimica e Engenharia de Materiais que tenham um conhecimento
de Estrutura da Matéria ou de Mecéanica Quantica em nivel elementar. A
intengao dos autores é que este seja o livro de primeira leitura em teoria de
grupos finitos aplicado aos problemas de Ciéncia dos Materiais.

Apés ministrar esse curso diversas vezes para estudantes de pds-gra-
duacao do Instituto de Fisica da Universidade de Sao Paulo, sentimos a
necessidade de escrever um texto acessivel para aqueles que pretendem se-
guir a carreira de pesquisador, tanto teérico quanto experimental, na area de
Fisica dos Materiais. Sabemos que existem excelentes livros textos sobre a
Teoria de Grupo dirigidos para areas de Fisica Molecular e do Estado Sélido.
Entretanto, muitas vezes, as ideias ali apresentadas parecem desconectadas
das aplicagoes, por exigir do leitor conhecimentos mais avangados da Teoria
Quantica e de Matematica. Isso tem levado estudantes a criar uma aversao
ao estudo da Teoria de Grupo aplicada. H4 também intimeros livros textos
extremamente elementares sobre a Teoria de Grupo, deixando o estudante
com a ilusao de ter aprendido apds a sua leitura. Contudo, no primeiro
momento em que necessitam desse conhecimento para aplica-lo a seu pro-
blema especifico de pesquisa ou para entender um artigo cientifico sentem-se
frustrados, pois percebem o quao incompletos estao os seus conhecimentos
da matéria. Hoje em dia, trabalhos cientificos na drea de materiais usam
conceitos técnicos e notagoes que integram a “linguagem” da Teoria de Gru-
po. Mas esse vocabulario especializado, que parece ser complexo, nao faz
parte do dia-a-dia de um estudante de graduagao e de ingressantes na pds-
graduagao. Nosso objetivo é, portanto, fornecer um conhecimento bésico da
Teoria de Grupo aplicada, para que o aluno tenha os elementos necessarios
para poder usi-la de forma independente em seu campo de trabalho.

Sempre que inicidvamos nossas aulas de Teoria de Grupo através de de-
fini¢oes e teoremas matematicos, os mais impacientes sempre perguntavam:
“Para que serve isso?” ou “Onde iremos chegar?” Nés, entao, dedicdvamos
uma aula procurando mostrar sua relevancia, em areas de atuacao como
na Fisica, na Quimica, na Biologia, nas Artes Plasticas, na Literatura etc.
Neste livro iniciamos com definigbes e teoremas; continuando a leitura, o
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leitor vera a beleza de uma matematica aplicada.

Grosso modo, a obra pode ser dividida em duas partes. Nos capitulos 1
ao 5, sao apresentados conceitos bédsicos e teoremas necessarios para uma
boa compreensao da Teoria de Grupo. Nos capitulos 6 ao 9, encontram-se
algumas aplicagbes mais importantes.

O capitulo 1 fornece conceitos basicos e teoremas referentes a Teoria dos
Conjuntos e as estruturas algébricas modernas em nivel elementar. Como a
Teoria de Grupo é uma parte da estrutura da Algebra Moderna, as nogoes
selecionadas sdo muito tteis, principalmente nas abstragoes. O capitulo 2
apresenta defini¢oes e conceitos de grupo propriamente dito, do ponto de
vista puramente matematico. No capitulo 3, sao mostrados a associagao
das operacoes de simetria de moléculas com os elementos de grupo e o
procedimento sistematico para classifici-lo segundo as simetrias envolvidas.
O capitulo 4, por sua vez, contém a teoria de representacoes, na qual os
conceitos de redutibilidade e irredutibilidade sao investigados. Teoremas re-
ferentes a representagoes irredutiveis sao apresentados e demonstrados. A
tabela de caracteres, em que os grupos sao classificados, e as representacoes
irredutiveis de cada um deles é o assunto do capitulo 5. Discute-se, ain-
da, construgao de uma tabela de caracteres baseada em teoremas estudados
no capitulo 4, mostrando uma lista de tabelas de caracteres. Enfatizamos
neste ponto que os capitulos 4 e 5 constituem o cerne do aprendizado das
aplicagoes da Teoria de Grupo. O capitulo 6 é onde comecam de fato as
aplicacgoes da Teoria de Grupo em problemas da Fisica. Examina-se a cone-
xao0 da Teoria de Grupo com a Mecanica Quantica para se estudar os estados
eletronicos de atomos, moléculas e aglomerados. O capitulo 7, por seu tur-
no, é dedicado a aplicacao da Teoria de Grupo em sistemas com estados
multieletronicos. Ja a aplicacao na determinagao das regras de selecao em
excitagoes eletronicas e vibracionais é discutida no capitulo 8. Finalmente,
o sistema cristalino é objeto do capitulo 9, enfatizando-se nogoes bésicas
de célculo de faixas de energia de um cristal com a aplicacdo da Teoria de
Grupo.

Os autores agradecem aos professores e aos alunos que fizeram leituras
criticas e inimeras sugestoes. Agradecemos também ao professor Luis Vidal
Negreiros Gomes e a Editora da Universidade Federal de Santa Maria pela
cedéncia das figuras e a capa deste livro.

A. Fazzio
K. Watari
Universidade de Sao Paulo
Instituto de Fisica

Sao Paulo, fevereiro de 1998.
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Definicoes e Teoremas

Para a compreensao do assunto abordado neste livro, sdo de fundamental
importancia as defini¢coes e os teoremas apresentados a seguir.

1.1 Conjuntos e Operacoes

O proposito de se comegar com um resumo a respeito de Teoria dos
Conjuntos e algumas estruturas algébricas modernas é uma tentativa de
apresentar uma visao unificada daquilo que poderia parecer um tépico de
matematica com alto grau de abstracao. O interesse deste livro nao é uma
visao matematica completamente abstrata, mas o uso de abstragao é til
na compreensao de muitos principios mateméticos modernos que o leitor
fatalmente terd de enfrentar. Aqui se encontram somente as definigoes e os
teoremas imprescindiveis para o desenvolvimento dos tépicos da Teoria de
Grupo nos capitulos e nas sec¢oes adiante.

Defini¢ao 1.1 — Um conjunto é uma colecdo de entidades bem definidas
chamadas elementos ou objetos. Esses elementos podem ser niimeros, pessoas,
animais, paises, rios, livros etc.

Neste livro, serd adotada a convengao comum de denotar conjuntos por
letras maitsculas A, B, C etc., e os elementos por letras mintsculas a,
b, ¢ etc. Um conjunto pode ser apresentado na forma tabular, como em

A:{avbvcvpa t}v

ou na forma de construgao, em que se descrevem determinadas propriedades
que devem ser satisfeitas pelos elementos, como em

E={z|z é miltiplo de 3}
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ou em
E={z |z é primo}.

Se um elemento = pertencer ao conjunto A, diz-se que x pertence a
A, ou x esti em A e é denotado por:

r €A,

Por outro lado, se z é um elemento qualquer e se A é um conjunto, entao,
admite-se que se saiba se x pertence a A ou se x nao pertence a A. Se
x nao pertencer a A, denota-se por:

r&A.

Um conjunto pode ser classificado em:

Congunto Vazio — se o numero de elementos for zero. Denota-se por {}
ou . Note que quando escrever {(}} , ndo se trata de
um conjunto vazio.

Conjunto Finito — se o nimero de elementos for finito. Exemplo: Os con-
juntos {—1, 1, 2} e {a, e, i, 0, u} sdo conjuntos finitos.

Congunto Infinito Enumerdvel — se o nimero de elementos for infinito e
se puder associar, a cada elemento, um ntmero na-
tural numa correspondéncia um a um, tal como em
{2,4,6,...} e {1,4,7,10,...} que sdo exemplos de
conjuntos infinitos e enumeraveis.

Conjgunto Infinito nao-Enumerdvel — se o nimero de elementos for infinito
e se ndo puder fazer a associacdo um a um de nimeros
naturais a cada elemento. Um exemplo familiar deste
tipo de conjunto é o dos niimeros reais.

Definigao 1.2 — Seja um conjunto E = {a, b, ¢, d, ...} . Operagao entre
dois elementos desse conjunto é definida e simbolizada como:

ab = ¢,
ba = d.

No primeiro caso, diz-se que “a operando sobre b resulta ¢” e, no segundo
caso, “b operando sobre a resulta d” . Essas simbolizacdes ndo necessaria-
mente significam multiplicacdes e nem que ¢ =d.

Para um conjunto finito, cujo nimero de elementos é pequeno, pode ser
conveniente usar uma tabela de operacdo que a define. Por exemplo, seja
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um conjunto finito E = {a, b, ¢} . Uma operagao entre os elementos pode
ser definida mediante o uso de uma tabela como a mostrada a seguir:

o oQ

(ISRl
Qoo |
S0 Q|0

A leitura desta tabela é feita (linha) x (coluna), isto é, dada uma operagao
cb, procura-se o resultado a no cruzamento da coluna b com a linha c.
Da mesma maneira, ab=c, bc = c etc.

Definigao 1.3 — Se uma operagdo ab = ¢ for definida para qualquer ele-
mento a e para todo elemento b do conjunto E, e se ¢ sempre estiverem E,
a operacdo é chamada interna. Se, ao contrdrio, ¢ n3o estiver em E, diz-se
que a operagdo é nao interna.

Exemplo 1.1 Seja E o conjunto de niimeros naturais.

1. Operagoes internas:

(a) adicao 1+2=3;
(b) multiplicagao 2 x3=6;
(c) exponenciagdo 23 =38.

2. Operacgoes nao internas:

(d) subtracgao 1-2=-1;
(e) divisao 1+2=1/2;
(f) radiciacdo V2 =1,25992105...

Exemplo 1.2 Seja V o0 conjunto de todos os vetores de um espacgo tridi-
mensional.

1. Operagoes internas:
(a) adicao de vetores;
(b) produto vetorial.

2. Operagoes nao internas:
(c) produto escalar de dois vetores;
(d) triplo produto escalar.

Definicao 1.4 — Uma operacdo em E chama-se associativa se a propriedade
(ab)c=a(bc) estiver satisfeita para todos elementos a, b, c € E.

Definicao 1.5 — Diz-se que uma operagdo em [E é comutativa se a proprie-
dade ab = ba estiver satisfeita para todos elementos a, b € E.



22 Introducao & Teoria de Grupos

Exemplo 1.3 No conjunto dos numeros complexos C, as operagées de
adicao e de multiplicacao sao associativas e comutativas. Entretanto, a ope-
racao de subtragao nao é associativa nem comutativa.

Definigao 1.6 — Seja uma operacdoab = g em E. Se, para todos os elemen-
tos a, b,c € E, ab=ac implicar em b = ¢, entdo, diz-se que essa operagio
possui propriedade de cancelamento a esquerda. Por outro lado, se ab = cb
implicar em a = ¢, entdo, diz-se que essa operacdo possui propriedade de
cancelamento a direita. Se possuir ambas as propriedades de cancelamento,
tanto a esquerda quanto a direita, diz-se que essa operacdo possui lei do can-
celamento em [E.

Exemplo 1.4 Seja um conjunto E = {a,b} e considere as seguintes ope-
® |

racoes:
(@ |a b b la b |
a b a b a a a
b a b a b b b
1. As quatro operagdes possiveis do caso (a) sdo: aa = a, bb = a,
ab=1"0 e ba=10. Conclui-se das duas primeiras que aa =bb e das
duas ultimas que ab = ba, mas nao mostra nenhuma possibilidade

de cancelamento, seja a esquerda, seja a direita. Portanto, no caso
(a), nao ha cancelamento a esquerda nem a direita.

(©) (d)

QR
e 2|
QR
e 2|
o o o

2. As operagées do caso (b) sdo: aa=a, ab=b, ba=a e bb=a.
Da primeira e da terceira obtém-se aa = ba. Se isso implicar em
a = b, hda um cancelamento a direita. A igualdade ba = bb é obtida
da terceira e da quarta operacao. Assim, se a = b, existe um cance-
lamento & esquerda. Portanto, o caso (b) pode ter um cancelamento
a esquerda e um a direita, ou seja, pode ter uma lei do cancelamento.

3. Jd o caso (c) apresenta as operagoes aa = a, ab = a, ba =10 e
bb =0b. As primeiras duas operagoes levam a igualdade aa = ab.
Se disso resultar em a = b, trata-se de um cancelamento a esquerda.
As dltimas duas resultam em ba = bb e, assim, pode-se ter a = b.
Isso, novamente, é um cancelamento a esquerda. KEssas operagoes
nao mostram possibilidade alguma de cancelamento a direita. Assim,
podem existir dois cancelamentos a esquerda no caso (c), mas nenhum
a direita.

4. As operacées aa = a, ab=0>b, ba =a e bb = b sao referentes ao
caso (d). A igualdade aa = ba provém da primeira e da terceira
e se implicar que a = b, este é o caso do cancelamento a direita. A
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segunda e a quarta operagao implicam na identidade ab = bb. Se isso
resultar em a = b, trata-se, novamente, do cancelamento a direita.
Dessa forma, o caso (d) é o contrdrio do (c), isto é, pode ter dois
cancelamentos a direita, mas nenhum a esquerda.

Definigao 1.7 — Seja E um conjunto n3o vazio. Se existir um elemento
er € E tal que
aer =a,

para todo a € E, entdo, e, é chamado elemento identidade a direita de E
relativo a essa operacdo, ou simplesmente identidade a direita de E. Se existir
um elemento e; € E que satisfaz

era=a,

para todo a € E, entdo, e, é chamado elemento identidade a esquerda de
E relativo a essa operacdo, ou simplesmente identidade a esquerda de E.

Exemplo 1.5 Considere as operagoes do exemplo anterior.

1. A operagao definida no caso (a) possui um elemento identidade &
esquerda (pois ab=1b) e um a direita (porque ba =b).

2. A operagao definida no caso (b) possui dois elementos identidades &
esquerda (é o que mostra o resultado ab="b e ba = a ), mas nenhum
a direita.

3. A operacao definida no caso (¢) possui dois elementos identidades a
direita (porque ab=a e ba =0>), mas nenhum & esquerda.

4. A operacao definida no caso (d) também possui dois elementos iden-
tidades a esquerda (devido a ab=1>b e ba = a) e nenhum a direita.

Observe que, nas operagoes definidas em [E, pode haver mais de um ele-
mento identidade ou nenhum.

Defini¢ao 1.8 — Um elemento e de um conjunto E é chamado elemento
identidade de E relativo a uma operagdo em E se

ae=ea=a
para todo a € E.

Exemplo 1.6 No conjunto dos numeros reais, zero é o elemento identi-
dade em relagao a adigao, ao passo que o elemento identidade em relagao a
multiplicacao é o ntimero 1.
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Teorema 1.1 — Seja uma operagdo definida em um conjunto E.
1. Se essa operacdo possuir um elemento identidade e, entdo, e é (nico.

Demonstracdo: Sejam e e ez elementos identidade da referida ope-
racao em E. Entao, ejes = e; e ese; = ea. Mas da definicao 1.8,
e1 ey = ege1. Portanto, e; = ey . |

2. Se essa operacdo possuir um elemento identidade a direita e, e um
elemento identidade a esquerda ey, entdo, e, =ey.

Demonstragcao: Uma vez que e, é o elemento identidade a direita,
ece, = eg. Também e, sendo o elemento identidade a esquerda,
ere, =e.. Assim, e, =¢y. [ |

3. Se essa operagdo for comutativa e possuir elemento identidade a direita,
e, entdo, e é também elemento identidade a esquerda.

Demonstracdao: Se o elemento identidade a direita de qualquer © € E
for e, entao, xre = x. Como a operacao é comutativa, re = ex.
Dessa forma, e é também elemento identidade a esquerda. |

Definicao 1.9 — Seja a € E. Se para todo b, ¢ € E a igualdade ab=ac
implicar em b = ¢, entdo, a é chamado elemento regular a esquerda de E.
Se, para d € E, a igualdade bd = cd resultar em b = ¢, o elemento d é dito
elemento regular a direta de E. Se ab = ac implicarem b=c e ba=ca
também implicar na mesma igualdade, entdo, a é elemento regular de E.

Exemplo 1.7 No conjunto dos niimeros inteiros, zero é um elemento regu-
lar com relacao a opera¢do de adi¢do, mas nao o € na operacao de multipli-
cacao.

Teorema 1.2 — Se a e b forem elementos regulares de E sob uma operacdo
associativa, entdo, ab é também um elemento regular de E.

Demonstragao: Seja x,y € E tal que (ab)x = (ab)y. Entao, pela associa-
tividade da operagao: a(bxz) = a(by). Sendo a elemento regular, tem-se
bz = by. Como b também é elemento regular, * = y. Entdo ab é um
elemento regular a esquerda. Demonstra-se que ab é um elemento regular
a direita de maneira analoga. Portanto, ab é elemento regular de E. W

Definigao 1.10 — Considere uma operacdo em E. Sejam e, um elemento
identidade a direita de E e e, um elemento identidade a esquerda de E
relacionados a essa operag3o. Se a € E e existir a,~! € E tal que

-1

aa,

= €r,
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entao, ar_l é chamado elemento inverso a direita e a é dito elemento in-
vertivel a direita em E. Por outro lado, se existir a[l € E tal que

a, a=ey,

entao, a[l é chamado elemento inverso a esquerda e a é dito elemento
invertivel a esquerda em E.

Teorema 1.3 — Se uma operacdo em E é associativa, e se existirem a[l
-1 5 -1 _ -1
e a, " para a € E, entdo, a, =a, .
e N -1y — (, 1 -1 _ -1 _ -1
Prova: a, " =a, e, =a, (aa,')=(a, a)a, ' =era "' =a; |

Definigao 1.11 — Em um dado conjunto E, suponha que exista uma relagdo
«, denotada por aab, em que a €E e b€ E (por exemplo: reta a L reta
b, 5<7 etc.).

a) Se, para todo = em E, a condicdo x«x estiver verificada, entdo, a é
reflexiva.

b) Se, paratodo z e y em E, zay implicarem y«ax, entdo, « é simélrica.

c) Se, para quaisquer z, y e z em E, zay e yaz implicar em zaz,
entdo, a € transitiva.

Exemplo 1.8 Sejam retas a, b e ¢ num plano II.

a) A relagao de paralelismo entre essas retas em II é reflexiva, simétrica e
transitiva, pois vale a relagao:

alla;
allb = b a;
allb e blle = alec.

b) A relagdo de perpendicularismo entre essas retas em I1 é simétrica, mas
nao € reflexiva nem transitiva, pois

ata;
alb — bla;
alb e ble = alc.

Exemplo 1.9 A relacao de igualdade entre os numeros reais ou complexos
é simétrica, reflexiva e transitiva, pois, se a,b,c € R ou C,

a=a;
a=b =— b=a;
a=b e b=c — a=c.
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Exemplo 1.10 A relacao de ordem é transitiva, mas nao é reflexiva nem
simétrica, pois, por exemplo,
24 2;
2<7 = T<2;
2<7 e T<9 = 2<09.

Definigao 1.12 — Uma relagdo a sobre um conjunto E é dita relacao de
equivaléncia se, e somente se, « for simultaneamente reflexiva, simétrica e
transitiva.

Se «a for uma relagdo de equivaléncia sobre um conjunto E, e se a e b fo-
rem dois elementos de E tal que a ab, diz-se que a é equivalente a b modulo
a e é denotada por a = b(mod «). Se « estiver fixada, a notacdo a = b
pode ser usada.

Exemplo 1.11 Seja um conjunto E = {0, 3, 6} . Qualquer elemento desse
conjunto é divisivel por 3, ou seja, o resto da divisao por 3 é zero. Assim, é
possivel estabelecer uma relacao de equivaléncia por meio da expressao
a = b(mod 3) entre dois elementos quaisquer de E. E imediato verificar que
0=0,0=3,3=0,0=6,6=0,3=3,3=6,6=3, 6=6 como
elementos que tém propriedade de ter zero como resto da divisao por 3.

Definigao 1.13 — Seja a uma relacdo de equivaléncia sobre um conjunto
ndo vazio E. Para todo a em E, o subconjunto

Cla) ={z €E | z =a(mod )}

é denominado conjunto fatorado de E. O conjunto C(a) é determinado pelo
elemento a dito representante de C(a).

Teorema 1.4 — Dados dois conjuntos fatorados C(a) e C(b) de E, se am-
bos possuirem um elemento em comum, todos os elementos sdo comuns, ou
seja, o conjunto C(a) é o mesmo que o conjunto C(b). Dito em outras pala-
vras, se C(a) e C(b) forem conjuntos distintos, ndo possuem elemento algum
em comum.

Demonstracao: Se x € C(a), entdo, x = a. Se x € C(b) também, entao,
x = b. Da propriedade transitiva a = b. Da propriedade simétrica b = a .
Isso mostra que C(b) é o mesmo que o conjunto C(a). |
Observagao: Essa propriedade mostra que qualquer elemento do conjunto
fatorado é representante desse conjunto.

Exemplo 1.12 Seja o conjunto E = {0,1,3,4,6,7,8,9,11}. Se uma rela-
¢do a = b (mod 3) entre dois elementos quaisquer for estabelecida, obtém-se
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trés conjuntos fatorados: C(0) = {0,3,6,9}, C(1) = {1,4,7}, e C(8) =
{8,11}. Eimediato constatar que nenhum desses conjuntos fatorados possui
elementos em comum.

Observagao: Como 2 = 8 (mod 3) , o dltimo conjunto fatorado, C(8), deve-
ria ser expresso como C(2). Entretanto 2 € E neste exemplo e, por causa
disso, usou-se o elemento mais proximo de 2, que, no caso, é 8.

1.2 Aplicacoes

Em todos os conjuntos discutidos até agora, a ordem dos elementos nao
era relevante. Assim, se x e y s@o elementos de X, entdo {z, y} = {y, =} .
Os conjuntos de elementos repetidos também nao foram considerados, isto €,
até aqui foi suposto implicitamente que {z, y, z} = {z, z, y} = {y, =, x} =
={z,y, y} ={z, y}.

Em muitas ocasioes hd uma necessidade de se considerar o par ordena-
do (a,b), em que se distingue entre o primeiro elemento a e o segundo
elemento b — a e b ndo necessariamente pertencem ao mesmo conjunto.
Nessa situagao, (a,b) = (u,v) se, e somente se, u = a e v = b. Assim,

(a,b) # (b,a) se a#b.

Definigao 1.14 — Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. O conjunto de
pares ordenados cujo primeiro elemento pertence a A e o segundo elemento
pertence a B é chamado produto cartesiano, denotado por A x B. Na notacao
de conjunto,

AxB={(a,b) | ac A beB}.

Exemplo 1.13 Sejam X = {z,y,2} e Y = {u,v}. O produto cartesiano
de X e Y é o conjunto:

XxY =A{(z,u), (z,v), (y,u), (y,v), (z,u), (z,v)} .

Definigao 1.15 — Sejam E e F conjuntos n3o vazios. Uma aplicacio® f
de E em F é um subconjunto de E x I, tal que, para cada = € E existe um
dnico y € F tal que (z,y) € f, e é denotado por y = f(x). As vezes é tam-
bém escrito como f:E — F. O conjunto E é chamado dominio de f e F,
o contradominio de f. Além disso, ¥, que é o elemento de F correspondendo
a x de E, é chamado imagem de x.

Exemplo 1.14 Seja f uma aplicacao que faz corresponder a cada estado
do Brasil a sua capital. O dominio de f é o conjunto dos estados brasileiros,

1 Uma aplicagdo é chamada fungdo no caso particular que os conjuntos envolvidos sdo
numéricos.
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e o contradominio, o das capitais dos estados. A imagem do estado do
Parana é a cidade de Curitiba; a do Pernambuco, a Recife; a do Sao Paulo
(estado), a Sao Paulo (cidade) e assim por diante.

Exemplo 1.15 Seja E = {v,z,y,2} e F = {v,z,y}. Seja uma aplicacao
f:E = F dada por f(v) =z, f(z) =y, fly) =y e f(z2) =v. Nesse
caso, a imagem de, por exemplo, z é v.

O exemplo 1.15 pode ser representado graficamente como no diagrama
da Fig. 1.1.

Fig. 1.1: Representacao grafica do exemplo 1.15.

Definigao 1.16 — Sejam dois conjuntos E e F, n3o necessariamente distin-
tos, com os elementos a,b,c€ E e a’,b’,c’ € F. Suponha uma aplicagio
f :E — F com correspondéncia a’ = f(a), b’ = f(b) e ¢’ = f(c). Se
uma operacdo ¢ =ab em E corresponder a operagdo ¢’ =a’b’ em F (n3o
necessariamente a mesma operagdo em E), isto é, f(ab) = f(a) f(b), entdo,
essa aplicacdo é chamada homomorfismo. Aqui os elementos a’, b’ e ¢’ sdo
chamados imagens homomdrficas de a, b e c, respectivamente.

Por simplicidade de classificacao, uma aplicacao f com homomorfismo
serd chamada aplicagdo regular. A Fig. 1.2 ilustra uma das representagoes
graficas.

ao J(@) oa’
bcoo > f(b) < OOC f)/
- f(c) -

Fig. 1.2: Aplicacao regular.
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Exemplo 1.16 Sejam E o conjunto dos numeros reais positivos e F o
conjunto dos ntumeros reais. Seja uma aplicacao f : E — F dada por
y=log x.

A aplicacao f deste exemplo é o log. Assim, a correspondéncia entre os
elementos sao: a’ =loga, b’ =logb e ¢’ =log ¢c. Para uma operagao
de multiplicacao em E, isto é, para ¢ = ab, existe uma correspondén-
cia com operacao de adicao em F, ou seja, com ¢’ = a’ + b’, por causa
da propriedade log(ab) = log a + log b. Assim, este exemplo é o de uma
aplicacao regular.

1.2.1 Tipos de Aplicacao Regular

a) Isomdrfica. Se f for uma aplicagdo regular em que existe uma relagdo
biunivoca entre z € E e y € F, entdo f ¢é dito isomorfismo de E em F
e também E é dito isomdrfico a F.

Exemplo 1.17 Em aplicacdo y = logz (a > 0), para cada imagem
y € R corresponde um tinico x > 0 € R. Assim, a correspondéncia é
biunivoca e esta aplicagao é isomorfica. Como um outro exemplo, pode
ser citado y = 2.

b) Automdrfica. Se uma aplicagdo f for isomorfismo de E em F sob a
mesma operacdo, e os elementos de E e F s3o idénticos, entdo, f ¢é
chamada automorfismo de E. E também dito que E é automdrfico.

Exemplo 1.18 Considere a operacao como sendo a multiplicacao ordi-

ndria, isto é, ¢ = ab implica em ¢’ =a’b’. Com w = — +i§,
a aplicagio y = 22 do conjunto {r} = {1,w,w?} é automdrfica, pois

{y} = {1’w27w}'
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Grupo

Quando se estudam as propriedades eletronicas de materiais envolvendo
calculos tedricos complexos, surgem, em muitas ocasioes, a necessidade de
tratar corretamente as simetrias existentes no sistema em questdo. A mes-
ma necessidade surge também com relagao as interpretagoes dos resultados
experimentais. Para isso, é imprescindivel que se tenha um bom conhecimen-
to de teoria de grupo abstrato, juntamente com os conceitos de subgrupo e
de classe, que sao os assuntos deste capitulo.

2.1 Grupo Abstrato

Defini¢ao 2.1 — Um conjunto G é um grupo quando uma operagido entre
os elementos de G estiver definida com as seguintes propriedades:

a) Fechamento: — Paratodo a € G etodo b € G, o resultado® da operagio
ab também pertence a G, ou seja, a operacao € interna;

b) Associatividade: — Para todo a € G, todo b € G e todo ¢ € G tem-se:
(ab)e=a(be);

c) Elemento Identidade: — Para todo a € G, existe elemento e € G tal que
ea=ae=a;

d) Elemento Inverso: — Para todo a € G, existe um elemento corresponden-
tea ' €G talque a"ta=ce.

A definigao geral de um grupo é caracterizada pelas quatro propriedades
de operacao entre os elementos do conjunto G acima. Se as operagoes de
um grupo tiver a propriedade comutativa, isto é, ab = ba, esse grupo é
chamado abeliano ou comutativo.

1 E importante lembrar que a operacdo ab nao necessariamente significa o produto
de a com b.
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d’) O enunciado da propriedade d) apresenta a~
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Das propriedades b), ¢), e d) seguem:

1 como elemento inverso

a esquerda de G. Ele é também elemento inverso a direita de G .

Demonstracdo: Da propriedade d), a~'a = e. Multiplicando-se por
a pela esquerda obtém-se: a(a”'a) = ae. Pela propriedade c) do
elemento inverso, o membro direito desta igualdade é a. O membro
esquerdo resulta em a (e~ 'a) = (aa~ 1) a, pela propriedade b) da asso-
ciatividade. Entao (aa~!)a = a. Portanto, aa~ ' =e. Assim, a=! é
também elemento inverso a direita. |

Lei do Cancelamento a Esquerda: Todos os elementos sao regulares a
esquerda, isto é, para todo a, =, y de G

ar=ay — T=1Y.

Demonstracao: ar=ay — a ! (az) = a” ! (ay)
(ata)r = (ata)y
exr = ey
r = y. |

Lei do Cancelamento a direita: Todos os elementos sdo regulares a di-
reita, isto é, para todo a, x, y de G

ra=ya = x=y.
Demonstragao: ra=ya = (ra)a ' = (ya)a !
z(aa™t) = y(aa™t)
re = ye
r = y. |

Observagao 1: As propriedades d) e d’) juntas estdo de acordo com o Teo-

rema 1.3.

Observagao 2: As propriedades e) e e’) podem ser resumidas simples-

mente como Lei do Cancelamento.

Um grupo pode ser classificado em:

— Grupo Finito: se o nimero de elementos for finito;

— Grupo Infinito: se o nimero de elementos for infinito.

O grupo infinito ¢ classificado ainda em discreto e continuo. Uma breve

discussao do grupo continuo serd apresentada no capitulo 7. Todas as re-
feréncias ao grupo infinito apresentadas antes desse capitulo sdo de grupo
infinito discreto.
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2.1.1 Exemplos de Grupos

la) Se se considerar zero (e = 0) como o elemento identidade, ¢ —a co-
mo o elemento inverso de a, isto é, a~! = —a, o conjunto dos ni-
meros inteiros sob a operagao de adi¢cao constitui um grupo, pois, se
n,m,f € N, tém-se: n+m € N (fechamento); (n+m)+£¢ = n+(m+¢)
(associatividade); 0+n = n+0 = n (elemento identidade); e, finalmente,
(=n)+n =n+(—n) =0 (elemento inverso). Note que este ¢ um grupo
infinito. Além disso, n +m = m + n porque a adicdo de dois nimeros
inteiros é comutativa, ou seja, este grupo é também abeliano.

1b) Ezcluindo-se o zero do conjunto dos nimeros racionais, ele é um grupo
sob a operacao de multiplicacao se o elemento identidade for a unidade

1
(e =1) e se o elemento inverso for a~! = —, porque se p,q,r € Q,

entdo p-q € Q (fechamento); (p-q)-r =p-(¢-r) (associatividade);

p-1=1-p=p (elemento identidade); — - p=p - — =1 (elemento
p p

inverso). Esse grupo é também infinito e abeliano.

1c) O conjunto {1,— 1,4, — i}, sob a operacao de multiplica¢do, é um grupo
finito, abeliano e ciclico,? pois e = 1, (=1)"! = -1, (i)~ = —i,
(—i)~! =i etambém it =i, i?=—-1,i°=—-ieit=1=c¢.
A verificagao detalhada de todas as propriedades do grupo é exercicio
proposto ao leitor.

1d) Sempre existe a inversa de uma matriz n X n nao singular. O conjunto
de todas as matrizes n X n nao singular, no qual se inclui a matriz
unidade como elemento identidade, é um grupo infinito, mas nao abe-
liano, pois, em geral, a multiplicagdo de matrizes nao é comutativa.
Verifique detalhadamente.

le) O conjunto {ABC,BCA,CAB,ACB,CBA, BAC} é obtido de todas
as permutagoes de ABC . Ele é um grupo finito e ndo abeliano, pois
essas operagoes nao comutam. Essas permutagoes podem ser expressas
por meio de simbolos, como, por exemplo, os apresentados a seguir:

_ ([ ABC [ ABC [ ABC
e={ apc ) =\ Boa ) P=\ caB

\— ABC _( ABC ([ ABC
“\acs ) F=\cBa ) "7\ Bac |-
Por meio desses simbolos, a operagao « 3, por exemplo, é definida de

maneira que se faz a permutacdo [ e, em seguida, a permutacdo «
sobre o resultado da anterior, isto é,

2Veja a defini¢io de um grupo ciclico na pagina 35.
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af (ABC) = a(CAB) = ABC =¢(ABC).

De maneira semelhante, define-se
Bp(ABC) = (CBA) = ACB = X(ABC),

e assim por diante. Dessa forma, a operagao a8 resulta em operagao
identidade e, a operacao [ u resulta na operagdo A etc.

Esse tipo de operagdo combinada, mostrada no exemplo le), é denomi-
nado multiplicacao de operagoes.

Os resultados de diferentes multiplicagoes podem ser resumidos em uma
Tabela de Multiplicag¢ao. Para o caso do exemplo le), essa tabela fica como
a apresentada a seguir:

RE >R ®

RE >R |0
T>RO®R(R
>RET Qo™
™R O RTE > >
SRS A NS RS
[N eR S ANIRN

A titulo de ilustracao da sua leitura, considere a multiplicacdo A, por
exemplo. Para encontrar o resultado, procura-se a coluna rotulada p na li-
nha do topo, em seguida, a linha rotulada A na primeira coluna & esquerda.
No cruzamento da coluna p com a linha A, encontra-se a resposta g, que
é o resultado da operacao A pu . Se se inverter a ordem da operacgao, tem-se
1A e, neste caso, o resultado é «.

2.1.2 Tabela de Multiplicacao

O conjunto dos resultados das operagoes sucessivas entre dois elementos
quaisquer do grupo, denominada multiplicacdo,® pode ser representado por
meio de uma Tabela de Multiplicagao, desde que o grupo contenha um nu-
mero finito de elementos, isto é, desde que o grupo seja finito, como no caso
do exemplo le).

Seja um grupo finito, cujo nimero de elementos é h. Ordem do grupo é
definida como sendo igual ao nimero de elementos desse grupo. Uma tabela
de multiplicagdo de um grupo finito, de ordem h, contém exatamente h
colunas por h linhas e goza das seguintes propriedades:

1. Um dado elemento aparece em uma dada linha ou em uma dada colu-

na uma, e somente uma vez (este é o enunciado do chamado Teorema
do Rearranjo).

3 Multiplicagdo, aqui, ndo necessariamente significa produto ordinério.



