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Este livro é resultado de uma larga experiência dos professores 
Adalberto Fazzio e Kazunori Watari, tanto na utilização de 
Teoria de Grupos na pesquisa cientí�ca em Física de Materiais, 
quanto nas disciplinas por eles ministradas na graduação e na 
pós-graduação do Instituto de Física da Universidade de São 
Paulo. O resultado é um raro instrumento, capaz de propiciar 
aos estudantes, de graduação e pós-graduação, de Física Mole-
cular, Física do Estado Sólido, Nanociência e Ciência dos 
Materiais, um domínio seguro das técnicas matemáticas de 
Teoria de Grupos, habilidade fundamental em qualquer pes-
quisador ou iniciante na área de Ciências Exatas e Naturais.
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O propósito desta obra é introduzir Teoria de Grupos a 
estudantes interessados em Física Molecular e Física da 
Matéria Condensada, assim como guiá-los até um nível 
adequado que os tornem aptos a entender a grande 
variedade de suas aplicações na natureza, particular-
mente, em sólidos e moléculas.

Trata-se de um texto completo, conjugando o trata-
mento simples (quando possível) da complexidade ine-
rente ao tema à necessidade de preparar adequada-
mente os estudantes de nosso tempo às inúmeras apli-
cações da Teoria de Grupos. A leitura atenta permite ao 
estudante seguir em frente ao que é proposto pelo livro, 
construindo suas próprias aplicações de Teoria de 
Grupos em outras áreas do conhecimento. 

Este livro é resultado de uma larga experiência dos pro-
fessores Adalberto Fazzio e Kazunori Watari, tanto na 
utilização de Teoria de Grupos na pesquisa cientí�ca em 
Física de Materiais, quanto nas disciplinas por eles minis-
tradas na graduação e na pós-graduação do Instituto de 
Física da Universidade de São Paulo. Os autores foram 
extremamente felizes por desenvolver um texto muito 
bem fundamentado do ponto de vista teórico, asso-
ciando as aplicações da Teoria de Grupos a problemas 
de interesse geral em Física, Química e Matemática.

Enquanto produto �nal, obtém-se um raro instru-
mento, capaz de propiciar aos estudantes, de graduação 
e pós-graduação, de Física Molecular, Física do Estado 
Sólido, Nanociências e Ciência dos Materiais, um domí-
nio seguro das técnicas matemáticas de Teoria de 
Grupos, habilidade fundamental em qualquer pesquisa-
dor ou iniciante na área de Ciências Exatas e Naturais.

O presente livro, portanto, preenche uma importante 
lacuna no ensino de Teoria de Grupos aplicada, sem 
similar na língua portuguesa, e, no que tange à sua par-
ticular apresentação e aplicações sugeridas, em qual-
quer outro idioma.

A excelente recepção da primeira edição deste livro, 
dez anos atrás, justi�cava uma reedição. Para a UFSM, 
trata-se de um privilégio poder reeditar esta obra, à qual 
foi acrescentado um novo capítulo e reestruturados 
outros. Acrescentando a seu acervo esta nova edição, a 
Editora da UFSM reitera seu compromisso com a publi-
cação de textos que agregam rigor cientí�co e qualidade 
à produção acadêmica atual.

Ronaldo Mota
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11.7 Comentários Finais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312
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9.1.1 Excitações Eletrônicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234
9.2 Simetrias em Movimentos Vibracionais e Rotacionais . . . . . 236
9.3 Espectro Infravermelho . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
9.4 Espectro Raman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

10 Propriedades de Simetria em Sistemas Cristalinos 245
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12.1 Exerćıcios do Caṕıtulo 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 319
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11.8Referências Bibliográficas doCaṕıtulo 11 . . . . . . . . . . . . . 314
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12.7 Exerćıcios do Caṕıtulo 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328
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que adotaram este livro, para ministrarem curso de Teoria de Grupos, sen-
tiram também a necessidade de incluir este assunto, de forma que grupos
cont́ınuos fossem mais explorados. Além disso, pequenas inclusões foram
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Prefácio

Esta obra é dirigida primordialmente aos estudantes de graduação em
F́ısica, Qúımica e Engenharia de Materiais que tenham um conhecimento
de Estrutura da Matéria ou de Mecânica Quântica em ńıvel elementar. A
intenção dos autores é que este seja o livro de primeira leitura em teoria de
grupos finitos aplicado aos problemas de Ciência dos Materiais.

Após ministrar esse curso diversas vezes para estudantes de pós-gra-
duação do Instituto de F́ısica da Universidade de São Paulo, sentimos a
necessidade de escrever um texto acesśıvel para aqueles que pretendem se-
guir a carreira de pesquisador, tanto teórico quanto experimental, na área de
F́ısica dos Materiais. Sabemos que existem excelentes livros textos sobre a
Teoria de Grupo dirigidos para áreas de F́ısica Molecular e do Estado Sólido.
Entretanto, muitas vezes, as ideias ali apresentadas parecem desconectadas
das aplicações, por exigir do leitor conhecimentos mais avançados da Teoria
Quântica e de Matemática. Isso tem levado estudantes a criar uma aversão
ao estudo da Teoria de Grupo aplicada. Há também inúmeros livros textos
extremamente elementares sobre a Teoria de Grupo, deixando o estudante
com a ilusão de ter aprendido após a sua leitura. Contudo, no primeiro
momento em que necessitam desse conhecimento para aplicá-lo a seu pro-
blema espećıfico de pesquisa ou para entender um artigo cient́ıfico sentem-se
frustrados, pois percebem o quão incompletos estão os seus conhecimentos
da matéria. Hoje em dia, trabalhos cient́ıficos na área de materiais usam
conceitos técnicos e notações que integram a “linguagem” da Teoria de Gru-
po. Mas esse vocabulário especializado, que parece ser complexo, não faz
parte do dia-a-dia de um estudante de graduação e de ingressantes na pós-
graduação. Nosso objetivo é, portanto, fornecer um conhecimento básico da
Teoria de Grupo aplicada, para que o aluno tenha os elementos necessários
para poder usá-la de forma independente em seu campo de trabalho.

Sempre que iniciávamos nossas aulas de Teoria de Grupo através de de-
finições e teoremas matemáticos, os mais impacientes sempre perguntavam:
“Para que serve isso?” ou “Onde iremos chegar?” Nós, então, dedicávamos
uma aula procurando mostrar sua relevância, em áreas de atuação como
na F́ısica, na Qúımica, na Biologia, nas Artes Plásticas, na Literatura etc.
Neste livro iniciamos com definições e teoremas; continuando a leitura, o
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leitor verá a beleza de uma matemática aplicada.

Grosso modo, a obra pode ser dividida em duas partes. Nos caṕıtulos 1
ao 5 , são apresentados conceitos básicos e teoremas necessários para uma
boa compreensão da Teoria de Grupo. Nos caṕıtulos 6 ao 9 , encontram-se
algumas aplicações mais importantes.

O caṕıtulo 1 fornece conceitos básicos e teoremas referentes à Teoria dos
Conjuntos e às estruturas algébricas modernas em ńıvel elementar. Como a
Teoria de Grupo é uma parte da estrutura da Álgebra Moderna, as noções
selecionadas são muito úteis, principalmente nas abstrações. O caṕıtulo 2
apresenta definições e conceitos de grupo propriamente dito, do ponto de
vista puramente matemático. No caṕıtulo 3 , são mostrados a associação
das operações de simetria de moléculas com os elementos de grupo e o
procedimento sistemático para classificá-lo segundo as simetrias envolvidas.
O caṕıtulo 4 , por sua vez, contém a teoria de representações, na qual os
conceitos de redutibilidade e irredutibilidade são investigados. Teoremas re-
ferentes a representações irredut́ıveis são apresentados e demonstrados. A
tabela de caracteres, em que os grupos são classificados, e as representações
irredut́ıveis de cada um deles é o assunto do caṕıtulo 5 . Discute-se, ain-
da, construção de uma tabela de caracteres baseada em teoremas estudados
no caṕıtulo 4 , mostrando uma lista de tabelas de caracteres. Enfatizamos
neste ponto que os caṕıtulos 4 e 5 constituem o cerne do aprendizado das
aplicações da Teoria de Grupo. O caṕıtulo 6 é onde começam de fato as
aplicações da Teoria de Grupo em problemas da F́ısica. Examina-se a cone-
xão da Teoria de Grupo com a Mecânica Quântica para se estudar os estados
eletrônicos de átomos, moléculas e aglomerados. O caṕıtulo 7 , por seu tur-
no, é dedicado à aplicação da Teoria de Grupo em sistemas com estados
multieletrônicos. Já a aplicação na determinação das regras de seleção em
excitações eletrônicas e vibracionais é discutida no caṕıtulo 8 . Finalmente,
o sistema cristalino é objeto do caṕıtulo 9 , enfatizando-se noções básicas
de cálculo de faixas de energia de um cristal com a aplicação da Teoria de
Grupo.

Os autores agradecem aos professores e aos alunos que fizeram leituras
cŕıticas e inúmeras sugestões. Agradecemos também ao professor Luis Vidal
Negreiros Gomes e à Editora da Universidade Federal de Santa Maria pela
cedência das figuras e a capa deste livro.

A. Fazzio
K. Watari

Universidade de São Paulo
Instituto de F́ısica

São Paulo, fevereiro de 1998.
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Definições e Teoremas

Para a compreensão do assunto abordado neste livro, são de fundamental
importância as definições e os teoremas apresentados a seguir.

1.1 Conjuntos e Operações

O propósito de se começar com um resumo a respeito de Teoria dos
Conjuntos e algumas estruturas algébricas modernas é uma tentativa de
apresentar uma visão unificada daquilo que poderia parecer um tópico de
matemática com alto grau de abstração. O interesse deste livro não é uma
visão matemática completamente abstrata, mas o uso de abstração é útil
na compreensão de muitos prinćıpios matemáticos modernos que o leitor
fatalmente terá de enfrentar. Aqui se encontram somente as definições e os
teoremas imprescind́ıveis para o desenvolvimento dos tópicos da Teoria de
Grupo nos caṕıtulos e nas secções adiante.

Definição 1.1 — Um conjunto é uma coleção de entidades bem definidas
chamadas elementos ou objetos. Esses elementos podem ser números, pessoas,
animais, páıses, rios, livros etc.

Neste livro, será adotada a convenção comum de denotar conjuntos por
letras maiúsculas A , B , C etc., e os elementos por letras minúsculas a ,
b , c etc. Um conjunto pode ser apresentado na forma tabular, como em

A = {a, b, c, p, t} ,

ou na forma de construção, em que se descrevem determinadas propriedades
que devem ser satisfeitas pelos elementos, como em

E = { x | x é múltiplo de 3 }
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ou em
E = { x | x é primo} .

Se um elemento x pertencer ao conjunto A , diz-se que x pertence a
A , ou x está em A e é denotado por:

x ∈ A .

Por outro lado, se x é um elemento qualquer e se A é um conjunto, então,
admite-se que se saiba se x pertence a A ou se x não pertence a A . Se
x não pertencer a A , denota-se por:

x �∈ A .

Um conjunto pode ser classificado em:

Conjunto Vazio – se o número de elementos for zero. Denota-se por { }
ou ∅ . Note que quando escrever {∅} , não se trata de
um conjunto vazio.

Conjunto Finito – se o número de elementos for finito. Exemplo: Os con-
juntos {−1, 1, 2} e {a, e, i, o, u} são conjuntos finitos.

Conjunto Infinito Enumerável – se o número de elementos for infinito e
se puder associar, a cada elemento, um número na-
tural numa correspondência um a um, tal como em
{2, 4, 6, . . .} e {1, 4, 7, 10, . . .} que são exemplos de
conjuntos infinitos e enumeráveis.

Conjunto Infinito não-Enumerável – se o número de elementos for infinito
e se não puder fazer a associação um a um de números
naturais a cada elemento. Um exemplo familiar deste
tipo de conjunto é o dos números reais.

Definição 1.2 — Seja um conjunto E = {a, b, c, d, . . .} . Operação entre
dois elementos desse conjunto é definida e simbolizada como:

a b = c ,
b a = d .

No primeiro caso, diz-se que “ a operando sobre b resulta c ” e, no segundo
caso, “ b operando sobre a resulta d ” . Essas simbolizações não necessaria-
mente significam multiplicações e nem que c = d .

Para um conjunto finito, cujo número de elementos é pequeno, pode ser
conveniente usar uma tabela de operação que a define. Por exemplo, seja
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um conjunto finito E = {a, b, c} . Uma operação entre os elementos pode
ser definida mediante o uso de uma tabela como a mostrada a seguir:

a b c
a b c a
b a b c
c c a b

A leitura desta tabela é feita (linha)× (coluna), isto é, dada uma operação
c b , procura-se o resultado a no cruzamento da coluna b com a linha c .
Da mesma maneira, a b = c , b c = c etc.

Definição 1.3 — Se uma operação a b = c for definida para qualquer ele-
mento a e para todo elemento b do conjunto E , e se c sempre estiver em E ,
a operação é chamada interna. Se, ao contrário, c não estiver em E , diz-se
que a operação é não interna.

Exemplo 1.1 Seja E o conjunto de números naturais.

1. Operações internas:
(a) adição 1 + 2 = 3;
(b) multiplicação 2× 3 = 6;
(c) exponenciação 2 3 = 8.

2. Operações não internas:
(d) subtração 1− 2 = −1;
(e) divisão 1÷ 2 = 1/2;

(f) radiciação 3
√
2 = 1, 25992105 . . .

Exemplo 1.2 Seja V o conjunto de todos os vetores de um espaço tridi-
mensional.

1. Operações internas:
(a) adição de vetores;
(b) produto vetorial.

2. Operações não internas:
(c) produto escalar de dois vetores;
(d) triplo produto escalar.

Definição 1.4 — Uma operação em E chama-se associativa se a propriedade
(a b) c = a (b c) estiver satisfeita para todos elementos a, b, c ∈ E .

Definição 1.5 — Diz-se que uma operação em E é comutativa se a proprie-
dade a b = b a estiver satisfeita para todos elementos a, b ∈ E .
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Exemplo 1.3 No conjunto dos números complexos C , as operações de
adição e de multiplicação são associativas e comutativas. Entretanto, a ope-
ração de subtração não é associativa nem comutativa.

Definição 1.6 — Seja uma operação a b = q em E. Se, para todos os elemen-
tos a, b, c ∈ E, a b = a c implicar em b = c , então, diz-se que essa operação
possui propriedade de cancelamento à esquerda. Por outro lado, se a b = c b
implicar em a = c , então, diz-se que essa operação possui propriedade de
cancelamento à direita. Se possuir ambas as propriedades de cancelamento,
tanto à esquerda quanto à direita, diz-se que essa operação possui lei do can-
celamento em E .

Exemplo 1.4 Seja um conjunto E = {a, b} e considere as seguintes ope-
rações:

(a) a b
a a b
b b a

(b) a b
a a b
b a a

(c) a b
a a a
b b b

(d) a b
a a b
b a b

1. As quatro operações posśıveis do caso (a) são: a a = a , b b = a ,
a b = b e b a = b . Conclui-se das duas primeiras que a a = b b e das
duas últimas que a b = b a , mas não mostra nenhuma possibilidade
de cancelamento, seja à esquerda, seja à direita. Portanto, no caso
(a) , não há cancelamento à esquerda nem à direita.

2. As operações do caso (b) são: a a = a , a b = b , b a = a e b b = a .
Da primeira e da terceira obtém-se a a = b a . Se isso implicar em
a = b , há um cancelamento à direita. A igualdade b a = b b é obtida
da terceira e da quarta operação. Assim, se a = b , existe um cance-
lamento à esquerda. Portanto, o caso (b) pode ter um cancelamento
à esquerda e um à direita, ou seja, pode ter uma lei do cancelamento.

3. Já o caso (c) apresenta as operações a a = a , a b = a , b a = b e
b b = b . As primeiras duas operações levam à igualdade a a = a b .
Se disso resultar em a = b , trata-se de um cancelamento à esquerda.
As últimas duas resultam em b a = b b e, assim, pode-se ter a = b .
Isso, novamente, é um cancelamento à esquerda. Essas operações
não mostram possibilidade alguma de cancelamento à direita. Assim,
podem existir dois cancelamentos à esquerda no caso (c) , mas nenhum
à direita.

4. As operações a a = a , a b = b , b a = a e b b = b são referentes ao
caso (d) . A igualdade a a = b a provém da primeira e da terceira
e se implicar que a = b , este é o caso do cancelamento à direita. A
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segunda e a quarta operação implicam na identidade a b = b b . Se isso
resultar em a = b , trata-se, novamente, do cancelamento à direita.
Dessa forma, o caso (d) é o contrário do (c) , isto é, pode ter dois
cancelamentos à direita, mas nenhum à esquerda.

Definição 1.7 — Seja E um conjunto não vazio. Se existir um elemento
er ∈ E tal que

a er = a ,

para todo a ∈ E , então, er é chamado elemento identidade à direita de E

relativo a essa operação, ou simplesmente identidade à direita de E . Se existir
um elemento eℓ ∈ E que satisfaz

eℓ a = a ,

para todo a ∈ E , então, eℓ é chamado elemento identidade à esquerda de
E relativo a essa operação, ou simplesmente identidade à esquerda de E .

Exemplo 1.5 Considere as operações do exemplo anterior.

1. A operação definida no caso (a) possui um elemento identidade à
esquerda (pois a b = b ) e um à direita (porque b a = b ).

2. A operação definida no caso (b) possui dois elementos identidades à
esquerda (é o que mostra o resultado a b = b e b a = a ), mas nenhum
à direita.

3. A operação definida no caso (c) possui dois elementos identidades à
direita (porque a b = a e b a = b ), mas nenhum à esquerda.

4. A operação definida no caso (d) também possui dois elementos iden-
tidades à esquerda (devido a a b = b e b a = a ) e nenhum à direita.

Observe que, nas operações definidas em E , pode haver mais de um ele-
mento identidade ou nenhum.

Definição 1.8 — Um elemento e de um conjunto E é chamado elemento
identidade de E relativo a uma operação em E se

a e = e a = a

para todo a ∈ E .

Exemplo 1.6 No conjunto dos números reais, zero é o elemento identi-
dade em relação à adição, ao passo que o elemento identidade em relação à
multiplicação é o número 1 .
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Teorema 1.1 — Seja uma operação definida em um conjunto E .

1. Se essa operação possuir um elemento identidade e , então, e é único.

Demonstração: Sejam e1 e e2 elementos identidade da referida ope-
ração em E . Então, e1 e2 = e1 e e2 e1 = e2 . Mas da definição 1.8,
e1 e2 = e2 e1 . Portanto, e1 = e2 . �

2. Se essa operação possuir um elemento identidade à direita er e um
elemento identidade à esquerda eℓ , então, er = eℓ .

Demonstração: Uma vez que er é o elemento identidade à direita,
eℓ er = eℓ . Também eℓ sendo o elemento identidade à esquerda,
eℓ er = er . Assim, er = eℓ . �

3. Se essa operação for comutativa e possuir elemento identidade à direita,
e , então, e é também elemento identidade à esquerda.

Demonstração: Se o elemento identidade à direita de qualquer x ∈ E
for e , então, x e = x . Como a operação é comutativa, x e = e x .
Dessa forma, e é também elemento identidade à esquerda. �

Definição 1.9 — Seja a ∈ E . Se para todo b, c ∈ E a igualdade a b = a c
implicar em b = c , então, a é chamado elemento regular à esquerda de E .
Se, para d ∈ E , a igualdade b d = c d resultar em b = c , o elemento d é dito
elemento regular à direta de E . Se a b = a c implicar em b = c e b a = c a
também implicar na mesma igualdade, então, a é elemento regular de E .

Exemplo 1.7 No conjunto dos números inteiros, zero é um elemento regu-
lar com relação à operação de adição, mas não o é na operação de multipli-
cação.

Teorema 1.2 — Se a e b forem elementos regulares de E sob uma operação
associativa, então, a b é também um elemento regular de E .

Demonstração: Seja x, y ∈ E tal que (a b)x = (a b) y . Então, pela associa-
tividade da operação: a (b x) = a (b y) . Sendo a elemento regular, tem-se
b x = b y . Como b também é elemento regular, x = y . Então a b é um
elemento regular à esquerda. Demonstra-se que a b é um elemento regular
à direita de maneira análoga. Portanto, a b é elemento regular de E . �

Definição 1.10 — Considere uma operação em E . Sejam er um elemento
identidade à direita de E e eℓ um elemento identidade à esquerda de E
relacionados a essa operação. Se a ∈ E e existir a−1

r ∈ E tal que

a a−1
r = er ,
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então, a−1
r é chamado elemento inverso à direita e a é dito elemento in-

vert́ıvel à direita em E . Por outro lado, se existir a−1
ℓ ∈ E tal que

a−1
ℓ a = eℓ ,

então, a−1
ℓ é chamado elemento inverso à esquerda e a é dito elemento

invert́ıvel à esquerda em E .

Teorema 1.3 — Se uma operação em E é associativa, e se existirem a−1
ℓ

e a−1
r para a ∈ E , então, a−1

ℓ = a−1
r .

Prova: a−1
ℓ = a−1

ℓ er = a−1
ℓ (a a−1

r ) = (a−1
ℓ a)a−1

r = eℓ a
−1
r = a−1

r �

Definição 1.11 — Em um dado conjunto E , suponha que exista uma relação
α , denotada por aα b , em que a ∈ E e b ∈ E (por exemplo: reta a ⊥ reta
b , 5 < 7 etc.).

a) Se, para todo x em E , a condição xα x estiver verificada, então, α é
reflexiva.

b) Se, para todo x e y em E , xα y implicar em y αx , então, α é simétrica.

c) Se, para quaisquer x , y e z em E , xα y e y α z implicar em xα z ,
então, α é transitiva.

Exemplo 1.8 Sejam retas a , b e c num plano Π .

a) A relação de paralelismo entre essas retas em Π é reflexiva, simétrica e
transitiva, pois vale a relação:

a � a ;
a � b =⇒ b � a ;

a � b e b � c =⇒ a � c .

b) A relação de perpendicularismo entre essas retas em Π é simétrica, mas
não é reflexiva nem transitiva, pois

a �⊥ a ;
a ⊥ b =⇒ b ⊥ a ;

a ⊥ b e b ⊥ c �=⇒ a ⊥ c .

Exemplo 1.9 A relação de igualdade entre os números reais ou complexos
é simétrica, reflexiva e transitiva, pois, se a, b, c ∈ R ou C ,

a = a ;
a = b =⇒ b = a ;

a = b e b = c =⇒ a = c .



26 Introdução à Teoria de Grupos

Exemplo 1.10 A relação de ordem é transitiva, mas não é reflexiva nem
simétrica, pois, por exemplo,

2 �< 2 ;
2 < 7 �=⇒ 7 < 2 ;

2 < 7 e 7 < 9 =⇒ 2 < 9 .

Definição 1.12 — Uma relação α sobre um conjunto E é dita relação de
equivalência se, e somente se, α for simultaneamente reflexiva, simétrica e
transitiva.

Se α for uma relação de equivalência sobre um conjunto E, e se a e b fo-
rem dois elementos de E tal que aα b , diz-se que a é equivalente a b módulo
α e é denotada por a ≡ b (mod α) . Se α estiver fixada, a notação a ≡ b
pode ser usada.

Exemplo 1.11 Seja um conjunto E = {0, 3, 6} . Qualquer elemento desse
conjunto é diviśıvel por 3 , ou seja, o resto da divisão por 3 é zero. Assim, é
posśıvel estabelecer uma relação de equivalência por meio da expressão
a ≡ b (mod 3) entre dois elementos quaisquer de E . É imediato verificar que
0 ≡ 0 , 0 ≡ 3 , 3 ≡ 0 , 0 ≡ 6 , 6 ≡ 0 , 3 ≡ 3 , 3 ≡ 6 , 6 ≡ 3 , 6 ≡ 6 como
elementos que têm propriedade de ter zero como resto da divisão por 3.

Definição 1.13 — Seja α uma relação de equivalência sobre um conjunto
não vazio E . Para todo a em E , o subconjunto

C(a) = {x ∈ E | x ≡ a(mod α)}

é denominado conjunto fatorado de E . O conjunto C(a) é determinado pelo
elemento a dito representante de C(a) .

Teorema 1.4 — Dados dois conjuntos fatorados C(a) e C(b) de E , se am-
bos possúırem um elemento em comum, todos os elementos são comuns, ou
seja, o conjunto C(a) é o mesmo que o conjunto C(b) . Dito em outras pala-
vras, se C(a) e C(b) forem conjuntos distintos, não possuem elemento algum
em comum.

Demonstração: Se x ∈ C(a) , então, x ≡ a . Se x ∈ C(b) também, então,
x ≡ b . Da propriedade transitiva a ≡ b . Da propriedade simétrica b ≡ a .
Isso mostra que C(b) é o mesmo que o conjunto C(a) . �

Observação: Essa propriedade mostra que qualquer elemento do conjunto
fatorado é representante desse conjunto.

Exemplo 1.12 Seja o conjunto E = {0, 1, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 11} . Se uma rela-
ção a ≡ b (mod 3) entre dois elementos quaisquer for estabelecida, obtêm-se
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três conjuntos fatorados: C(0) = {0, 3, 6, 9} , C(1) = {1, 4, 7} , e C(8) =
{8, 11} . É imediato constatar que nenhum desses conjuntos fatorados possui
elementos em comum.

Observação: Como 2 ≡ 8 (mod 3) , o último conjunto fatorado, C(8) , deve-
ria ser expresso como C(2) . Entretanto 2 �∈ E neste exemplo e, por causa
disso, usou-se o elemento mais próximo de 2 , que, no caso, é 8 .

1.2 Aplicações

Em todos os conjuntos discutidos até agora, a ordem dos elementos não
era relevante. Assim, se x e y são elementos de X , então {x, y} = {y, x} .
Os conjuntos de elementos repetidos também não foram considerados, isto é,
até aqui foi suposto implicitamente que {x, y, x} = {x, x, y} = {y, x, x} =
= {x, y, y} = {x, y} .

Em muitas ocasiões há uma necessidade de se considerar o par ordena-
do (a, b) , em que se distingue entre o primeiro elemento a e o segundo
elemento b — a e b não necessariamente pertencem ao mesmo conjunto.
Nessa situação, (a, b) = (u, v) se, e somente se, u = a e v = b . Assim,
(a, b) �= (b, a) se a �= b .

Definição 1.14 — Sejam A e B dois conjuntos não vazios. O conjunto de
pares ordenados cujo primeiro elemento pertence a A e o segundo elemento
pertence a B é chamado produto cartesiano, denotado por A× B . Na notação
de conjunto,

A× B = {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} .

Exemplo 1.13 Sejam X = {x, y, z} e Y = {u, v} . O produto cartesiano
de X e Y é o conjunto:

X× Y = {(x, u), (x, v), (y, u), (y, v), (z, u), (z, v)} .

Definição 1.15 — Sejam E e F conjuntos não vazios. Uma aplicação 1 f
de E em F é um subconjunto de E× F , tal que, para cada x ∈ E existe um
único y ∈ F tal que (x, y) ∈ f , e é denotado por y = f(x) . Às vezes é tam-
bém escrito como f : E → F . O conjunto E é chamado domı́nio de f e F ,
o contradomı́nio de f . Além disso, y , que é o elemento de F correspondendo
a x de E , é chamado imagem de x .

Exemplo 1.14 Seja f uma aplicação que faz corresponder a cada estado
do Brasil a sua capital. O domı́nio de f é o conjunto dos estados brasileiros,

1 Uma aplicação é chamada função no caso particular que os conjuntos envolvidos são
numéricos.
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e o contradomı́nio, o das capitais dos estados. A imagem do estado do
Paraná é a cidade de Curitiba; a do Pernambuco, a Recife; a do São Paulo
(estado), a São Paulo (cidade) e assim por diante.

Exemplo 1.15 Seja E = {v, x, y, z} e F = {v, x, y} . Seja uma aplicação
f : E → F dada por f(v) = x , f(x) = y , f(y) = y e f(z) = v . Nesse
caso, a imagem de, por exemplo, z é v .

O exemplo 1.15 pode ser representado graficamente como no diagrama
da Fig. 1.1.

z

y

x

v

E

y

x

v

F

Fig. 1.1: Representação gráfica do exemplo 1.15.

Definição 1.16 — Sejam dois conjuntos E e F , não necessariamente distin-
tos, com os elementos a, b, c ∈ E e a ′, b ′, c ′ ∈ F . Suponha uma aplicação
f : E → F com correspondência a ′ = f(a) , b ′ = f(b) e c ′ = f(c) . Se
uma operação c = a b em E corresponder à operação c ′ = a ′ b ′ em F (não
necessariamente a mesma operação em E ), isto é, f(a b) = f(a) f(b) , então,
essa aplicação é chamada homomorfismo. Aqui os elementos a ′ , b ′ e c ′ são
chamados imagens homomórficas de a , b e c , respectivamente.

Por simplicidade de classificação, uma aplicação f com homomorfismo
será chamada aplicação regular. A Fig. 1.2 ilustra uma das representações
gráficas.

c

b

a

E

c ′

b ′

a ′

F
f(c)

f(b)

f(a)

Fig. 1.2: Aplicação regular.
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Exemplo 1.16 Sejam E o conjunto dos números reais positivos e F o
conjunto dos números reais. Seja uma aplicação f : E → F dada por
y = log x .

A aplicação f deste exemplo é o log . Assim, a correspondência entre os
elementos são: a ′ = log a , b ′ = log b e c ′ = log c . Para uma operação
de multiplicação em E , isto é, para c = a b , existe uma correspondên-
cia com operação de adição em F, ou seja, com c ′ = a ′ + b ′ , por causa
da propriedade log(a b) = log a + log b . Assim, este exemplo é o de uma
aplicação regular.

1.2.1 Tipos de Aplicação Regular

a) Isomórfica. Se f for uma aplicação regular em que existe uma relação
biuńıvoca entre x ∈ E e y ∈ F , então f é dito isomorfismo de E em F
e também E é dito isomórfico a F .

Exemplo 1.17 Em aplicação y = log x (x > 0 ), para cada imagem
y ∈ R corresponde um único x > 0 ∈ R . Assim, a correspondência é
biuńıvoca e esta aplicação é isomórfica. Como um outro exemplo, pode
ser citado y = 2 x .

b) Automórfica. Se uma aplicação f for isomorfismo de E em F sob a
mesma operação, e os elementos de E e F são idênticos, então, f é
chamada automorfismo de E . É também dito que E é automórfico.

Exemplo 1.18 Considere a operação como sendo a multiplicação ordi-

nária, isto é, c = a b implica em c ′ = a ′ b ′ . Com ω = − 1
2 + i

√
3
2 ,

a aplicação y = x 2 do conjunto {x} = {1, ω, ω 2} é automórfica, pois
{y} = {1, ω 2, ω} .
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Grupo

Quando se estudam as propriedades eletrônicas de materiais envolvendo
cálculos teóricos complexos, surgem, em muitas ocasiões, a necessidade de
tratar corretamente as simetrias existentes no sistema em questão. A mes-
ma necessidade surge também com relação às interpretações dos resultados
experimentais. Para isso, é imprescind́ıvel que se tenha um bom conhecimen-
to de teoria de grupo abstrato, juntamente com os conceitos de subgrupo e
de classe, que são os assuntos deste caṕıtulo.

2.1 Grupo Abstrato

Definição 2.1 — Um conjunto G é um grupo quando uma operação entre
os elementos de G estiver definida com as seguintes propriedades:

a) Fechamento: — Para todo a ∈ G e todo b ∈ G , o resultado 1 da operação
a b também pertence a G , ou seja, a operação é interna;

b) Associatividade: — Para todo a ∈ G , todo b ∈ G e todo c ∈ G tem-se:
(a b) c = a (b c) ;

c) Elemento Identidade: — Para todo a ∈ G , existe elemento e ∈ G tal que
e a = a e = a ;

d) Elemento Inverso: — Para todo a ∈ G , existe um elemento corresponden-
te a− 1 ∈ G tal que a− 1 a = e .

A definição geral de um grupo é caracterizada pelas quatro propriedades
de operação entre os elementos do conjunto G acima. Se as operações de
um grupo tiver a propriedade comutativa, isto é, a b = b a , esse grupo é
chamado abeliano ou comutativo.

1 É importante lembrar que a operação a b não necessariamente significa o produto
de a com b .
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Das propriedades b), c), e d) seguem:

d’) O enunciado da propriedade d) apresenta a− 1 como elemento inverso
à esquerda de G . Ele é também elemento inverso à direita de G .

Demonstração: Da propriedade d), a− 1 a = e . Multiplicando-se por
a pela esquerda obtém-se: a (a− 1 a) = a e . Pela propriedade c) do
elemento inverso, o membro direito desta igualdade é a . O membro
esquerdo resulta em a (a− 1 a) = (a a− 1) a , pela propriedade b) da asso-
ciatividade. Então (a a− 1) a = a . Portanto, a a− 1 = e . Assim, a− 1 é
também elemento inverso à direita. �

e) Lei do Cancelamento à Esquerda: Todos os elementos são regulares à
esquerda, isto é, para todo a , x , y de G

a x = a y =⇒ x = y .
Demonstração: a x = a y =⇒ a− 1 (a x) = a− 1 (a y)

(a− 1 a)x = (a− 1 a) y

e x = e y

x = y . �

e’) Lei do Cancelamento à direita: Todos os elementos são regulares à di-
reita, isto é, para todo a , x , y de G

xa = y a =⇒ x = y .
Demonstração: xa = y a =⇒ (xa) a− 1 = (y a) a− 1

x (a a− 1) = y (a a− 1)

x e = y e

x = y . �

Observação 1: As propriedades d) e d’) juntas estão de acordo com o Teo-
rema 1.3.

Observação 2: As propriedades e) e e’) podem ser resumidas simples-
mente como Lei do Cancelamento.

Um grupo pode ser classificado em:

– Grupo Finito: se o número de elementos for finito;

– Grupo Infinito: se o número de elementos for infinito.

O grupo infinito é classificado ainda em discreto e cont́ınuo. Uma breve
discussão do grupo cont́ınuo será apresentada no caṕıtulo 7. Todas as re-
ferências ao grupo infinito apresentadas antes desse caṕıtulo são de grupo
infinito discreto.
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2.1.1 Exemplos de Grupos

1a) Se se considerar zero ( e = 0 ) como o elemento identidade, e − a co-
mo o elemento inverso de a , isto é, a− 1 = − a , o conjunto dos nú-
meros inteiros sob a operação de adição constitui um grupo, pois, se
n,m, ℓ ∈ N , têm-se: n+m ∈ N (fechamento); (n+m)+ℓ = n+(m+ℓ)
(associatividade); 0+n = n+0 = n (elemento identidade); e, finalmente,
(−n)+n = n+(−n) = 0 (elemento inverso). Note que este é um grupo
infinito. Além disso, n+m = m+ n porque a adição de dois números
inteiros é comutativa, ou seja, este grupo é também abeliano.

1b) Excluindo-se o zero do conjunto dos números racionais, ele é um grupo
sob a operação de multiplicação se o elemento identidade for a unidade

( e = 1 ) e se o elemento inverso for a− 1 =
1

a
, porque se p, q, r ∈ Q ,

então p · q ∈ Q (fechamento); (p · q) · r = p · (q · r) (associatividade);

p · 1 = 1 · p = p (elemento identidade);
1

p
· p = p · 1

p
= 1 (elemento

inverso). Esse grupo é também infinito e abeliano.

1c) O conjunto {1,− 1, i,− i} , sob a operação de multiplicação, é um grupo
finito, abeliano e ćıclico,2 pois e = 1 , (− 1)− 1 = − 1 , (i)− 1 = − i ,
(− i)− 1 = i e também i 1 = i , i 2 = − 1 , i 3 = − i e i 4 = 1 = e .
A verificação detalhada de todas as propriedades do grupo é exerćıcio
proposto ao leitor.

1d) Sempre existe a inversa de uma matriz n×n não singular. O conjunto
de todas as matrizes n × n não singular, no qual se inclui a matriz
unidade como elemento identidade, é um grupo infinito, mas não abe-
liano, pois, em geral, a multiplicação de matrizes não é comutativa.
Verifique detalhadamente.

1e) O conjunto {ABC,BCA,CAB,ACB,CBA,BAC} é obtido de todas
as permutações de ABC . Ele é um grupo finito e não abeliano, pois
essas operações não comutam. Essas permutações podem ser expressas
por meio de śımbolos, como, por exemplo, os apresentados a seguir:

e =

(
ABC
ABC

)
, α =

(
ABC
BCA

)
, β =

(
ABC
CAB

)
,

λ =

(
ABC
ACB

)
, µ =

(
ABC
CBA

)
, ν =

(
ABC
BAC

)
.

Por meio desses śımbolos, a operação αβ , por exemplo, é definida de
maneira que se faz a permutação β e, em seguida, a permutação α
sobre o resultado da anterior, isto é,

2Veja a definição de um grupo ćıclico na página 35.
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αβ (ABC) = α (CAB) = ABC = e(ABC) .

De maneira semelhante, define-se

β µ (ABC) = β (CBA) = ACB = λ (ABC) ,

e assim por diante. Dessa forma, a operação αβ resulta em operação
identidade e , a operação β µ resulta na operação λ etc.

Esse tipo de operação combinada, mostrada no exemplo 1e), é denomi-
nado multiplicação de operações.

Os resultados de diferentes multiplicações podem ser resumidos em uma
Tabela de Multiplicação. Para o caso do exemplo 1e), essa tabela fica como
a apresentada a seguir:

e α β λ µ ν
e e α β λ µ ν
α α β e µ ν λ
β β e α ν λ µ
λ λ ν µ e β α
µ µ λ ν α e β
ν ν µ λ β α e

.

A t́ıtulo de ilustração da sua leitura, considere a multiplicação λµ , por
exemplo. Para encontrar o resultado, procura-se a coluna rotulada µ na li-
nha do topo, em seguida, a linha rotulada λ na primeira coluna à esquerda.
No cruzamento da coluna µ com a linha λ , encontra-se a resposta β , que
é o resultado da operação λµ . Se se inverter a ordem da operação, tem-se
µλ e, neste caso, o resultado é α .

2.1.2 Tabela de Multiplicação

O conjunto dos resultados das operações sucessivas entre dois elementos
quaisquer do grupo, denominada multiplicação, 3 pode ser representado por
meio de uma Tabela de Multiplicação, desde que o grupo contenha um nú-
mero finito de elementos, isto é, desde que o grupo seja finito, como no caso
do exemplo 1e).

Seja um grupo finito, cujo número de elementos é h . Ordem do grupo é
definida como sendo igual ao número de elementos desse grupo. Uma tabela
de multiplicação de um grupo finito, de ordem h , contém exatamente h
colunas por h linhas e goza das seguintes propriedades:

1. Um dado elemento aparece em uma dada linha ou em uma dada colu-
na uma, e somente uma vez (este é o enunciado do chamado Teorema
do Rearranjo).

3Multiplicação, aqui, não necessariamente significa produto ordinário.


