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les équations différentielles (chapitre 2).

Une autre contribution importante dans ces enseignements est diie & Paul Ravary et Richard
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a leur contact.
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10 TABLE DES MATIERES

Au cours de notre formation universitaire, nous avons suivi et appliqué, de maniére réguliére
et approfondie, I’ensemble des méthodes proposées dans cet ouvrage. L’intérét de ces méthodes
mathématiques est qu’elles furent développées en premier lieu pour la résolution pratique des
équations rencontrées lors d’études concrétes en physique, tant théoriques qu’expérimentales.
Il est impossible de comprendre les bases des théories physiques (électromagnétisme, physique
statistique, physique quantique, etc.) sans une bonne compréhension des mathématiques sur
lesquelles elles reposent. Ces méthodes mathématiques pour la physique ont la volonté de rendre
accessible aux étudiants le langage de la physique actuelle. Cela se fait autour de notions,
d’exemples d’illustration et d’exercices d’application de difficulté croissante, dont certains sont
directement appliqués & des phénoménes physiques. C’est cette construction qui fait la grande
force de ces méthodes.

Pour ma part (Axel Courtat), ces méthodes m’ont été et me sont encore d’une utilité primordiale
lors de ma formation en physique théorique. Je travaille avec ces méthodes depuis quatre ans,
dans 'ordre qui est présenté dans ce livre. Elles m’ont d’abord servi de maniére cruciale tout au
long de mes études, pour la résolution mathématique des nombreuses équations que ’on trouve
dans tous les enseignements d’une formation en physique. Mais elles m’ont été tout aussi utile
lors des différents stages de recherche que j’ai effectué, sur des sujets théoriques d’un niveau bien
plus élevé que celui requis pour les apprendre. Ces méthodes ne se limitent pas a cet ouvrage et
m’ont apporté une aisance calculatoire indispensable.

Pour ma part (Gaétan Gauthier), j’ai été confronté ensemble & des méthodes présentées dans ce
livre, de nombreuses fois, depuis que je les ai découvertes, depuis quatre ans pendant mes études
en physique. Elle jouent un role crucial dans le développement et la traduction de I’Univers en
équations. Mon parcours est plus expérimental mais ces méthodes m’ont été et me sont encore
extrémement utiles. Pour comprendre et appliquer les méthodes mathématiques, la répétition
est un principe clé (surtout lorsque le probléme se complexifie).

Bonne lecture,
A. Courtat & G. Gauthier
» La seconde édition du livre a fait 'objet de plusieurs ajouts :
1. Remarque sur le d’alembertien, (section 1.8.1)
Identités de Green (section 1.9)
Application physique de I’analyse complexe (sous-section 7.4.8)

N

Et surtout, le chapitre 12 qui contient des sujets d’examens corrigés relatifs a tous les
chapitres du livre.

Ces sujets d’examens corrigés constituent un vaste terrain supplémentaire pour s’entrainer sur
les méthodes présentes dans le livre.

» La troiséme édition du livre a fait ’objet de plusieurs ajouts :

1. Des nouveaux contenus, exemples et exercices dans de nombreux chapitres afin de relier
les méthodes mathématiques & des notions de Physique sous-jacente ;

2. Un nouveau visuel pour rendre la lecture de cet ouvrage plus fonctionnelle.
3. Un nouveau chapitre introductif sur la théorie des groupe.
4. Les vecteurs (et les quantités vectorielles) sont notés en gras : a.

Vladimir Dotsenko, Axel Courtat, Gaétan Gauthier (Oct. 2024)



CHAPITRE 1

ANALYSE VECTORIELLE

1.1 Rappel, définitions

1.1.1 Systémes de coordonnées

Un point P dans I’espace réel & trois dimensions spatiales R3, sera représenté par un vecteur
r = OP, avec des composantes (z,y, z) qui sont les coordonnées cartésiennes de ce point,

(Figure 1.1) :

x
OP=r= |y (1.1.1.1)
z

FIGURE 1.1 — Coordonnées cartésiennes dans I’espace R3.

Dans les coordonnées sphériques, ce méme point sera représenté par les parametres (r, 0, ¢),
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(Figure 1.2), tels que :

T:‘/l'2+y2+2’2
2 2 2 2
VYT esin YA TY2
z /x2+y2+22

Y

0 = arctan

¢ = arctan Y — aresin (1.1.1.2)
x

z
NN X =1 sinf cos¢
» ?(r,e,d)) y=rsin® sing
- z=rcosO
T
0
R
O ! y
)

FIGURE 1.2 — Coordonnées sphériques.

Dans les coordonnées cylindriques le vecteur r représentant ce méme point P, aura comme
parameétres (p, @, z), (Figure 1.3), définis tels que :

p=Var+y?

¢ = arctan Y — arcsin ——2
x N _|_y2
z=2z (1.1.1.3)

Dans le cas de I'espace réel & deux dimensions spatiales R2, le point P sera représenté par un

vecteur p, avec des composantes (z,y) qui sont les coordonnées cartésiennes de ce point,
(Figure 1.4) :

OP=p= (Zj) (1.1.1.4)

Dans les coordonnées polaires (dans R?), ce méme point sera représenté par les paramétres
(p, @), (Figure 1.5), tels que :

p=Va2+y?

¢ = arctan Y — arcsin (1.1.1.5)
x

Y
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N X=pcos
& P(po.2) y=psin¢

=7

—

/é}\\

F1GURE 1.3 — Coordonnées cylindriques.

|
|
|
|
|
@) T

FIGURE 1.4 — Coordonnées cartésiennes dans I’espace R2.

T = pcos¢
y = psing
vl o __ P(p, )
p |
[
Vo
|
0 x

FIGURE 1.5 — Coordonnées polaires dans I’espace R2.

1.1.2 Fonctions scalaires et fonctions vectorielles

Une fonction f(r) = f(x,y,2) définie dans R?, est une régle particuliére qui fait correspondre
les points de R? et les nombres réels (ou complexes). Symboliquement :

f(r) = f(z,9,2) : R®* = R (ou C) (1.1.2.1)
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Ezemples :
1.
o=t 1 (1.1.2.2)
représente le potentiel de Coulomb, en électrostatique (U(r) = 47360%), produit par la

charge électrique ponctuelle placée a l'origine (nous avons posé ¢q/4meg — 1, pour simplifier
les formules).

1 1
= = 1.1.2.3
9(r) P2 2ty + 22 ( )

a est un paramétre réel constant.

'1"3 - ($2+y2+22)3/2

(1.1.2.4)

ol p = (pg, Py, P-) est un paramétre vectoriel ('ensemble de trois paramétres réels que
nous notons py,py,Pz), h(r) est un potentiel électrique créé par un petit dipdle placé a
Porigine et p - r est un produit scalaire usuel.

Dans la suite, nous allons appeler f(r) fonction scalaire pour la différencier des fonctions
vectorielles que I’on peut également définir dans I'espace R?. Une fonction vectorielle (ou un
champ de vecteurs, dans la terminologie des physiciens) A(r) = A(x,y, 2) définie dans R3,
est une régle particuliére qui fait correspondre les points de R? et les points d’un autre espace
R3, ou du méme espace.
Ag(,y, 2)
A(r) = A(z,y,2) = | Ay(z,y,2) (1.1.2.5)
A, (z,y,2)

En d’autres termes, une fonction vectorielle est un ensemble de trois fonctions scalaires, notées
As(2,y,2), Ay(z,y,2) et A.(z,y,2).

Ezemples :
1.
o r
E(r) = — (1.1.2.6)
Détaillons :
E(r):ﬁ yl=1%]= W (1.1.2.7)

Dans cet exemple E,(x,y,z) = x/(x? +y? + 2%)%/2, etc. E(r) est un champ électrique créé
par une charge ponctuelle placée a lorigine (toujours en admettant que q/4meg — 1).

2r

R

(1.1.2.8)
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11 est évident que dans le cas de I’espace bidimensionnel R2, une fonction vectorielle sera de la
forme :

B(p) =B(z,y) = @:gz;) (1.1.2.9)

qui correspond & un ensemble de deux fonctions scalaires dans R2.

B(p) = p% = % (f/) = ( > = (zjj:i) (1.1.2.10)

Ezemple ;.

1.2 Bases mobiles dans les coordonnées curvilignes

1.2.1 Rappel sur la base des coordonnées cartésiennes

Dans les coordonnées cartésiennes, un vecteur quelconque p de composantes (p,, py, p-) peut étre
représenté soit sous la forme présentée dans la section précédente, c¢’est-a-dire par une colonne :

Px
p=|py (1.2.1.1)
p-

soit sous la forme d’une décomposition dans les vecteurs de la base :
P =Dz € +pyey+p:e; (1.2.1.2)

Les vecteurs e, ey, e,, montrés dans la Figure 1.6, forment une base orthonormée de coor-
données cartésiennes, a savoir :

ezl = lleyll = llezll =1

e;-e,=¢e,-e,=e;-e =0 (1.2.1.3)
|lex|| représente le module (aussi la norme, ou encore longueur) du vecteur e, :

HeZHQ =€z €, ||ew|| =€z €y (1214)

Tres souvent, les vecteurs e, e,, e, de la base de coordonnées cartésiennes sont notés
respectivement i, j, k, c’est-a-dire :

e, =1, e, =j, e, =k (1.2.1.5)
La forme (1.2.1.1) du vecteur p, représenté sous la forme d’une colonne des composantes p, py,

P2, correspond implicitement & la décomposition (équation (1.2.1.2)) de p dans les vecteurs de
la base.
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=pE+PE+DE

o,

FIGURE 1.6 — Décomposition d’un vecteur p quelconque dans ’espace R? sur la base cartésienne
formée par les vecteurs (e, ey, e;).

1.2.2 Bases mobiles des coordonnées curvilignes

Lorsque la symétrie du probléme est appropriée, il est parfois plus facile de faire des calculs

avec d’autres coordonnées. Par exemple les coordonnées sphériques et cylindriques sont souvent

utilisées dans le cas de I’espace R3. Dans l'espace R?, les coordonnées polaires sont employées

trés souvent.

Par la suite nous allons définir des bases orthonormées qui permettent de décomposer les vec-

teurs, afin de les exprimer selon ces coordonnées. Autrement dit, nous allons définir des bases

qui remplacent la suite des vecteurs (e, ey, e,) des coordonnées cartésiennes.

Nous nous placerons dans un premier temps dans le cadre plus général des coordonnées curvi-

lignes quelconques de 1’espace R?, mais qui sont soumises a la condition qu’elles soient localement

orthogonales. Si (u1, uz, uz) sont ces nouvelles coordonnées, alors I'orthogonalité locale implique

que les vecteurs suivants soient orthogonaux entre eux :

e = ﬁ, €y = ﬁ, €3 = ﬁ (1221)
8u1 6’&2 811,3

Dans ’équation (1.2.2.1), r est censé s’exprimer en fonction des nouvelles coordonnées :

r= I‘(Ul, Uz, U3) = ($(U1, Uz, Ug), y(Ul, Uz, ’LLg), Z(ula Uz, ’LLg))

Prenons un exemple simple, celui de 'espace bidimensionnel R? et des coordonnées polaires.

Nous notons p les vecteurs qui représentent les points d’espace R?, au lieu de r de R3. Alors :

o= (5) = (0 n0) (1222

p et ¢ étant les coordonnées polaires, curvilignes, de I’espace R2. Les vecteurs e; et e, analogues
aux vecteurs de ’équation (1.2.2.1), sont déterminés comme suit :

. 0p 0 (pcosp\ [coso

€1 =¢€e, = aip = aip (p sin ¢> = (sin ¢) (1223)
. 0p 0 [pcos¢g\ [—psing

€y = e¢ = % = aiqb (p sin ¢> = ( p COS(b ) (1224)

Ces vecteurs sont montrés dans la Figure 1.7. Ils sont orthogonaux entre eux, en tout point p
de I’espace R2.
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FIGURE 1.7 — Base mobile (e,, e,) des coordonnées polaires.

Il est également facile de déterminer les vecteurs e;, ey, es (équation (1.2.2.1)) pour des coor-
données sphériques et cylindriques de I’espace R3.
» Pour les coordonnées sphériques de la Figure 1.2 :

or o rsinf cos ¢ sin 6 cos ¢
eL=e =40 =2 rsinf sing | = | sinf sin¢ (1.2.2.5)
" " r cos cosf
or o rsinf cos ¢ r cosf cos ¢
e@2=ep =55 = rsind sing | = | rcosf sing (1.2.2.6)
rcosf —rsinf
or o rsinf cos ¢ —rsinf sin ¢
e3=ey=—=—|rsinfsing | = rsind cos¢ (1.2.2.7)
op  0¢ rcosf 0

Ces vecteurs sont montrés dans la Figure 1.8. Il est facile de vérifier qu’ils sont orthogonaux
pour tout r (tous r, 6, ¢).

» Pour les coordonnées cylindriques (Figure 1.3) on trouve :

p Cos @ cos ¢
el =e, = or = 9 psing | = | sing (1.2.2.8)
9p  Op z 0
9 a9 (P Cf)sgi) —p sin ¢
ey =e4 = a—; = 96 p s;n(j) =1 p c(())sgb (1.2.2.9)
or o [PCos? 0
es=e, = % = 5, P s;nqS = (1) (1.2.2.10)

voir la Figure 1.9. Ces vecteurs sont orthogonaux entre eux.

Revenons au cadre général des coordonnées curvilignes quelconques uy, us, uz (localement ortho-
gonales) et des vecteurs e, es, e3 (équation (1.2.2.1)). Ces vecteurs forment une base locale,
ou une base mobile, pour un point d’espace donné (Figure 1.10). Elle sert a décomposer les
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Jo

/&}\\

FIGURE 1.8 — Base mobile (e,, eg,e,) des coordonnées sphériques.

0}

T;r\\

FIGURE 1.9 — Base mobile (e,, e4,e.) des coordonnées cylindriques.

vecteurs : & les exprimer dans ces coordonnées. Cette base est censée étre orthogonale mais elle
n’est pas nécessairement normée. Autrement dit, en général |je;|| #1,i=1,2,3.

Les échelles le long des axes de cette base locale sont définies par les modules (longueurs) des
vecteurs {e;}. Nous allons les noter e; = ||e;||, ¢ = 1,2,3. Ces quantités sont appelées facteurs
d’échelle ou facteurs géométriques des coordonnées curvilignes correspondantes.

Nous introduisons également les vecteurs normés de cette base locale :

&1, &, 63 (1.2.2.11)
le1]l = ||éz]| = ||és]] = 1, de telle fagon que :
N €1 €2 es3
€ =—, €y = —, €3 = —,
€1 €9 €3
e = e é17 €y = €2 ég, €3 = €3 ég (12212)

Pour des coordonnées sphériques on trouve, a partir des équations (1.2.2.5)—(1.2.2.7), les facteurs
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—

FIGURE 1.10 — Base mobile des coordonnées quelconques w;, us, uz, au point r dans R>.

géométriques suivants :
e1=e =1, ea=eg=7r e3=ey=rsind (1.2.2.13)
Pour des coordonnées cylindriques (équations (1.2.2.8)—(1.2.2.10)), on obtient :
e1=e, =1, ea=ey=p, e3=e, =1 (1.2.2.14)

Observons par ailleurs que le volume élémentaire, ou la mesure d’intégration, dans les
intégrales dans l'espace R?, est égal au produit des facteurs géométriques multipliés par les
différentielles des coordonnées. Dans le cas général des coordonnées curvilignes orthogonales :

dV = &®r = e ege3duy dusdus (1.2.2.15)

Les notations dV et d®r sont équivalentes. Les deux sont utilisées couramment dans la
littérature physique.

En effet, on peut réécrire les équations (1.2.2.1), qui définissent les vecteurs {e;}, de la maniére
suivante :
dI’(l) = eiduq, dI’(g) = exdus, dI'(3) = ezdug (1.2.2.16)

ou les petits vecteurs dr(;), i = 1,2, 3, représentent les petits déplacements, a partir du point r
dans R3, qui correspondent & des variations des coordonnées du;, i = 1,2, 3. Les trois vecteurs
dr(yy, dr(g), dr(s) sont orthogonaux entre eux, étant proportionnels aux vecteurs ei, ez, e de la
base locale. Le volume élémentaire (dans des intégrales) s’obtient par le produit des longueurs
des trois vecteurs {dr(;} (équation (1.2.2.16)), ce qui nous donne la mesure d’intégration dans
léquation (1.2.2.15).

Dans les coordonnées sphériques :

dv =d%r = eregegdrdfde = 2 sin 6 dr df d¢ (1.2.2.17)
Dans les coordonnées cylindriques :

dV = d®r = e e4e, dpdpdz = pdpdedz (1.2.2.18)
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Finalement, les bases mobiles orthonormées de coordonnées sphériques et cylindriques sont for-
mées par les vecteurs

e € e
&=, &p=-2, &,=-2 (1.2.2.19)
e €9 €o
et
. e R e R e
8, =L, by=-2, &,=—2 (1.2.2.20)
€p €p €z

Selon la base cartésienne, les vecteurs de la base mobile orthonormée de coordonnées
sphériques, s’expriment comme suit :

sin @ cos ¢ cos 6 cos ¢ —sinf sin ¢
é = |sinfsing |, & =[cosfsing |, é3= | sindcose (1.2.2.21)
cos —sinf 0
Ou encore :
€, =sinf cosgpe, +sinf sinpe, +cosfe,

€y = cosf cospe, + cost singpe, —sinfe,
¢ = —sinf singpe, +sinf cospe, +0e, (1.2.2.22)

o>

Tandis que les vecteurs de la base mobile orthonormée de coordonnées cylindriques,
s’expriment selon la base cartésienne tels que :

cos ¢ —p sin¢ 0
e, = |sing |, es=| pcos¢ |, e, =|0 (1.2.2.23)
0 0 1

ou de maniére équivalente

é, =cosgpe, +singe, +0e,
€y = —singe, +cosgpe, +0e,
é.=0e,+0e,+e, (1.2.2.24)

Il est évident que la base mobile orthonormée de coordonnées polaires est formée par les

vecteurs :
. _ (cos¢ . (—sing
&, = <sin¢> , €= ( cos ¢ ) (1.2.2.25)

également sous la forme suivante

e, =cospe, +singe,
é4 = —singe, +cosge, (1.2.2.26)

Par la suite nous n’allons utiliser que des bases orthonormées. Pour simplifier les écri-
tures, une fois les vecteurs définis par les méthodes exposées précédemment, nous allons
supprimer les accents circonflexes des vecteurs des bases €, — e,., €y — ey etc.
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1.2.3 Les relations entre les vecteurs des bases de coordonnées carté-
siennes, cylindriques et sphériques

D’aprés les projections orthogonales des figures 1.11 et 1.12 on trouve les décompositions sui-
vantes :

e, =cosge; +singe,
es = —singe, +cosge, (1.2.3.1)

dans le plan (z,y) (Figure 1.11), et

e, =sinfle, + cosfe,

eg =cosbfle, —sinfe, (1.2.3.2)

dans le plan méridien (Figure 1.12).

FIGURE 1.11 — Plan (z,y).

Nous observons que les décompositions inverses s’obtiennent par la transposition des matrices
des coefficients dans les équations (1.2.3.1) et (1.2.3.2). On trouve :

e, =cospe, —singey
e, =singe, +cosde, (1.2.3.3)
et

e, =sinfe, +cosfey
e, =cosbe, —sinfey (1.2.3.4)

En effet, les décompositions dans les équations (1.2.3.1) et (1.2.3.3) peuvent étre réécrites comme
suit :

e, = (ep-e)e; + (e, ey)ey
ep = (eg-e)e, +(ey-€y) ey (1.2.3.5)
et

er = (ex-€p)e, +(es-€p) ey

e, =(ey-e,)e,+ (e, -ey) ey (1.2.3.6)
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FIGURE 1.12 — Le plan méridien, dans cette figure, est le plan qui passe par l'axe z et le
vecteur r dans les figures 1.8 et 1.9. Autrement dit, le plan méridien est le plan (z,z) tourné
selon 'angle ¢ autour de 'axe z des figures 1.8 et 1.9. La variable p de I’axe horizontal correspond
a la distance de ’axe z, sur le plan.

Les produits scalaires sont symétriques : (e, - €,) = (e, - €;), etc. En comparant les deux
décompositions on voit clairement que les matrices de coefficients, dans les équations (1.2.3.5)
et (1.2.3.6), sont transposées, I'une par rapport a 'autre.

Autrement, on retrouve les décompositions inverses par les projections correspondantes dans les
figures 1.11 et 1.12 .

De méme, les décompositions des vecteurs e, e,, e, dans la base sphérique e,, ey, e, s'ob-
tiennent par la transposition de la matrice des coefficients dans 1’équation (1.2.2.22). On trouve :

e, =sinf cos¢e, 4 cost cospey —sinf sing ey
e, =sinf singe, +cosf sinpeg +sinf cospey
e, =cosfe, —sinfey+ 0ey (1.2.3.7)

Observons que 'on peut également retrouver les décompositions (1.2.3.7) par les décompositions,
dans un premier temps, des vecteurs e,, e, dans la base de e,, es (équation (1.2.3.3)), le
vecteur e, restant inchangé. Et ensuite en décomposant les vecteurs e,, e, dans la base de e,
ep (équation (1.2.3.4)), le vecteur ey4 restant inchange.

En résumé, on peut trouver toutes les relations entre les vecteurs des trois bases, car-
tésienne, cylindrique et sphérique, en employant les projections orthogonales des figures
1.11 et 1.12 .

Les vecteurs des bases mobiles, de coordonnées cylindriques et sphériques en particulier,
ont initialement été définis dans la section 1.2.2 par les dérivées par rapport aux variables
correspondantes. Mais, une fois les orientations de ces vecteurs établies et les facteurs
géométriques déterminés, il est en principe possible de ne se servir que des projections
orthogonales pour obtenir (ou retrouver) les relations entre tous ces vecteurs.

D’une maniére générale, concernant les transformations des champs de vecteurs entre les diffé-
rentes bases, les relations ci-dessous sont utiles en complément des décompositions des vecteurs
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de bases présentées précédemment :

p=rsinf, z=r cosf (1.2.3.8)
T=pcosp, y=psing (1.2.3.9)
r=vVa2+y2+22, p=v22+y? r=+p?+22 (1.2.3.10)
r=xe,+ye,+ze,=re, (1.2.3.11)
p=ze,+ye, =pe, (1.2.3.12)
—yey,+xe, =pey (1.2.3.13)
r=zre,tye,t+ze,=p+ze,=pe,+ze, (1.2.3.14)

1.2.4 Exemples de projections des champs de vecteurs sur des bases

mobiles
Ezemple 1 :
Soit le champ de vecteurs dans R? (Figure 1.13)
v = (—y) =-—ye,t+ze (1.2.4.1)
x v Y

Ses décompositions dans les bases cartésienne et polaire sont montrées sur les figures 1.14 et
1.15.

A partir du champ v exprimé en coordonnées cartésiennes (équation (1.2.4.1)), on peut passer
vers son expression en coordonnées polaires de maniére plus algébrique :

v=—ye,+re,=—psing(cospe, —sinpey)+ p cos¢ (singpe, + cospey)
= (p sin® ¢ + p cos® ¢) ey = pey, v=pe, (1.2.4.2)

Nous avons utilisé les décompositions des vecteurs e, et e, dans I’équation (1.2.3.3).
On trouve un accord avec la forme du champ v en coordonnées polaires obtenue de maniére
graphique dans la figure 1.15.

Ezremple 2 ;.
Soit le champ de vecteurs dans R* (Figure 1.16)
w(r) =ze, (1.2.4.3)
Dans la base cartésienne, sa décomposition est de la forme :
0
w(r)=0e,+0e,+z2e,= |0 (1.2.4.4)
z

Ses décompositions graphiques dans les bases mobiles des coordonnées sphériques et cylindriques
sont données sur les figures 1.17 a 1.19.

Par la méthode algébrique on fait passer le champ w = z e, vers les coordonnées sphériques de
la maniére suivante :

w=ze, =71 cosf(cosfe, —sinfeg) =7 cos’fe, —r cosf sinfey

Nous avons utilisé la décomposition (équation (1.2.3.4)) du vecteur e, dans les vecteurs de la
base sphérique.
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FIGURE 1.13 — Champ de vecteurs v = %(—yegj + ze,) dans R?. Le facteur % a été ajouté pour

simplifier I'image, la taille de fléches s’accordant plus ou moins a la formule. L'image du champ

v = —ye, + ze, sera la méme mais avec des fleches deux fois plus longues.
La valeur du champ
i de vecteurs V()
V(pj fffff ) au point
i 1 quelconque
| =
C\GE
MRS S
o £ |
(0] |
e X
FIGURE 1.14 — Décomposition du champ de vecteurs v(p) = —ye,+ze, dans la base cartésienne

(ex,e,) de R2.

EXERCICE 1.

1. Dessiner le champ de vecteurs défini dans le plan par I'expression v(r) = ze, + ye,.
Donner son expression en coordonnées polaires planes dans la base (e,, e4).

2. Dessiner dans le plan méridien le champ de vecteurs défini dans I’espace par 1’expression
v(r) = rey. Pourquoi demande-t-on le dessin seulement dans un plan meéridien ? Donner
son expression en coordonnées cartésiennes dans la base (e, ey, €,).

3. Soit le champ de vecteurs v(r) = ze, +ye, +2ze.. Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base (e,, €4, €.) puis en coordonnées sphériques dans la base (e, ey,
e¢).

4. Soit le champ de vecteurs v(r) = (z%+y?)(e,+e,). Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base (e,, €4, €.) puis en coordonnées sphériques dans la base (e,, ey,
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V(F) = 0€+pF,

5
(6] X
FIGURE 1.15 — Décomposition du champ de vecteurs v(p) = —ye, + ze, dans la base mobile
des coordonnées polaires.
z
w(T)
! bttt
0 y
X

FIGURE 1.16 — Champ de vecteurs w(r) = ze, dans R3.

e¢).

5. Soit le champ de vecteurs v(r) = p(e,+ psin ¢ey). Donner son expression en coordonnées
sphériques dans la base (e,, eg, e4) puis en coordonnées cartésiennes dans la base (e;, ey,
e,).

6. Soit le champ de vecteurs v(r) = r(e, + 7 sin fey). Donner son expression en coordonnées
cylindriques dans la base (e,, ey, e.) puis en coordonnées cartésiennes dans la base (e,
ey, €;).
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W(T)

G
L

A

e\ /
Y

)

FIGURE 1.17 — Le champ de vecteurs w(r) = ze, et la base mobile de coordonnées sphériques.

W(T)

FIGURE 1.18 — Le champ w(r) = ze,, montré dans le plan (z, (1)) de la figure 1.17, qui est le
plan méridien de cette figure. Il se décompose dans la base mobile de coordonnées sphériques
comme suit : w(r) = zcosfe, — zsinfey + Oe, = r cos? fe, — rcosfsinfey. Cest-a-dire que
w, = 1cos? 0, wg = —7r cos @ sinf sont les composantes de w(r) par rapport a la base mobile de
coordonnées sphériques.

v Corrections

1. Le dessin est donné dans la figure 1.20. Evidemment que
v(r) =pe, (1.2.4.5)

car

v(r)=ze, +ye, =p=pe, (1.2.4.6)

2. Le dessin est donné dans la figure 1.21. Le dessin dans le plan méridien est suffisant car le



1.2. Bases mobiles dans les coordonnées curvilignes 27

W(T)

/5 :

)

FIGURE 1.19 — Décomposition du champ de vecteurs w(r) = ze, dans la base mobile de coor-
données cylindriques. On a : w = Oe, 4 Oey + ze,. C’est-a-dire que w, = 0, wy = 0, w, = 2z sont
les composantes de w(r) par rapport a la base mobile de coordonnées cylindriques.

champ v(r) = r ey est de symétrie axiale (ne dépend pas de ¢). Par I’équation (1.2.2.22),

v(r) =reg =r(cosf cospe, +cosf sinfe, —sinbe,)
=z cosgpe, +zsinfe, —pe,

€ Y
=z \/mez—i—z \/mey—./g@_,_gﬁez

V(t) = (2ze, +2ye, — (22 + 1) es) (1.2.4.7)

FIGURE 1.20 — Dessin du champ v(r) = ze, + ye, = pe, dans le plan (z,y).

3. Le calcul direct, par la substitution des expressions des z, y, z, €;, €y, €, en coordonnées
et vecteurs de la base sphériques serait long, tout en restant faisable. En profitant de la forme
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N ,1

SN
N2

FIGURE 1.21 — Dessin du champ de vecteurs v(r) = r ey dans le plan méridien.

particuliére de ce champ de vecteurs, on effectue un calcul plus rapide :

vir)=ze, +ye,+2ze, =xe,+ye, +ze,+ze,

=r+ze,=re.+r cosf(cosbe, —sinfey)

v(r) = (r+7 cos’6) e, —r cosf sinfey (1.2.4.8)
en coordonnées sphériques, et
v(r) = pe, + 2ze, (1.2.4.9)
en coordonnées cylindriques.
v' Réponses
4. En coordonnées cylindriques :
v = p*[(cos ¢ + sin @)e, + (cos ¢ — sin @)ey] (1.2.4.10)

En coordonnées sphériques :

v = r?sin? §[(cos ¢ + sin ¢) sinf e,

+ (cos ¢ + sin ¢) cos @ eg + (cos ¢ — sin @) ey] (1.2.4.11)

5.
v =rsin®fe, + rsinf cosfeq + r’sin® O sin pey (1.2.4.12)
v=(z-vy)e.+(y+zy)e, (1.2.4.13)

6.
v=(p+pz)e,+(z—p e, (1.2.4.14)

v=z(l+z2)e,+y(l+2)e,+(z—2° —y?)e, (1.2.4.15)
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1.3 Intégrales dans R? et R?, théoréme de Fubini et exemples
de calculs

1.3.1 Intégrales dans R?

Soit f(z,y) = f(p) une fonction de deux variables.

— Définition

L’intégrale I sur le domaine D dauns le plan bidimensionnel (Figure 1.22) est définie comme
la limite de la somme de Darboux correspondante :

N
— 2 — 1 . .
1= [ @psto) - Jim > dsi /(o) (L3.1.1)
ol
d?*p = ds = daxdy (1.3.1.2)

est l'aire d’un élément dans D, l'aire élémentaire , ou la mesure d’intégration dans
I'intégrale bidimensionnelle, dans les coordonnées cartésiennes (Figure 1.22).

Y dy[]
dx

ds = dx dy

I
~_

FIGURE 1.22 — Domaine d’intégration D, coupé sur N éléments rectangulaires.

— Théoréme de Fubini

L’intégrale sur D (domaine bidimensionnel) de f(z,y), une fonction de deux variables, est
égale a l'intégrale double, d’abord sur y et ensuite sur x, ou inversement. La valeur de
l'intégrale ne change pas sous le changement de 'ordre d’intégration :

| @oto)= [ araysen = [ao [avsea) = [ay [arsen 0313

& Démonstration : L’idée de la démonstration est simple. L’intégrale double, o I'on intégre
d’abord sur y et ensuite sur x, correspond & la sommation, dans la somme de Darboux de
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léquation (1.3.1.1), d’abord sur de petits rectangles appartenant a des colonnes et ensuite on
somme les colonnes (les résultats des sommations dans les colonnes) (Figure 1.22).
Inversement, on somme d’abord les petits rectangles appartenant a des lignes, dans la figure
1.22; et ensuite on additionne les lignes (les résultats de sommation dans les lignes).
Evidemment que la somme totale dans 1’équation (1.3.1.1) restera la méme, indépendamment
de la maniére dont on aura organisé la sommation. O

Ezemple 1 ; Soit
fp)=flzy)=z+y (1.3.1.4)

et D un rectangle (Figure 1.23) :

D:0<z<a, 0<y<bd (1.3.1.5)

>3

a

O

FIGURE 1.23 — Domaine d’intégration dans I'intégrale de ’exemple 1.

1. Dans le premier calcul, on somme d’abord sur y et ensuite sur x

I:/Dd2pf(p):/Ddxdyf(z,y) (1.3.1.6)

selon le théoréme de Fubini :

I:/Oadx/obdyf(x,y):/Oadx/obdy(a:+y) (1.3.1.7)

Dans la premiére intégrale, quand on intégre sur y, x est considérée comme une constante,

a y? b a b2
Iz/ dz |zy + = z/ de (| zb+ — (1.3.1.8)
0 2 o 0 2

et ensuite on intégre sur x, le résultat d’intégration sur y,

2 1” b2 1% a’*b  ab®  ab(a+D)

I: - J— e _— = — 1 .1.
{26}04—{2%]0 5t 5 (1.3.1.9)
ab(a + b)

I= (1.3.1.10)

2
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2. Dans le second calcul, on somme d’abord sur x et ensuite sur y :

a

b
1=/ dxdyf(x,m:/ dy [ dz(z+y)
D 0 0

Pendant la premiére intégration (sur ), y est considéré comme une constante :

b 2 a b 2
x a
I/dy{ery} /dy(+ay)
0 2 0 0 2
On intégre ensuite sur y :

{az r [ y2]b a®b  ab®>  ab(a+b)
+ =4+ =—01F"
o o 2 2 2

On trouve le méme résultat, en accord avec la théoréme de Fubini.

Ezemple 2 : Soit f(z,y) =z + y et D un triangle (Figure 1.24).

FIGURE 1.24 — L’intégration se fait d’abord sur y, ensuite sur x.

1= [ @ose)= [ avaysia)

Par le théoréme de Fubini @
a y(z
1= [ae [ ay s
0 0

31

(1.3.1.11)

(1.3.1.12)

(1.3.1.13)

(1.3.1.14)

(1.3.1.15)

Dans l'intégrale sur y, avec z fixé quelconque entre 0 et a, on intégre sur y de 0 a y(x) = gx,
la valeur maximale de y qui se trouve sur le bord de D, lorsque ’on traverse le domaine D
dans le sens vertical. Cette limite supérieure dépend de z, elle est différente pour différentes
valeurs de x. Autrement dit, la limite supérieure de y n’est pas une constante (comme
c’était le cas dans l'exemple 1). Elle est une fonction de z. Cette fonction correspond a
I’équation de la ligne qui délimite le domaine D. Dans cet exemple, cette ligne est une

droite, d’équation y = 2 (Figure 1.24).
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La suite du calcul dans I’équation (1.3.1.15), en y mettant les forme explicites de y(z) et

de f(x,y) est :
a %m a 2 31
I:/ dx/ dy(m—l—y):/ dx {my—&—y}
0 0 0 2
:/dx<xbx+l(b>> ( )
0 a 2 \a
b b “ 2 _ 2ab+b2 x
= (0 v am) [ =250 M

2ab+b* a®  ab(2a+b)

2a2 3 6

ab(2a + b)
6

I= (1.3.1.16)

2. Tl est proposé en exercice, de refaire le calcul de cette intégrale en arrangeant différemment
les intégrations dans l’'intégrale double : en intégrant d’abord sur z et ensuite sur y. Le
début du calcul est comme suit (Figure 1.25) :

b a
I = d d
/0 y/m(y) x f(z,) (13.1.17)

ot z(y) = ¢y. Cette fois-ci c’est la limite inférieure de = qui est une fonction de y. En
procédant a la suite du calcul on doit trouver le résultat de ’équation (1.3.1.16).

y
X(y) =4y
bboooo
yX(y%
(6] //ID// X
X a

FIGURE 1.25 — L’intégration selon un ordre différent : d’abord sur z, ensuite sur y.

FErxemple 3 : aire d’un disque (Figure 1.26) :

Dans ce cas, ou 'on cherche a déterminer l'aire d’un domaine, il faut mettre f(x,y) = 1.

Tout d’abord, du fait de la symétrie du domaine (Figure 1.26), il suffit d’intégrer sur un quart du
disque (Figure 1.27). Evidemment, en intégrant sur le domaine réduit (Figure 1.27), on trouvera
un quart de l'aire du disque total (Figure 1.26).
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R D
| OKR |
R

¥,

FI1GURE 1.26 — D, disque de rayon R, centré en O.

FIGURE 1.27 — D’ correspond & un quart du disque. L’équation du bord est : 22 +y? = R?> —

y(x) = VR? — 22

Méme si cette réduction du domaine n’est pas indispensable, les limites d’intégration dans I’in-
tégrale double vont étre plus simples pour un quart du disque par rapport au disque total.
Notons par I l'aire total du disque. Alors

I R y(w)
f:/ dxdy'lz/ dx/ dy
4 D’ 0 0

R VRZ=2? R I R
= / da:/ dy = / da [y)y 7" = / dzv/ R? — 22 (1.3.1.18)
0 0 0 0

Nous avons choisi d’intégrer, dans 'intégrale double, d’abord sur y et ensuite sur z, comme cela
est indiqué dans la figure 1.27.
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11 est utile de changer la variable d’intégration, dans I’équation (1.3.1.18). Posons
r=Rsing (1.3.1.19)
Alors

dr = Rcospdp, +/R2—22=1/R2— R%sin®¢p = R\/1 —sin®p = Rcos¢p  (1.3.1.20)

Pour les limites d’intégration :
quand x varie de 0 & R

¢ doit varier de 0 a g (1.3.1.21)

d’apreés équation (1.3.1.19) et la courbe de sin ¢.
Selon ’équation (1.3.1.18) et les substitutions précédentes, on trouve :

R 5
/dx\/RQ—xQZ/ Rcospdg - Rcos ¢
0 0
3 31
:R2/ cos2¢-d¢:R2/ 5(1+cos2¢))d<z>
0 0

2 5 2 3
:T—/ dd)—i—R—/ d¢ - cos2¢
0 2 Jo

2
R* « R[1 R TR’
= — — | =sin2 =—4+0=— 1.3.1.22
2 2+2{25m (bL . 4 ( )
Nous trouvons que I/4 = wR?/4. Donc laire du disque est
I =7R? (1.3.1.23)

Calculons I'aire du disque de la figure 1.26 en utilisant les coordonnées polaires. Cette fois-ci

il n’y a pas de raison de diviser le disque en quatre parties, les limites d’intégration avec les
coordonnées polaires étant aussi simples pour le disque total que pour un quart du disque.
Avec les coordonnées polaires, pour le disque entier (Figure 1.28), le calcul se fait comme suit
(f(p) est toujours égale a 1) :

I:/ d2p~1:/ pdpdo (1.3.1.24)
D D

Rappelons que dans les coordonnées polaires d2p = pdpde. On trouve :

R 27 21 R 2
I:/ pdp d¢ = L -[¢]3”:R—~27r:7rR2

[ —rR? (1.3.1.25)

En accord avec le résultat du calcul en coordonnées cartésiennes de 'exemple 3 (équation
(1.3.1.23)).

Observons que 'utilité des coordonnées polaires, pour la géométrie circulaire du domaine D,
réside dans le fait que les limites d’intégration, sur p et sur ¢, sont constantes : 0 — R pour p,
0 — 27 pour ¢, quand on fait « scanner » le disque entier en variant p et ¢. Tandis qu’elles sont
variables 0 — y(x), pour y, dans les coordonnées cartésiennes (Figure 1.27). En revanche, dans
les coordonnées cartésiennes, les limites d’intégration de ’exemple 1 sont constantes, pour un
domaine D rectangulaire.
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%

-R

FIGURE 1.28 — Disque D intégré en coordonnées polaires

EXERCICE 2. Il est suggéré de calculer l'aire du domaine borné par Dellipse (Figure 1.29)
en utilisant les coordonnées cartésiennes.

& Indications : Comme lors du calcul pour le disque, il est plus simple de faire le calcul
pour un quart de Dellipse (Figure 1.30). Le calcul commence comme :

T a bq/l—z—; a 72
- = dzdy-1= dz dy = dzby\/1— — (1.3.1.26)
4 D’ 0 0 0 a

Il faut changer la variable d’intégration :
T = a sin ¢ (1.3.1.27)
et procéder a la suite du calcul. Finalement, on doit trouver que :

I =rab (1.3.1.28)

On doit trouver le méme résultat en faisant les intégrations selon l'ordre inverse des z, y,
en intégrant d’abord sur x et ensuite sur y :

T b z(y)
- = / dedy-1= / dy/ dz (1.3.1.29)
4 D! 0 0

.'L'2 2 2)

et en procédant le calcul on doit retrouver wab/4.

Dans ce cas
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I IIs

-b 9/ a X

FIGURE 1.29 — Domaine D borné par une ellipse.

y(x)

/

N
>

FIGURE 1.30 — équation de ellipse :
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|
+

s

a

1.3.2 Intégrales dans R?3
Soit f(z,y,z) = f(r) une fonction de trois variables.

— Définition

:1:}y(m):bw/1—%§

L’intégrale I sur le domaine D dans I’espace tridimensionnel (Figure 1.31) est définie comme

la limite de la somme de Darboux correspondante :

N
_ 3 — 1; . .
I—/Ddrﬂr)—ngnm;dwm)

ou

d’r = dV = dzdydz

(1.3.2.1)

(1.3.2.2)
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est le volume d’un élément dans D (petit cube), le volume élémentaire ou la mesure
d’intégration , dans l'intégrale tridimensionnelle en coordonnées cartésiennes.

Le domaine D est considéré étre découpé sur N petits cubes, dont I'un est montré explici-
tement sur la figure 1.31.

FIGURE 1.31 — Domaine D dans R? et le volume élémentaire dV & l'intérieur, en coordonnées
cartésiennes : dV = d3r = dz dydz.

— Théoréme de Fubini

L’intégrale sur D (domaine tridimensionnel) de f(z,y, z), une fonction de trois variables,
est égale a l'intégrale triple oti I’on intégre successivement sur z, puis sur y et ensuite sur
x, ou dans un autre ordre. La valeur de 'intégrale ne change pas sous les changements de
Pordre d’intégration sur les trois variables dans I'intégrale triple :

/d3rf(r)z/dxdydzf(x,y,z)
D D

:/dx/dy/dzf(x,y,z) :/dy/dz/dxf(x,y,z) =---  (1.3.2.3)

L’idée de la démonstration est une généralisation directe de la démonstration dans le cas bi-
dimensionnel, présentée au début de la section 1.3.1. Elle s’appuie sur les différentes facons
d’organiser la sommation dans la somme de Darboux (équation (1.3.2.1)) sur des petits cubes,
sur lesquels le domaine D (Figure 1.31) est considéré étre découpé.

Lremple 1 ;.
D est un cube a x b x ¢ (Figure 1.32) et f(x,y,z) est une fonction quelconque de trois variables.

Dans ce cas Uintégrale de f(x,y, z) sur D prendra la forme :

Iz/DdBrf(as,y,z) z/Ddxdydzf(a:,y,z) (1.3.2.4)

Par le théoréme de Fubini :

a b c
I :/ dx/ dy [ dz f(x,y, 2) (1.3.2.5)
0 0 0



