





Fisica para los grados de Sistemas de
Telecomunicaciones e Ingenieria Telematica






Fisica para los grados
de Sistemas de
Telecomunicaciones e
Ingenieria Telematica

Antonio Pérez Garrido

A | AULAMAGNA

PROYECTO CLAVE



Fisica para los grados de Sistemas de Telecomunicaciones
e Ingenieria Telemdtica

Primera edicién: 2022

ISBN: 9788419544551
ISBN eBook: 9788419187963
Depdsito legal SE 1980-2022

© de los textos:
Antonio Pérez Garrido

© de esta edicion:
Editorial Aula Magna, 2022. McGraw-Hill Interamericana de Espafia S.L.
editorialaulamagna.com
info@editorialaulamagna.com

Impreso en Espafia — Printed in Spain

Quedan prohibidos, dentro de los Iimites establecidos en la ley y bajo los apercibimientos
legalmente previstos, la reproduccion total o parcial de esta obra por cualquier medio o
procedimiento, ya sea electrénico o mecanico, el tratamiento informatico, el alquiler o cualquier
otra forma de cesion de la obra sin la autorizacion previa y por escrito de los titulares del
copyright. Dirfjase a info@editorialaulamagna.com si necesita fotocopiar o escanear algun
fragmento de esta obra.



Prefacio

Este libro contiene el material de la asignatura Fisica de los grados de Sistemas
de Telecomunicaciones e Ingenieria Telematica impartidos en la Universidad Poli-
técnica de Cartagena. Esta asignatura es cuatrimestral, pero tiene una distribucién
de contenidos que corresponde a una fisica general, habitualmente impartida en
dos cuatrimestres, incluyendo mecénica, ondas y electricidad y magnetismo. Aqui
estd el esfuerzo realizado para comprimir esta asignatura de manera que pueda ser
impartida en tan solo cuatro meses, tal y como nos obligan muchos planes de es-
tudios contemporaneos. Por este motivo, algunos temas, como el de ondas, apenas
contienen material y solo sirven para presentar conceptos bdsicos; de manera que
se resientan lo menos posible los temas de electricidad y magnetismo, mds relacio-
nados con los contenidos de asignaturas que tendrdn que abordar posteriormente

en estas titulaciones.

El primer tema es una introduccién al cdlculo vectorial, que llamamos tema 0
por ser un prerrequisito para poder seguir el resto de temas, y que no forma par-
te de los objetivos perseguidos en la asignatura. El contenido de cada capitulo se
puede dividir en cuatro bloques: texto principal y cuadros de ejemplos, demos-
traciones y temas avanzados. Esta division permite su abordaje en cuatro niveles
de profundidad. En un primer nivel tenemos un estudio superficial simplemente
leyendo el texto principal, donde se expone la teoria, pero sin demostrar ni ilus-
trar con ejemplos. Permite una lectura rdpida de los contenidos para poder tener
una vision global. Un segundo nivel incorpora el estudio de los cuadros de ejem-
plos, que son una importante ayuda para entender la teoria y poder abordar los
problemas propuestos al final de cada capitulo. En un tercer nivel de profundi-
dad se requiere también la comprension de los cuadros con las demostraciones.

El segundo nivel, junto con la préctica en la resolucién de problemas, permitiria



tener un minimo para poder alcanzar los objetivos de aprendizaje de la asignatura,
pero siendo recomendable alcanzar el tercer nivel. Por dltimo estdn los cuadros
con temas avanzados, que constituyen un cuarto nivel de profundidad. Estos temas
avanzados estdn pensados para el estudiante que quiera ahondar en determinadas

partes (o todas) de la materia y exceden el nivel requerido en la asignatura.
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Tema 0

Calculo vectorial

En este capitulo presentamos la notacién vectorial que emplearemos e introdu-

cimos determinados conceptos que serdn de utilidad a lo largo de toda la materia.

0.1. Definicion de vector

En fisica ciertas magnitudes quedan completamente representadas dando sim-
plemente un nimero. Es el caso de la temperatura de un cuerpo, la densidad, etc.
Estas magnitudes, que pueden ser caracterizadas con un niimero, las vamos a de-
nominar magnitudes escalares. Por contra, para otras magnitudes fisicas no basta
con dar un nimero para su completa caracterizaciéon. Un ejemplo de este tipo de
magnitudes es la velocidad de un objeto, no solo es necesario dar la rapidez con
la que se mueve ese objeto, sino que también tendremos que decir hacia dénde se
mueve. Para esto necesitamos emplear lo que vamos a denominar vectores. Los
vectores los vamos a representar por medio de segmentos orientados y tienen tres
propiedades fundamentales que los definen: médulo (la longitud del segmento),
direccion (la recta sobre la que se apoya el segmento) y sentido (la orientacion

del segmento), ver fig. 0.1.

En fisica podemos afiadir una cuarta propiedad que llamaremos punto de apli-
cacion y que es la posicién del origen del vector. Por ejemplo, en el caso de la ve-
locidad de una particula, el punto de aplicacion seria la posicion de esa particula.

Cuando tenemos una magnitud vectorial la escribimos por medio de una letra con



A0\
‘Wv \
/ Direccion

Sentido

Figura 0.1 Un vector junto con sus tres propiedades fundamentales.

una flecha encima. Por ejemplo, la velocidad la escribiriamos como V. Esa flecha
encima de una letra nos indica que estamos ante una magnitud vectorial. En la ma-
yoria de textos impresos se suelen representar las cantidades vectoriales por medio
de la letra en negrita: v. Nosotros nos cefliremos a la notacién con la flecha, ya que
es mas facil de emplear en textos manuscritos y, ademads, habituara al estudiante a
que, ya sea en sus apuntes o en los exdmenes, refleje claramente qué magnitudes

son o no son vectoriales.

0.1.1. Componentes de un vector

Para trabajar analiticamente con vectores vamos a introducir las componentes
de un vector respecto de un sistema de referencia. Para ello trasladamos el vector
paralelo a si mismo (no cambiamos su direccién) hasta que el origen del vector
coincida con el origen del sistema de referencia y, una vez hecho esto, las com-
ponentes del vector son las coordenadas del extremo del vector en ese sistema de
referencia. Por ejemplo, si tenemos un vector @ y al trasladarlo paralelo a si mismo
hasta que coincida su origen con el origen del sistema de referencia obtenemos que
las coordenadas del extremo son ay, a, y a., podemos escribir ese vector como la

terna:

i=(anay.a). (0.1)

0.1.2. Moédulo de un vector

Como ya hemos comentado, el médulo de un vector es la longitud del segmen-
to orientado. Al ser un escalar se suele representar usando la misma letra empleada
para el vector sin la flecha encima. Por ejemplo, a es como llamariamos al médulo

del vector d o bien rodeando la letra del vector con dos lineas verticales: | a | Usan-

2



do el teorema de Pitdgoras encontramos que el médulo de un vector lo podemos

expresar en funcién de sus componentes como:

|é"=a=,la§+a;+a§, 0.2)

donde a, ay, y a, son las componentes del vector @. Si un vector tiene médulo
unidad lo vamos a llamar vector unitario. En algunos textos, a los vectores unita-
rios se les representa colocdndoles encima una acento circunflejo en lugar de una

flecha, @ = |a| = 1, para incidir en que tienen médulo unidad.

0.2. Operaciones con vectores

A continuacién vamos a definir una serie de operaciones que toman como ele-
mentos de partida dos vectores o un vector y un escalar y nos devuelven otro vector

o un escalar.

0.2.1. Suma

., 'id
La operacién suma de dos vectores @ = (ax, ay, az) yb = (bx, by, bz) nos de-
vuelve un tercer vector cuyas componentes son la suma de las componentes de

cada vector:

+ 5 = (ax + bxa ay + by, a; + bz) . (03)

ST

En algunas ocasiones tendremos que realizar la suma gréfica de vectores, por
ejemplo cuando tengamos diagramas de fuerzas actuando sobre un cuerpo y que-
ramos saber como es la fuerza resultante. En la figura 0.2 podemos ver un ejemplo

de suma grafica de dos vectores.

0.2.2. Producto de un vector por un escalar

Al multiplicar un vector @ por un escalar A obtenemos otro vector cuyas com-

ponentes son las componentes de @ multiplicadas por el escalar:

Add=A (ax, ay, az) = (/lax, Aay, /laz). 0.4)



a) b) c)

Figura 0.2 Suma gréfica de dos vectores @ y b. Trasladamos uno de los vec-
tores paralelo a sf mismo hacia el extremo del otro, en este caso, trasladamos
b haca el extremo de @ en b). La suma de esos dos vectores es el vector cuyo
origen coincide con el origen del vector no trasladado y cuyo extremo es el
extremo del vector que hemos trasladado, ver c).

Este vector tiene la misma direccién que @, mismo sentido si A es positivo y
sentido contrario que & si A es negativo. El médulo del nuevo vector es igual a | A |
veces el médulo de d@. Por ejemplo, al multiplicar @ por —1 obtenemos el vector
—a = (—ax, —ay, —az), que es igual a @ en médulo y direccién, pero de sentido

contrario.

Si a cualquier vector d lo dividimos por su médulo (o lo multiplicamos por el
inverso de su médulo) obtenemos un vector unitario que tiene la misma direccién

y sentido que el vector original:
a’:(—,—',—). 0.5)

Es facil comprobar que el médulo de ese vector es igual a uno. Manipulando un

poco la expresién anterior llegamos a:
a=adal, 0.6)

Expresion que usaremos bastante y que nos dice que cualquier vector lo pode-
mos expresar como su médulo multiplicado por un vector unitario con su misma

direccién y sentido.

0.2.3. Diferencia de vectores

La diferencia de dos vectores es otro vector cuyas componentes son la diferen-

cia de las componentes de cada vector.

—b=(ay—bnay—by,a,—b.). 0.7)

(S



Para calcular la diferencia de dos vectores graficamente usamos la misma téc-
. =,
nica que para la suma, solo que en este caso sumamos d + (—b), esto es, sumamos

e . 4 . .
d con el vector —b, que es igual que el vector b, pero de sentido contrario.

0.2.4. Producto escalar

El producto escalar de dos vectores nos devuelve un escalar. Este producto lo
representamos colocando un punto entre los dos vectores que multiplicamos: @ - b.
El producto escalar de dos vectores es igual al producto del médulo de los dos

vectores por el seno del dngulo 6 (ver figura 0.3) que forman esos dos vectores:
d-b=ab cosb. (0.8)

N

., . e .
Esta operacién es conmutativa: @ - b = b - d. Si dos vectores

i el son perpendiculares (§ = 90° 0 8 = 270° = —90°) su producto
vectorial es nulo ya que el coseno de 90° y el de —90° es cero.

) \\L?\ Si dos vectores son paralelos (6 = 0° = cos0 = 1) el producto
E\ & escalares igual al producto de los médulos de ambos vectores. Si

Figura 0.3 Dos dos vectores son antiparalelos (§ = 180° = cos 180° = —1) el

vectores y el
dngulo 6 entre
ellos. moddulos. Por tanto, el producto escalar de un vector por el mismo

producto escalar entre ellos es igual a menos el producto de sus

es igual a su médulo al cuadrado (un vector es paralelo a si mismo):

d-d=a-a=d. (0.9)

Usando la relacién (0.9) podemos escribir el médulo

de un vector como la raiz cuadrada de su producto escalar:

a=a-a (0.10)

Conviene ahora introducir los vectores unitarios de la

. i . . / y
base cartesiana: 7, J'y k. No usamos el acento circunflejo, o :

a que son unitarios por definicién y no es necesario dejar X
yad P y ! Figura 0.4 Vectores
constancia de este hecho, aunque algunos autores siloem- de la base cartesiana
~ . 5> o 7
plean y los representan por 7, jy k. Estos vectores tienen » /YK

por componentes:

7=(1,0,0), 7=(0,1,0), k=(0,0,1). (0.11)



Es fécil ver que estos vectores son unitarios:
d=7=k|=1, (0.12)

y que son mutuamente perpendiculares, por lo que el producto escalar entre ellos
es cero:
Pp=rk=jk=0. (0.13)
En la figura 0.4 vemos representados los vectores unitarios de la base.
Como estos vectores son unitarios el producto escalar de uno de ellos por él

mismo es igual a 1:
=7 p=k-k=1. (0.14)

Estos vectores nos permiten escribir cualquier vector d = (ax, ay, az) de forma
compacta como:

d = a7+ ay, ]+ ak, (0.15)

que hace posible operar con ellos de manera mds sencilla. Por ejemplo, podemos
- .,
calcular el producto escalar entre dos vectores @ y b en funcién de sus componentes

a partir de (0.15) y usando las relaciones (0.13) y (0.14):
d-b=(a0+ayJ+ ak) - (bd+ byJ+ b.k) = asby + ayby + azb.. (0.16)

Este resultado es importante, el producto escalar de dos vectores lo podemos es-

cribir como la suma del producto de sus componentes:

-

a-b= axbx +ayb, +ab. 0.17)

Esto lo podriamos haber tomado como definicién de producto escalar y deducir la

relacion (0.8) a partir de esta.

0.2.5. Producto vectorial

. ¢ . ¢
El producto vectorial de dos vectores @ y b, que se escribe @ X b, es una ope-
racién que nos devuelve otro vector cuya direccion es una recta perpendicular al

plano formado por los dos vectores d y b, cuyo médulo viene dado por:

(0.18)

|é’><l_;'=ab send,




donde 6 es el angulo que forman los dos vectores. El sentido del vector producto
vectorial lo podemos obtener usando diversas reglas mnemotécnicas. La que yo
suelo emplear es la de la mano derecha. En esta regla empujamos mentalmente el
primer vector del producto hacia el segundo vector por el camino mds corto y el
pulgar nos indica cudl es el sentido del vector @ x b.! De aqui es facil comprobar
que el producto vectorial es anticonmutativo, esto es, al alterar el orden de los
factores cambia el signo del resultado. Dicho de otra forma, cambia el sentido del
vector resultante:

ixb=-bxa. (0.19)

El producto vectorial de dos vectores paralelos (§ = 0° = sen(0° = 0) pro-
duce un vector nulo. De ahi que el resultado del producto vectorial de un vector

cualquiera por él mismo es cero.

Vamos a calcular los productos vectoriales de los vectores de la base cartesiana
i .
7, J'y k. En primer lugar tenemos que los productos de cada uno de esos vectores

por él mismo dard un vector nulo:
PXT= X =kxk=0. (0.20)

Seria mds correcto escribir X I’ = 6, donde 0 es un vector nulo: § = (0,0,0).
Cuando multiplicamos un vector cualquiera de la base cartesiana por otro vector
distinto de la base cartesiana obtenemos un vector también unitario, ya que estos
vectores son perpendiculares entre si (6 = 90° = sen90° = 1) y tienen médulo
unidad. Ademads, este vector serd perpendicular al plano formado por esos dos
vectores. El estudiante puede comprobar el siguiente resultado usando la regla de

la mano derecha y mirando la figura 0.4:

-

PX =k, Txk=-] jxk=7 0.21)

Si ahora hacemos el mismo célculo, pero mirando el sistema de referencia de

la figura 0.5 obtenemos un resultado diferente:

Px j=—k, Txk=J jxk=-T 0.22)

IRealmente, el sentido del vector resultante de un producto vectorial es arbitrario, lo tomamos por
convenio. Si en lugar de usar la mano derecha usaramos la mano izquierda para otorgar el sentido al
producto vectorial no cambiarfa nada. Es un ejercicio interesante comprobar que esto es asi.



Esto no quiere decir que el resultado del producto
vectorial cambie con el tipo de sistema de referencia.
Cuando multiplicamos vectorialmente dos vectores

el resultado siempre es el mismo vector, indepen-

=y

dientemente del tipo de sistema de referencia, pero

Y~y

»{ X al cambiar el sistema de referencia también estamos
cambiando las coordenadas de los vectores.

,”\~
Podemos clasificar los sistemas de referencia en
Figura 0.5 Sistema de refe-

. . . dos tipos. Unos, que vamos a llamar sistemas de re-
rencia cartesiano levoglro.

ferencia dextrégiros, en los que X j'= k (Fig. 0.4) y
otros, que vamos a llamar sistemas de referencia levogiros, en los que 7’X J'= -,
ver (Fig. 0.5).

Para obtener el producto vectorial de dos vectores podriamos hacer algo como
lo que hicimos para el producto escalar: realizar el producto explicito sabiendo

cuanto vale el producto vectorial entre los vectores de la base:
@x b =(ad+a, ]+ ak) x (b + byJ'+ bk), (0.23)

donde debemos recordar que el producto vectorial entre los vectores de la base
cambia segin que el sistema de referencia sea dextrégiro o levégiro. En la practica
es mds facil de recordar el resultado del producto vectorial usando la siguiente
regla: vamos a calcular el producto vectorial de dos vectores como el determinante
de una matriz 3 X 3 en la que la primera fila son los vectores unitarios de la base
cartesiana, la segunda fila son las componentes del primer vector y la tercera fila

son las componentes del segundo vector:

- r f ]? -
ixb=la, a, a]=/(ab,—aby)+ (@b —ab)+ (aby —ab,)k. (0.24)
b, by b,

Comprobamos ficilmente que esta expresion vale para un sistema de referencia
dextrégiro haciendo el producto 7’x J*

-

1

X 7= (0.25)

S =~y
— Oy
S O =
Il
ban



Si el sistema de referencia es levégiro ain podemos usar la expresion (0.24),

pero tendremos que cambiar el signo al vector resultante.

-

Tema avanzado: Vectores axiales o pseudovectores

En realidad el producto vectorial de dos vectores no devuelve un vector pro-
piamente dicho, sino lo que se conoce como vector axial o pseudovector. Esto
es, podemos dividir los vectores en fisica en dos tipos que llamaremos vec-
tores polares y vectores axiales o pseudovectores. Los vectores polares son
aquellos asociados a desplazamientos de una particula y todos los vectores
que podemos derivar de ellos, ya sea derivando respecto del tiempo, multi-
plicando por un escalar o mediante una combinacién lineal de cualquiera de
los anteriores. La forma mads fécil de distinguir entre estos vectores es por
medio de lo que ocurre con ellos tras una reflexion a través de un plano, en
otras palabras, en lo que ocurre con su imagen especular. Si un vector polar
lo vemos a través de un espejo tenemos que el vector reflejado es igual al
original excepto que la componente normal al espejo estd invertida. Cuando
multiplicamos vectorialmente dos vectores polares, ;cémo es la reflexion de
este vector en el espejo? Para ver qué pasa vamos a multiplicar d X b:

> - -
L_l}||Xb||+L_l)HXbL +3le|‘+M

- - >
(_1}||Xb||+£_l)|\XbL +(§}le”,

@xb=(a+d.)x (b +b.)

(0.26)

donde hemos descompuesto cada vector en una componente perpendicular y
una componente paralela al espejo. El primer término, g X l_;“, es perpendi-
cular al espejo y los otros dos, @ x b, +d, x l_;”, serian paralelas al plano
del espejo. Si ahora hacemos el producto vectorial de las reflexiones de @ y b
en el espejo, que sabemos que tienen sus componentes normales invertidas,
tenemos:

(3||—L_Z)l)>((l_))||—l_;l) ﬁ||X5||—3“X5L—&)lX5|‘+M

, R R 0.27)
L_f” Xb” —C_I)H XbL —ﬁl Xb”.

Vemos que el vector resultante tiene invertida la componente paralela al plano
del espejo. Estos es, mientras que los vectores polares invierten su componen-
te normal al plano del espejo, los vectores axiales invierten su componente
paralela al plano del espejo tras una reflexién. A partir de un vector axial po-
demos obtener mds vectores axiales por medio de derivadas temporales, pro-
ductos por un escalar o por cualquier combinacién lineal de vectores axiales.

En general, cuando multiplicamos vectorialmente dos vectores polares el re-
sultado es un vector axial, mientras que si multiplicamos vectorialmente un




vector polar con un vector axial tenemos un vector polar de nuevo. Si lo que
multiplicamos vectorialmente son dos vectores axiales, el resultado es otro
vector axial. En fisica no veremos en una expresion que se estén sumando
vectores axiales y vectores polares, a no ser que los hayamos transformado
por medio de un producto vectorial. Cuando en una misma ecuacién veamos
al mismo tiempo vectores de los dos tipos podremos comprobar que uno de
los dos tipos estd transformado en el otro por algiin método, como estar den-
tro de un producto vectorial, que hace que en la expresion todos los términos
sean de un solo tipo, ya sea vectores axiales o vectores polares.

Los vectores de la base también los podemos dividir en dos tipos: vectores
de la base polar: Zolar, Jpolar ¥ l_c)polar y los vectores de la base axial: Taxial, Jaxial
y I?axial. Los vectores polares los escribimos en funcién de la base polar y los
vectores axiales en funcién de la base axial. Cuando anteriormente haciamos
X = K (o —k, segtin el tipo de base), lo que estdbamos haciendo es Zpojar X

-

> - 9 4 s
Jpolar = Kaxial (0 —Kaxia1). Con esto es facil entender el porqué del cambio de
signo al cambiar de sistema de levégiro a dextrégiro: estos dos sistemas de
referencia son la imagen especular el uno del otro.

Los vectores axiales mds importantes que veremos son la velocidad angular,
w, el momento angular, Z, y de fuerza, M , el campo magnético, B y todos
los campos asociados: intensidad magnética, H, y magnetizacién M, entre
otros. A la hora de la verdad, podemos atravesar toda la fisica de este libro
sin atender a si los vectores son axiales o polares, por lo que no haremos
distincién entre ellos en general.

0.

qu
de

en

devuelven un nimero, un escalar, para cada punto de una regién del espacio las
vamos a denominar campos escalares. Por otro lado, también nos podemos en-

contrar funciones que asocian a cada punto de una regién del espacio un vector. A

3. Campos escalares y vectoriales

En fisica muchas veces nos encontramos funciones que nos dicen propiedades
e varian segun la posicion. Por ejemplo, al estudiar las propiedades térmicas
una habitacién nos encontramos con una ecuacion que nos dice la temperatura

cada punto en funcién de sus coordenadas x, y, y z. Estas funciones que nos

estas funciones las vamos a llamar campos vectoriales.
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