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Avant-propos

En seconde année les interrogations orales n’engendrent plus d’appréhension. On sait que
cette spécificité du systéme des classes préparatoires aux grandes écoles participe grande-
ment aux progrés des étudiants. Cependant, cette seconde année est courte et a I'assimi-
lation réguliére du cours s’ajoute I'aspect de I'entrainement a I'oral. Néanmoins, de méme
qu’on ne se prépare pas a un marathon en faisant des marathons, un bon exercice pour 'oral
d’'un concours n’est pas forcément un bon exercice pour une « colle » au cours de I'année.
C’est pourquoi méme si certains sujets proviennent d’oraux de concours, ils ont parfois été
modifiés afin de recentrer leurs questions sur un chapitre précis d'interrogation.

Dans I'objectif d'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés en trois caté-
gories :
* Les «exercices axés sur le calcul ». Souvent application quasiment directe du cours, ils ont
pour objectif, via la pratique calculatoire, de vérifier la connaissance et la compréhension
des notions du cours.

e Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer I'assimilation des concepts.

 Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices aménent I'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Plut6t que l'originalité ou la difficulté, nous avons privilégié des exercices qui nous ont paru
formateurs. Néanmoins certains exercices, signalés par une ou deux étoiles, sont d'un niveau
plus élevé.

Les corrections des exercices figurent apres la liste des énoncés. Chaque exercice est entie-
rement corrigé parfois de plusieurs maniéres lorsque cela nous a semblé utile.

En début de chaque chapitre se trouve une figure, généralement réalisée par M. Pantigny,
qui illustre soit une notion, soit un exercice. Nous encourageons le lecteur a faire le plus
souvent possible ses propres représentations.

En espérant que ce livre contribue efficacement a leur préparation aux concours, nous adres-
sons nos veeux de réussite aux lecteurs de ce livre.
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Une molécule de dichlorométhane CH,Cl, a quatre isométries qui la laissent invariante :
I'identité Id, la symétrie s, par rapport a la droite Oy, la réflexion sy par rapport a x0y,
qui échange les atomes d’hydrogéne, et la réflexion s¢; par rapport a yOz, qui échange les

atomes de chlore.

Le groupe formé par ces quatre isométries (pour la loi o) est appelé le groupe de symétrie
de la molécule. 11 s’agit du groupe de Klein, isomorphe a (Z/2Z) x (Z/2Z).



Chapitre 1

ES Exercices axés sur le calcul

Image par un morphisme de l'itéré d’'un élément

Soient G et G' deux groupes notés additivement.
Pourn € Z et x € G, on désigne par nx l'itéré de x d’ordre n dans le groupe G.

Soit f un morphisme de G dans G'.

1) Montrer que pour x € G ettoutn € N, on a f(nx) = nf(x).
2) Montrer que I'égalité précédente est encore vraie quand n € Z.

3) Que deviennent ces égalités en notations multiplicatives?

Classique

Soit f un morphisme de groupes de (Q, +) vers (R, +).
Montrer que pour toutr € Q, f(r) =rf(1).

. (1 2 3 4 5 6 7 8 9
501t0669deﬁmepara—<3 2 8 9 4 5 2 1 6)'

1) Décomposer ¢ en produit de cycles a supports disjoints.

2) Déterminer la signature et 'ordre de .

Déterminer le sous-groupe (additif) de Z engendré par {12,18, —27}.

Montrer que le sous-groupe (multiplicatif) de C*, engendré parietj = exp(2i m/3), est Uy,
(le groupe des racines 12-iémes de 'unité).

On rappelle que pour tout a réel, b = {/a désigne 'unique réel b tel que a = b3.
On munit R de la loi * définie par :

X*y = e + y3.

1) Montrer que (R, ) est un groupe abélien.

2) Montrer qu'il estisomorphe a (R, +).
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Automorphismes intérieurs

Soit (G, *) un groupe. Pour a € G, on note a~! son symétrique pour laloi * et 7, 'application

de G vers G définie parx = a * x xa™ L.

1) Montrer que 7, est un automorphisme du groupe (G, *) (c’est-a-dire un isomorphisme
du groupe dans lui-méme).

2) Vérifier que :
Va,b €EG, T4°Ty = Tgsp-

3) En déduire que T = {14, a € G} est un sous-groupe du groupe des permutations de G.
D’apreés Mines-Télécom
Centre d’'un groupe

1) Soit (G, *) un groupe. On note :

Z(G)={x€eG|VYyEG x*y=y*x}

Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G.

2) Montrer que I'ensemble des matrices de la forme avecx,yetz € Restun

S O

X
1
0

< N

groupe pour le produit matriciel. Trouver le centre de ce groupe.

On considére l'intervalle I = [0, 1[. Pour x et y dans /, on pose :
xxy=x+y—|x+y|

1) Montrer que (I, %) est un groupe abélien.

2) Résoudre I'équation x x x = 0 d’inconnue x € I.
En déduire qu'il existe un unique d € I qui soit d’ordre 2 dans (I, *).

3) Pourn € N*, préciser, s'il en existe, les éléments d’ordre n de I.

#} Exercices axés sur le raisonnement

Classique

Montrer que la réunion de deux sous-groupes est un sous-groupe si, et seulement si, I'un
des deux sous-groupes est inclus dans l'autre.
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Soient (G, *) un groupe d’élément neutre e et f : x = x~ ! 'application de G dans lui-méme
qui a tout élément de G associe son inverse pour la loi *.

Montrer que f est un automorphisme du groupe (G, *) si, et seulement si, le groupe (G, *)
est commutatif.

On note GL,(Z) I'ensemble des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients dans Z dont le dé-
terminant vaut 1 ou —1.
1) Soit M une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients entiers et inversible.

Montrer que si M~1 est A coefficients entiers, alors det(M) = +1.
2) Montrer que GL,(Z) est un groupe pour la multiplication.
0 -1 0 -1
3) Onpose A = <1 0 )etB = (1 _1).

Calculer I'ordre de 4, de B et de AB. Que peut-on en conclure?

Soient H et K deux groupes notés multiplicativement.

1) Soient h un élément de H et k un élément de K. On suppose ces éléments d’ordres finis.
On note p 'ordre de h, g celui de k et r = ppcm(p, q).

Montrer que (h, k) est un élément d’ordre r dans le groupe H X K.

2) On suppose que H et K sont des groupes cycliques.
Montrer que le groupe produit H X K est cyclique si, et seulement si, les ordres de H et K
sont premiers entre eux.

Soit G un sous-groupe fini de (C*, X).
1) Montrerque G cU={z€C]| |z| = 1}.

2) Montrer qu'il existe p € N* tel que ¢ = U,, (ensemble des racines p-iémes de 1).

*% | Groupes des éléments d’ordre fini de C*
OnnoteU, ={z€C|In EN*, z" =1}
1) Montrer que U, est infini.
2) Montrer U, est un sous-groupe de ((C*, x).

3) Montrer que U,, n’est pas engendré par une partie finie.
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* %
Soient G un groupe fini noté multiplicativement, H et K deux sous-groupes de G.
Onnotef : HXK = G,(h,k) » hket:
HK ={hk;h € H, k € K}.
1) Quelle est'image de f? Déterminer le nombre d’antécédents par f que possede un élé-
ment de cette image.

2) En déduire que :
Card(HK)Card(H N K) = Card(H)Card(K).

Sous-groupe d’un groupe cyclique

On désire établir que tout sous-groupe d'un groupe cyclique estlui-méme cyclique : on intro-
duit un groupe cyclique (G, *), a un générateur de G et H un sous-groupe de (G, *).

1) Justifier I'existence d’un plus petit entier naturel non nul n tel que a™ € H.

2) Etablir qu'alors H est le groupe engendré par a™

Soitn € N\ {0, 1} et (G, *) un groupe de cardinal 2n.
Soient A et B deux sous-groupes de G de cardinal n tels que A N B = {e}.

1) Montrer qu’il existe c € G telque AU B U {c} = G.
2) Montrer que :
Va € A\ {e},Yvbe B\{e}, ax*b=c.

En déduire n = 2.

*

1) Soient f un homomorphisme de groupes de G dans G’ et x un élément de G d’ordre fini p.
Que peut-on dire de 'ordre de f(x) dans G'?

2) Trouver tous les morphismes de groupes additifs de Z/7Z dans Z/15Z.

3) Trouver tous les morphismes de groupes additifs de Z/4Z dans Z/6Z.

*

Montrer qu’il existe un multiple de 23 dont I'écriture décimale ne comporte que des 1.
D’aprés TPE Mines-Ponts
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& Exercices avec questions ouvertes

Que dire d’un groupe dont le nombre d’éléments est un nombre premier?

Ordre de xy et de yx

Soient x et y éléments d'un groupe G (quelconque) noté multiplicativement.
Existe-t-il un lien entre 'ordre de xy et celui de yx?

* %

Soit G un groupe noté multiplicativement. On suppose que tous les éléments du groupe
(autres que I’élément neutre e) sont d’ordre 2.
1) Montrer que G est un groupe abélien.
Indication : Pour x et y € G, on pourra considérer (xy)(xy).
2) Soit H un sous-groupe de G et x € G \ H. On note K le sous-groupe engendré par H U {x}.
a) Montrer que K = H U xH.
b) Montrer que si H est fini, alors card(K) = 2 card(H).
3) En supposant de plus que G est un groupe fini, que peut-on dire de |G|?

Plus petit sous-groupe non commutatif
Quel est le plus petit entier n pour lequel il existe un groupe de cardinal n non commutatif?

Caractérisation des groupes finis par le nombre de sous-groupes

Soit (G, *) un groupe.
1) Justifier que si G est fini, alors G posséde un nombre fini de sous-groupes.

2) Réciproquement, on suppose que G posséde un nombre fini de sous-groupes.
Tous les éléments de G sont-ils d’ordre fini?
Lensemble G est-il fini?

Déterminer tous les morphismes de groupes de (Q, +) dans (Z, +).

Soit n un entier naturel supérieura 4 eto € S,,.
Existe-t-il un lien entre la parité de 'ordre de o et sa signature?

Classique

Quels sont les morphismes de groupes continus de (R, +) dans lui-méme?
Indication : Utiliser la densité de Q dans R.
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Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
On raisonne par récurrence.
1) Soitx € G.Pourn € N, on appelle P, la proposition « f (nx) = nf(x) ».

e [nitialisation

Par définition, 0x = 0; et 0f (x) = Ogr.

Par ailleurs, puisque f est un morphisme, f(0;) = O¢.

Donc P, est vraie.

e Hérédité

Soitn € N. On suppose P, vraie. On a alors :

f((n+ 1x) = f(nx +x)

= f(nx) + f(x)
=nf(x) +f(x)
=+ Df(x)

ce qui montre que 7,1 est vraie.

Q car f est un morphisme
2 d’apres P,

Q par définition

On a montré par récurrence que :

vneN, f(nx)=nf(x).

7))
=
o
-
v
(11]
e
e
o
v

2) Soientx € G etn € Z \ N. Puisque f est un morphisme, on a f(nx) = —f(—nx).
Or, —nx = (—n)x et —n € N, donc f(—nx) = (—n)f (n).
Finalement f(nx) = —(—n)f(x) = nf (x).
On a montré :

Vx €EG,VYn€Z f(nx)=nf(x).

3) En notations multiplicatives, on obtient :

Vx € G VneZ f(x")= (f(x))n.

Exercice 2
Soitr € Q. On choisitp € Z et q € N* telsquer = p/q.
En utilisant les images des itérés d’'un élément par un morphisme (voir exercice 1) ona:

= b
A qf(z) > f(gx) = qf (x), car f est un morphisme
=f(‘¥;) >qE=p=p-1
=pf( v '
En divisant I'égalité par g, on obtient f(r) = rf(1).
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Exercice 3

1) En étudiant les images successives de chacun des éléments de [[1, 9], on obtient :

0(1)=3,0(3) =8,0(8) = 1.Deméme, a(2) =7,0(7) = 2.
Eto(4) =9,0(9) =6,0(6) =5,0(5) = 4.
Donc:
0=(1,3,8)0(2,7)°(4,9,5,7).

2) e Signature

La transposition T = (2, 7) est de signature —1. Le cycle c3 = (1, 3, 8) est de signature +1
etle cycle cy = (4,9,5,7) est de signature —1.

La signature étant un homomorphisme de groupe, ona:
£(0) = e(De(cz)e(cy) = (=D - 1- (=) = 1.

e Ordre

Deux cycles de supports disjoints commutant pour la composition, on a pour toutp € N :

oP =1Pocloch.

La transposition T = (2, 7) est d’ordre 2. Le cycle c3 = (1,3, 8) est d’ordre 3 et le cycle
¢y =44,9,5,7) est d’ordre 4.

On en déduit que 'ordre de o est égal a ppcm(2, 3,4) = 12.

2 Remarque

2 On peut déterminer (o) en calculant le nombre d’inversions de o. On trouve qu’il y a
¢ 22 couples (i, ) tels que i < j et o(i) > a(j). Donc e(0) = (—1)?2 = 1. Mais il est
¢ plus rapide d’utiliser la décomposition en cycles. Quant a déterminer I'ordre de o en
2 calculant successivement a2, g3, etc., ce serait déraisonnable.

Exercice 4

Onal2 =2%.3,18 =2 x 3%2 et —27 = —33. Le PGcD de ces trois nombres est donc 3.
Donc le sous-groupe de Z engendré par {12, 18, —27} est 3Z.

3
z
z

3
3
3
S
3

Remarque
On peut détailler par double inclusion en notant G le groupe engendré par {12, 18, —27}.

Les trois nombres sont des multiples de 3.
Ainsi G c 3Z (car G est le plus petit sous-groupe contenant {12, 18, —27}).

Onal=45-44=5-9—-11-4,donc3 =5:27 — 11 - 12. En particulier, 3 € G.
Donc G contient aussi le sous-groupe engendré par 3. D’ou, 3Z c G.
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Exercice 5
On note G le groupe engendré par i et j. On va montrer G = U, par double inclusion.

@ Onai'? = (-1)® = 1 etj'? = (j*)* = 1. Donc le groupe Uy, contienti et j.
Ainsi G € U4, (car G est le plus petit sous-groupe contenant i et j).

@ Puisque G est un sous-groupe,onai-j € G.
D’autre part,onai-j = exp(in/2) exp(2im/3) = exp(7i m/6).

On sait que les générateurs du groupe Uy, sont les nombres complexes de la forme
exp(2ki m/12) avec k un nombre entier premier avec 12.

Comme 7A12 = 1, on en déduit que G contient un générateur de U;, etdonc U;, C G.

Remarque
On peut aussi utiliser i™! - j = exp(—i 7/2) exp(2i m/3) = exp(in/6) qui est un

générateur plus usuel de Uy ,.

Exercice 6

1) e Montrons que la loi * est associative :
Soient x, y et z trois réels.
(x*y)*z=73(x*y)® +2°

S GEsoET
S e
Y ey vt

=x* (y * z).
e De la méme fagon, la commutativité de + entraine celle de *.
e Pourtoutx € R, 0% x = x * 0 = 3/x3 + 03 = ¥/x3 = x. Donc 0 est neutre pour *.
e Pour toutx € R, (—x) *x = x * (—x) = 3/x3 + (—x)3 = V2% —x3 = Y0 = 0. Donc
tout réel admet un symétrique pour *.

(%)
=
o
-
(V]
Ll
o
o
o
v

Qx*yzi/x3+y3et(i/f)3=t

2 par associativité de +

Qy*zzf/y3+z3

On a montré que (R, *) est un groupe abélien.

2) Notons f : t — t3.0Ona:
Vi, yER, fx*xy)=x*y)*=x>+y>=f(x)+f).

Donc f est un morphisme de groupes de (R, *) dans (R, +).
Or, f est bijective, donc on a prouvé que (R, *) estisomorphe a (R, +).

1
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Exercice 7

1) Soita € G. Montrons que 7, est un morphisme de groupes :
Soient x et y dans G.

To() ¥ () = (axx*xa ) x(axy*a™t)

Q par associativité
1 1

=axxx(@  *xa)xy*xa”

( e Q a~! * a = e (élément neutre)
=ax(x*y)*a

= Tq(x * ).
Montrons que 7, est une permutation de G :

Soient x et y dans G.

y=1,(x) & y=axxxa

S yrxa=axx
1

& atxyxa=x.

Donc tout élément de G a un unique antécédent dans G par t,.
Par conséquent, 7, est bijection de G dans lui-méme.

z Remarque
2 On peut méme préciser que ;1 = 74-1.
On a montré que t, est un automorphisme du groupe (G, *).
2) Soienta et b dans G.On a pour toutx € G :
Tq © Tp(X) = Tq (Tp(x))
=ax(bxx*xb ) xqgl
(@a*b)xx* (b1«

= Ta*b(x)'

Donc t, ° Ty = Tgaup-

-1
@) Q(a*b)’1 =blxqag?l

3) Ennotant S(G) 'ensemble des permutations de G, on vient de montrer que a = 7, estun
homomorphisme de groupes de (G, *) dans (G(G), 0). Puisqu’on a un homomorphisme,
I'image du groupe G est un sous-groupe de (). DoncT = {t,, a € G} estunsous-groupe
du groupe des permutations de G.

E Remarque

¢ a » T, étant un homomorphisme de groupes, on retrouve 7,1 = 7,-1.
Exercice 8

1) Par définition, Z(G) est une partie de G.
e En notant e I'élément neutre de G, on a, pour touty € G,e *y =y * e,donce € Z(G).
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 Soient x, et x, deux éléments de Z(G). On a, pour touty € G :
X1 % Xo) %Y = X1 * (X, *
(X1 *xz) *y 1% (X2 *xy) QXZEZ(G)

=x1 % (¥ *x2) R
Q associativité de *

= * *
(X1 *y) * X3 2x1 €26
= *x1) * Xy
=y * (X1 % X3).
Donc x; * x, € Z(G).

e Soitxun élémentde Z(G).On a, pour touty € G, x*y = y+*x. En multipliant a gauche et
adroite par I'inverse x ! de x, on obtientexy*x~1 = x " lxyxe,doncy*x~1 = x"1xy.
Doncx™! € Z(G).

On a montré que Z(G) est un sous-groupe de G.

1 x z
Notons G I'ensemble des matrices delaforme| 0 1 y |avecx,yetz € R.
e G contient I'élément neutre /5. 001
1 x1 7 2 Xy, 2y
e SoientM; =({0 1 y |etM,=|0 1 1y, |deuxélementsdeg.
0 0 1 0 0 1 (72)
1 x1+x, Zy+x1),+2 g
OnaM;M, =|0 1 Y+ €G. =
0 0 1 brd
1 x z E
eSoitM=(0 1 y |unélémentdeg. (@)
00 1 =

M est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont non nuls, donc M
est inversible. On peut calculer son inverse a I'aide de la méthode de Gauss-Jordan ou
al'aide de la comatrice.
1 —x xy—z
Ontrouve M™1={0 1 —y |.Ce qui prouve que M~1 € G.
0 0 1
Donc G est un sous-groupe du groupe linéaire et, par conséquent, c’est un groupe pour le
produit matriciel.

Avec les notations précédentes, on a pour M, et M, dans G :

MM, =M;M; &  z+x),+721 =21t x%0112; & X102 = ).

SiM, € Z(G), on a, pour tous x,, ¥, € R, x1y, = x,¥;.

En utilisant (x,,y,) = (0,1), on obtient x; = 0. De méme, avec (x,,y,) = (1,0), on
obtienty; = 0.

1 0 z
Réciproquement,siM; ={ 0 1 0 |, onaurapourtoutM, € G, M;M, = M, M.
0 0 1
1 0 z
Le centre du groupe G est 'ensemble des matrices delaforme|( 0 1 0 Javecz € R.
0 0 1

13
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Exercice 9

1) e Pourtoutréelt,onat — [t]| € I, donc * est une loi interne dans /.
e L'addition étant commutative, la loi * est clairement commutative.
e Associativité de *
Soientx,yetz€l.Ona:

(xxy)xz=(x*xy)+2z—[(x*y)+z]

>par définition de *
=(x+y)—lx+yl+z—|x+y)—lx+y]+2|

)™

=(x+y)_[x+yj+Z—l(x+Y)+ZJ+lx+yJ Qcalculsdans (R,+)

=@x+y)+z—|(x+y) +2]
Q associativité de +
=x+(y+z)—[x+(y+z)] »
=xx*(y*2z). Q 9
(*)d'unepart (x+y)—|x+y|+z=(x+y)+z—|x+y| dautrepartn = |[x+y| € Z
et|t—n]=[t]—nsin€Z
(**) par des calculs semblables aux précédents.
o Elément neutre
Pourtoutx €1, |x] =0,doncO0*x =x*0=x+0—|x+ 0] =x.
Donc 0 est neutre pour *.
e Symétrique d’un élément
Pourtoutx € [, (—=x)*x = x x (—x) =x —x —|0] = 0.
Donc tout élément de I admet un symétrique pour *.
On a montré que (I, *) est un groupe abélien.
2) Pourx €1, x xx = 2x — |2x] et 2x € [0, 2[, donc [2x] = 0 ou 1.
Or2x =|2x] & 2x€Z.Doncxxx =0 < (2x =0ou2x =1).
Donc x x x = 0 a deux solutions x = Oetx = 1/2.
Parmi ces solutions, seul 1/2 est d’ordre 2.
3) Pourn € N etx € I, on note xI™ I'itéré de x d’ordre n pour la loi *.
Soit x € I. Pour n € N, on note P, : « xI™ = nx — [nx| ».
e [nitialisation
Par définition, 0 étant le neutre pour *, x[%1 = 0. Donc P, est vraie.
e Hérédité
Soitn € N. On suppose P, vraie.

x[t1] = x[nl 5 5 g
2 par définition de x

Q d’apres P,
Q Inx] € Z

= x4 x — x4 x|

nx — [nx] +x — [nx — [nx] + xJ
=nx + x — |[nx| — [nx + x| + [nx|
=Mm+ 1x—|nx| — [(n + 1)xJ.

Donc P, ;1 est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N, x[™ = nx — |nx]|.
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Comme x € I,nx € [0,n[ et on obtient :

xMl=0 & 3ke [0,n—1],nx = k.

Donc x[™ = 0 admet n solutions qui sont x; = % pour k € [0,n — 1].
Parmi ces solutions cherchons les éléments d’ordre exactement n :
On peut exclure k = 0, car 0 est d’ordre 1.

Soitk € [1,n — 1]

Pourp € [1,n],ona:

k
x,Ep] =0 & px, =|pxx] © p EZ < n|pk.

e Sik An = 1. La condition « n divise pk » entraine que « n divise p », donc p = n. Donc
X est d’ordre exactement n.
« Sinon, notons a = k A n. Il existe des entiers k' et n’ tels que k = ak’ etn = an'.

!
Onremarque que n’ € [1,n — 1] etque n’k = n'ak’ = nk’, donc x,[<n I=o.
On en déduit que x;, n’est pas d’ordre n.
1 ) k .
Les éléments d’ordre n sont les x;, = - avec k € [1,n — 1] premier avec n.

¥F Exercices axés sur le raisonnement
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Exercice 10
Soient H, et H, deux sous-groupes du groupe G (noté multiplicativement).

@ Si H; € H,, alors H; U H, = H,, qui est un sous-groupe. Il en va de méme si H, € H;.

@ On suppose que H; U H, est un sous-groupe.
On raisonne par I'absurde en supposant que H; n’est pas inclus dans H, et que H,
n’est pas inclus dans H;.
Il existe donc x4 € H; \ H, et x, € H, \ H;.
X, et x, étant deux éléments du groupe H; U H;, x;x, € H; U H,. Par symétrie des
roles, on peut supposer que x;x, € H,. Ecrivant alors x, = x7'(x;x,), on obtient
x, € H; (produit de deux éléments du groupe H;) ce qui améne une contradiction
puisque x, € H, \ H;.
On a donc prouvé que H, est inclus dans H, ou H, est inclus dans H;.

Exercice 11
Onnotef:G - G,x » x~ 1,

-1
On sait que pour toutx € G, (x‘l) = x ce quis’écrit fof(x) = x, donc f estune involution
de G. En particulier, f est bijective de G dans lui-méme.

15
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Soient x et y dans G. On a les équivalences suivantes :
faxy)=f)*fO) & (x*y)t=x"txy™!
>a=b & al=p1

— (=1 -1\
& =ey=(ayT) J(@sb)yt=pxa

S X*xy=y*Xx.
Donc:

Vx,yEG f(x*y)=f)*f(y) & Vx,yeEGx*xy=y=*x.
Donc f est un morphisme si, et seulement si, * est commutative.

On a montré que f est un isomorphisme du groupe (G, *) dans lui-méme si, et seulement si,
le groupe (G, *) est commutatif.

Exercice 12

1) SiM € M,(Z), alors det(M) est un entier.
Si M est inversible, ona M~1M = I,, donc det(M~1) det(M) = 1.
Donc si M~ est aussi a coefficients entiers, alors det(M) est un entier inversible dans Z.
Puisque U(Z) = {—1, 1}, on en déduit det(M) = +1.
2) On sait que (GL2 (R), x) est un groupe.
¢ GL;(Z) estinclus dans GL, (R).
* GL,(Z) est non vide (il contient la matrice I;).

e GL,(Z) eststable par multiplication (car le produit de deux matrices de déterminants +1
est également de déterminant +1 et le produit de deux matrices a coefficients dans Z
est aussi a coefficients dans Z).

e Soit M € GL,(Z).

On sait que det(M) = +1, donc M est inversible et det(M~1) = de;M) = +1.
b

d)
1 1 d -b\ _ d -b
OnaalorsM™" = 0 (—c a ) =+ (—c a )€ GL, (Z).

Par caractérisation des sous-groupes, GL,(Z) est un sous-groupe de (GLZ (R), x).
Donc GL,(Z) muni de X est un groupe.

De plus, il existe a, b, c,d € Z tels que M =

3) Le calcul matriciel donne A?> = —I,, A3 = —A et A* = I,. A est donc d’ordre 4.

-1 1
De méme, B2 = (_1 0) et B3 = I,. B est donc d’ordre 3.
-1 1 . . . L.
OnaC = AB = 0 -1/ Afin de calculer les puissances successives de C, on écrit

0 0

Cette matrice N commute avec I, et vérifie N2 = 0. Donc la formule du bindme donne :

C=-I, + NenposantN = (O 1).

c" = (=D, + (_1)n—1nN +0=(C-D" <g) En)



Groupes

Remarque
On pouvait calculer les puissances successives de C par récurrence.

Donc C™ # I, pour n > 1. C est donc d’ordre infini.

On peut en conclure qu'il est possible que le produit de deux éléments d’ordre fini soit
d’ordre infini.

Remarque

On peut aussi en déduire que A et B ne commutent pas. En effet, si AB = BA, on au-
rait (AB)'? = A'?B'? = [,. Néanmoins, il suffit plus simplement de calculer BA pour
constater AB # BA.

Exercice 13

1) Par définition de la loi produit, on a (h, k)* = (h™ k™) pour tout n € N. On sait que
I'élément neutre de H X K est le couple (1, 1).

()" = 1yxx & (KK = (1, 1k)

{hn = 1H
= n _—_
k™ = 1g h estd’ordre p,
{p | n k estd’ordre g
s
qln

< ppem(p,q) | n.
Donc le plus petit entier naturel n > 1 tel que (h, k)™ = 14k est ppcm(p, q).
Lordre de (h, k) est ppcm(p, q).
2) Onnote hun générateur de H et k un générateur de K.
Donc h est d’ordre p = card(H) et k est d’ordre g = card(K).
On sait que H X K est de cardinal pq. Il est donc cyclique si, et seulement si, il posséde un
élément d’ordre pq.
Si p et g sont premiers entre eux, alors ppcm(p, q) = pq. D’apres la question précédente
(h, k) est d’ordre pq. En particulier, H X K est cyclique.
Sip et g ne sont pas premiers entre eux. Notons r = ppcm(p, q). Onar < pq.
Soitx € Hx K. Il existea € Ketb € Ktelsquex = (a,b).Onax” = (a,b)” = (a’,b").
Onaa” = 1y, car p divise r et b™ = 1, car q divise r. Donc x” = 1y4k. Lordre de r est
donc strictement inférieur a pq (car il divise r).
H X K n’est pas cyclique.
On a montré que H X K est cyclique si, et seulement si, p et g sont premiers entre eux.

Exercice 14
On note p le cardinal de G.

1) Soitz € G. On sait que zP = 1. En particulier |z| = 1.
DoncG c{zeC]| |z| =1}
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2) Onavuque G c Uy, oup = card(G).
Puisque U, est aussi de cardinal p,ona G = U,,.

Exercice 15

1) Puisque U, = U U, et que, pour toutn € N*, exp (Zl—ﬂ) €U, ona:
neN* n

2im
{exp <T),n € N*} C Uy.

Or (2—”) est une suite de nombres 2 a 2 distincts de ]0, 2r], donc (exp (21—”)) est
n /neN* . L o n neN*
une suite de nombres complexes 2 a 2 distincts. Donc U, est infini.

2

—

On sait que ((C*, x) est un groupe.
e U, estinclus dans C*.
» U, est non vide (il est méme infini).
e Soient z; et z, € U,
Notons n, et n, deux entiers naturels non nuls tels que z;* = 1 et zy? =
Ona (z4z,)™™ = (z?l)nz (z;lz)n1 = 1.Donc z;,z, € U, (car nyn, € N*).
U, est stable par multiplication.
e Soient z € U, et n € N* tel que z" = 1. On a alors (z‘l)n = (z”)_1 = 1. Donc
zleU,.
Par caractérisation des sous-groupes, U, est un sous-groupe de ((C*, x).
3) On raisonne par l'absurde, on suppose qu’il existe une partie A finie et engendrant le
sous-groupe U,.
En notant N le ppcM des ordres des éléments de 4, on a pour touta € 4, aV =1.
Comme la multiplication de C* est commutative et que tout élément de U, est un produit
fini d’éléments de A4, on aurait pour tout z € Uy, zV = 1.
Or w = exp (%) vérifie wV = exp(in) = —1 et w € U, car w? = 1.
On a ainsi au moins un élément de U, qui ne vérifie pas z¥ = 1 ce qui constitue une
contradiction.
On a prouvé que U, n’est pas engendré par une partie finie.

Exercice 16

1) Limage de f est!'ensemble noté HK par I'énoncé.
Soit (h, k) € H X K. On va montrer que pour tout (hy,k;) € H X K :

f(hy,ky) =hk & 3Ix € HNK,h; = hxetk, = x k.
@ Soitx € HN K.On pose h; = hxetk, = x k.
Puisque h et x appartiennent au sous-groupe H, h; € H.

De méme k; € K, car k et x~! appartiennent a ce sous-groupe.
De plus, ona f(hq, k;) = hxx 1k = hk.

18
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Soit (hy, k1) € K X K tel que h 1k, = hk.

En multipliant par h~* 4 gauche et par k! a droite,ona h™*h; = kkJ?!.

Notons x = h™1h,. x appartient au sous-groupe H. Or x = kk7!, donc x appartient
aussi au sous-groupe K.

Doncx € H N K.Onaaussi hx = hy etk; = x k.

Enfin, I'équivalence (hx = hx’ <& x = x') montre qu'il y a autant de couples (hq, kq)
tels que f (hq, k1) = hk que d’éléments x dans HNK. Donc chaque élément de HK possede
Card(H N K) antécédents par f.

2) Notons f : H X K - HK, (h, k) » hk.
Par construction, f est surjective. Tout élément de HK a exactement n = Card(H n K)

antécédents par f. Ce qui permet de former une partition de H x K en Card(HK) parties,
toutes de cardinal n. Donc n Card(HK) = Card(H X K) = Card(H)Card(K).

Onadonc:
Card(HK)Card(H n K) = Card(H)Card(K).

Exercice 17

1) On sait que a®4(©) = ¢ et que e € H, car H est un sous-groupe.

Doncl’ensemble {p € N*| aP € H}estnon vide, caril contient card(G). Il estinclus dans N
et posséde donc un minimum n.

2) Comme a™ € H, le sous-groupe (a™) engendré par a™ est un sous-groupe de H.
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Il s’agit de voir que tout élément de H est un itéré de a™.

Soit x € H. Donc x € G et puisque a engendre G, il existe p > 1 tel que x = aP.

On effectue la division euclidiennedepparn:p =qn+ravec0 < r<n—1.
Onaalorsx = a? = a™a”. Donca” = (a™) 'x.0r,x € Heta™ = (a™)? € H, donc
a” € H (car H est un sous-groupe). Par minimalité de n, on en déduit r = 0.

Doncx = aP = (a™)? € (a™).

Finalement, on a prouvé que H = (a™), donc que H est cyclique.

Exercice 18

1) A U B estune partie de G de cardinal Card(4) + Card(B) — Card(AN B) = 2n — 1.
Doncil existe c € Gtelque AUB U {c} = G.

2) Soienta € A\ {e}etb € B\ {e}.
On raisonne par I'absurde. On supposea * b # c.Onaalorsa *b € AU B.

Les roles de A et B étant symétriques, on peut supposer que a * b € A pour la démons-
tration.Onaalors b = a™! = (a * b) qui appartiendrait au sous-groupe A. Donch € ANB.

On aurait donc b € {e} ce qui est impossible car b # e.
On a montré par 'absurde que a * b = c.

19
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Donc:
Va€e€e A\ {e},Yvbe B\{e}, a*b=c.

Soient a et a’ deux éléments de A \ {e}.

En utilisant un élément b € B\ {e},onaa*xb =ceta’'*b = c.Doncaxb =a’ *bet, en
multipliant par b1 4 droite, on obtienta = a'.

Donc A \ {e} ne contient qu'un seul élément. D’ouin = 2.

2 Remarque

2 On peut obtenir un exemple de cette situation en prenant G = Z/2Z X Z/2Z et les
¢ sous-groupes A = Z/27 X {0}etB = {0} X Z/2Z.

Exercice 19

1) En notant multiplicativement les lois, on a x? = e, donc f(x”) = f(e). Or f étant un
morphisme f(e) = e’ et f(x)P = f(x”) (voir exercice 1), donc f(x)? = e’. On peut donc
affirmer que l'ordre de f(x) dans G’ est un diviseur de p.

2 Remarque
2 En version additive, on écrit px = 04, doncpf(x) = f(px) = f(05) = 04'.
2) Soit f un morphisme de groupe de Z/7Z dans Z/157Z.

Pour tout x € Z/7Z, I'ordre de f(x) divise 7 d’aprés la question précédente. Or f(x)
appartenanta Z/157, son ordre divise 15. Un entier naturel qui divise 7 et 15 est égal a 1.
Donc f(x) est d’ordre 1. Seul I'’élément neutre étant d’ordre 1, on a f(x) = 0.

Donc f est 'application nulle.
Réciproquement, I'application nulle est un morphisme de groupe de Z/7Z dans Z/15Z.
3) Soit f un morphisme de groupe de Z/4Z dans Z/6Z.

On sait que Z/47Z est un groupe cyclique engendré par la classe de 1 modulo 4 que nous
noterons cl, (1).

Lordre de f(cl4(1)) divise 4 d’aprés la premiére question et appartenant a Z/6Z, son
ordre divise également 6. Donc son ordre divise 2.

Si son ordre est 1, on obtient f(cl4(1)) = 0 et f est'application nulle.

Si son ordre est 2. Alors f(cl4(1)) = clg(3) (seul élément de Z/67Z dont I'ordre est 2).
On obtient ensuite pour toutn € Z,f(ncl4(1)) = nclg(3).

Ainsi, f est’application qui, pour tout n € Z, associe a cl,(n) I'élément clg(3n).

Cette application est bien définie, car sin’ € cl,(n), il existe k € Ztel que n' = n + 4k.
Donc 3n' = 3n + 12k et clg(3n") = clg(3n).

Réciproquement, I'application nulle et 'application f : cl,(n) » clg(3n) précédente sont
bien des morphismes de groupes (additifs) de Z/4Z dans Z/6Z.
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Exercice 20

On veut montrer qu'il existe d € N* tel que N = 1 + 10 + 102 + --- + 104~ soit un multiple

de 23.

o dil 1ok = 1091 _ 1071
b o To10-1

multiple de 23 x 9 = 207.

Or, 10 est premier avec 207, donc la classe de 10 modulo 207 est dans le groupe des inver-
sibles de Z/207Z . Cette classe est donc d’ordre fini dans ce groupe. Il existe d € N* tel que
10¢ = 1[207].

.11 s’agit de prouver I'existence d’un d tel que 10¢ — 1 soit un

10%-1
9

11 existe donc q € N tel que 104 — 1 = 23 - 9q. Donc
uniquement avec des 1 en base dix.

est un multiple de 23 et il s’écrit

Remarque

On peut étre plus précis. Comme 9 et 23 sont premiers entre eux et que 9 divise 104 — 1,
il suffit de chercher d tel que 10% — 1 soit un multiple de 23. On peut utiliser la démarche
précédente dans (Z/237Z)". Lordre de la classe de 10 modulo 23 est un diviseur du car-
dinal du groupe des inversibles de Z/23Z, donc de ¢(23) = 22 (car 23 est premier). En
conclusion le nombre

1022 -1
N = —5 = 1111111111111111111111

est un multiple de 23.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 21
Soit G un groupe de cardinal p avec p premier. On va montrer que G est un groupe monogene.
Soit a un élément de G autre que 'élément neutre e.

L'ordre de a devant diviser |G| = p et ne pouvant étre 1 (car a # e), a est d’ordre p. Donc G
est engendré par a.

Donc G est un groupe monogene.

Exercice 22
On va montrer que 'ordre de xy est le méme que celui de yx.
Soitn € N*. On suppose (xy)" = e (I'élément neutre du groupe).
En multipliant par y a gauche, ona y(xy)™ = ye = y.
Puis, en multipliant par y~! a droite : y(xy)*y 1 = yy l =e.
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D’autre part, en utilisant I'associativité de la loi :
ya)ty~t =y ) (xy) - ey () y 7T

n fois

=y () (xy) - (xy) xyy ™
> yy l=e

n—1 fois
=y () (xy) - (xy) x
n—1 fois > par associativité
= ) x) - (yx) (yx)
n fois
= ()™
D’ou finalement (yx)™ = e.
En échangeant les réles de x et y, on obtient I'implication réciproque. Donc :

x)"=e & (xy)"=e.
Par conséquent, les éléments xy et yx ont le méme ordre (fini ou non).
Exercice 23

1) Soientxety € G.
Ona (xy)? = e (d’aprés 'hypothese faite sur G). Donc:

xy = (xy)~!
y=( }:) L Qinverse d’un produit
=y x .
sz =eety’=c¢
= yx.

On a montré que xy = yx pour tous x, y et donc (G, -) est un groupe abélien.

2) a) Par définition K est un sous-groupe de G contenant {x} U H.
Ainsi, H c K et x € K et comme K est stable par produit, xH c K.
OnadoncH U xH c K.
Réciproquement, H U xH contient {x} U H (car x = x - e € xH).
Montrons que H U xH est un sous-groupe de G.
eHUxHCG
e H U xH contient e, car e € H (H est un sous-groupe)
e Soient k; et k, deux éléments de H U xH. Quatre cas se présentent :
* Casky € Hetk, € H.Onak k, € H, car H est un sous-groupe.
* Cas kq € xH etk, € H. Il existe h € H tel que k; = xh.
Onaalors k 1k, = xhk, € xH, car hk, € H.
* Cas k; € xH et k, € H. Laloi étant commutative, on a k1k, € xH d’apres le cas

précédent.
* Cas kq € xH et k, € xH. Il existe hq, h, € H tels que k; = xh, et k, = xh,.
Onaalors:
kik, = xh xh
12 1 Q par commutativité
= x2h1h2

= hyh,. sz -
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Donc k1k, = h h, € H,car h;h, € H.
Dans tous les cas, k1k, € H U xH.
On a montré que H U xH est stable par produit.
e Chaque élément étant son propre inverse, 'ensemble est stable par passage a I'in-
verse.

On a prouvé que H U xH est un sous-groupe de G.
Comme K est le plus petit sous-groupe contenant H U xH,ona K € H U xH.
On a ainsi K = H U xH par double inclusion.
b) Ona|K| = |H|+ |xH| — |H N xH]|.
Ona|xH| = |H|, car f : H— xH, h — xh est bijective ".
Montrons que HU xH = @ :

Si h € H U xH, il existe hy € H tel que h = xhy. Donc x = hhy! € H. C'est impossible,
carx € G\ H.

Compte tenu de tout cela, |[K| = |H| + |H| — 0 = 2|H]|.

3) SiG n’est pas réduita {e}, son cardinal est pair, car I'ordre d'un élément divise le cardinal
du groupe.
On va montrer (par I'absurde) que le cardinal de G est une puissance de 2.
On note A I'ensemble des sous-groupes de G dont le cardinal est une puissance de 2.
L'ensemble {|H|,H € c/l} est alors une partie non vide de N (car A contient le sous-
groupe {e}).
Cet ensemble admet donc un maximum et il existe un sous-groupe H de G tel que |H|
atteint ce maximum.

Si |G| n’est pas une puissance de 2,ona G # H.Il existe x € G \ H.

D’apres la question précédente, K = H U xH est un sous-groupe de G de cardinal 2|H|.
DoncK € Aet|K| > |H|. Cestimpossible par choix de H.

On a ainsi montré que |G| est une puissance de 2.
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Exercice 24
* D’apres 'exercice 21, tout groupe de cardinal 2, 3 ou 5 est monogéne donc commutatif.
¢ Soit G = {e,a, b, c} un groupe de cardinal 4 (e désigne I'élément neutre). On va montrer
que G est commutatif.
* Sil'un des éléments est d’ordre 4, alors G est monogene donc commutatif.
* Sinon, tous les éléments autres que e sont d’ordre 2. Il est classique (voir exercice 23)
que G est commutatif. On peut proposer une démonstration plus élémentaire ici ou
G ={eab,c}:
Comme G est un groupe, ab € G.
Le cas ab = a est impossible, car il entralnerait b = a~la = e.De méme, ab # b.
Le cas ab = e estimpossible, car alors on aurait a?b = a, donc b = a (car on a supposé
a’ =e).

“Sa bijection réciproque est f 1 : xH — H,y = x~1y.
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Doncab =c.

La méme étude des cas possibles pour ba conduit a ba = c.

Ainsi, on a ab = ba.

Les réles de a, b et c étant identiques, on a montré que G est commutatif.

2 Remarque

2 L'étude précédente montre qu'un groupe de cardinal 4 est soit isomorphe a Z/4Z
(cas monogene), soit isomorphe au groupe produit (Z/ZZ) X (Z/ZZ) (cas ou tous les
¢ éléments autres que I'élément neutre sont d’ordre 2).

VS

* On sait que S; estde cardinal 3! = 6 et qu’il n’est pas commutatif, car les transpositions
(1,2) et (1, 3) ne commutent pas ( (1,2) o (1,3) = (1,3,2) et (1,3) o (1,2) = (1, 2,3)).

En conclusion, 6 est le plus petit entier n pour lequel il existe un groupe de cardinal n non
commutatif.

Exercice 25

1)

2)

Si G est fini, il y a un nombre fini de parties de G. En particulier, G a un nombre fini de
sous-groupes.

Réciproquement, supposons que G ait un nombre fini de sous-groupes.

e Montrons que tout élément de G est d’ordre fini.

On raisonne par I'absurde. On suppose qu'il existe x € G d’ordre infini. Notons Hj, = (x*)
pour k € N.

Soient k et k' € N. Montrons que si H, = Hy, alors k = k'.

Si Hy = Hy, alors x* € Hys. Donc il existe p € Z tel que x¥ = xP¥'. Or, x étant d’ordre
infini, cela entrainerait que k = pk'. Donc k' divise k. Les roles étant symétriques, on
obtient aussi k divise k’. Finalement k = k'.

Donc les sous-groupes Hy pour k € N sont deux a deux distincts.

On aurait une infinité de sous-groupes distincts, ce qui est impossible.

On a montré par I'absurde que tout élément est d’ordre fini.

e Montrons que G est fini.

En remarquant que G = XLEJG(x), on en déduit, puisqu’il existe un nombre fini de sous-

groupes distincts, qu'il existe x4, x,, ..., X, tels que :

G= O(xk>-
k=1

n
Or, les sous-groupes {x;) sont finis, donc G = U (x;) I'est aussi.
k=1



Groupes

Exercice 26
Soit ¢ : Q — Z un morphisme de (Q, +) dans (Z, +).

On a en particulier :
1 1
VgeN, ()= ¢<q5> =q¢ (5>-

Comme ¢ est a valeurs dans Z, ¢(1) est ainsi un entier divisible par tout g € N*. On a donc
¢@(1) = 0. Puis, pour tout g € N*, ¢(1/q) = 0 puisque qp(1/q) = ¢(1) = 0.

Finalement : L
Vp € Z,Vq € N7, (p(%):p(p(E):O.

@ est donc I'application nulle.
Réciproquement, 'application nulle est un morphisme de (Q, +) dans (Z, +).

Exercice 27
Notons d 'ordre de o. Montrons que si d est impair, alors e(g) = 1.
On sait que 0% = Id1,,) et que la signature est un morphisme de groupes donc :

g(0)t =¢(0%) =e(ldpn) = 1.
Comme d est impair, €(0) = —1 est impossible. Donc (o) = 1.

En revanche, il n’y a pas de résultat général lorsque d est pair.
Par exemple, une transposition est d’ordre 2 et est de signature —1, alors que le produit
(1,2) o (3,4) est aussi d’ordre 2 mais de signature 1.
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Exercice 28
Soit f : R = R un morphisme de groupes continu sur R.
Par une démonstration semblable a celle de I'exercice 2, on a:

vreQ f()=rf(D.

Pour x € R, on sait qu'il existe une suite (7;,) ey de rationnels convergeant vers x. Par conti-
nuité de f,on a f(r;,) — f(x).0r, f(1) =1 f (1) — xf(1).

Par unicité de la limiter,lon obtient f(x) = xf(1). "

Donc f est linéaire.

Réciproquement pour a € R, I'application x = ax est continue sur R et est un morphisme
de groupes.

Les morphismes de groupes continus de (R, +) dans lui-méme sontles applications linéaires
de R dans R.

Sia estd’ordren, alors
a“*=e & nlk.
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13 est un nombre premier et donc Z/13Z est un corps et donc chaque k pourk € [1,12] est
un générateur du groupe (Z/13Z, +) qui correspond a un polygone régulier (a 13 cotés). On
a dessiné uniquement 6 polygones car chacun d’entre eux correspond a deux générateurs
(un pour chaque sens de rotation).
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Chapitre 2

ES Exercices axés sur le calcul

P _ )
Soit p un nombre premier. Dans Z/pZ, calculer les sommes s; = Y, kets, = Y k .
k=1 k=1

0 [10]
0 [13]

2[10]

X
, puis le systéme (S) {x 5 [13]°

x
Résoudre dans Z le systeme (H) {x

Déterminer le groupe des inversibles de I'anneau Z/8Z. Ce groupe est-il cyclique?

Soit A = {zﬂn meZetn€ N}.
1) Montrer que A est un sous-anneau de (Q, +, X).

2) Quels en sont les éléments inversibles?

Soit E 'ensemble des matrices de la forme (_ab Zab> avec a et b réels.

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M5, (R) et donner sa dimension.
2) Montrer que E est un sous-anneau de M, (R), puis que E est un corps.

3) Résoudre dans E, I'équation X? = I,.

D’apres CCINP

* ) Symbole de Pochhammer

Soit (4, +, X) un anneau commutatif. Pour x € A etn € N, on définit x(™ par:
x©@ =1, xMW=x(x—-1)(x—n+1).

Montrer que pour tousx ety € Aettoutn € N,ona:

n
n
(x +y)™ = Z (k>x(k)y(n—k)_
k=0



Anneaux

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Classique

Soit (4, +, X) un anneau. On note 1 I'élément unité.
1) Soient a un élément nilpotent et n € N* tels que a™ = 0.

a) Montrer que 1 — a est inversible et préciser son inverse.
b) Endéduire que b = 1 + 2a + -+ + na™ ! est inversible.
2) Soientaetb € A tels que ab soit nilpotent.
Montrer que ba est nilpotent.
3) Dans cette question, on suppose que 'anneau A est commutatif et on note N I'ensemble
des éléments nilpotents.
Montrer que N est un idéal de I'anneau A.

Radical d’un idéal

Soient (4, +, X) un anneau commutatif et / un idéal de A.
On note R(I) 'ensemble des éléments x de A tel qu'il existe n dans N* tel que x™ € I.

1) Montrer que R(I) est un idéal de A contenant /.
2) On considére 'ensemble E = {n € N* | R(nZ) = nZ}.
Montrer que E est 'ensemble des entiers naturels qui ne sont pas divisibles par le carré

d’'un nombre premier.
D’apreés Mines-Télécom

Classique
Soit p un nombre premier supérieur a 3. On note F, = Z/pZ. On rappelle que F, est un
corps.
1) Montrer que f : x = x? est un morphisme de groupes de (F;, X) dans lui-méme.

2) Montrer que Ker(f) = {T, —T}.
p-1 _ _
3) Montrer que pour tout x € Fy,x 2 = 1ou—1.

’e p-1 .
4) Montrer qu’ily a = carrés dans [},
D’apreés CCINP

Un anneau qui n’est pas un sous-anneau
On considére le sous-espace vetoriel E engendré par les deux matrices réelles suivantes

-1 0 1 -1 1 0
A=[1 -1 0 |etB=[0 -1 1
0 1 -1 1 0 -1

1) Montrer que (E, 4+, X) (ou X estla multiplication matricielle usuelle) est un anneau, mais
que ce n’est pas un sous-anneau de M3 (R).

29



Chapitre 2

2) La matrice A est-elle inversible dans M;(R)? Admet-elle un inverse dans I'anneau E
c’est-a-dire une matrice M € E telle que MA = AM = 1 ou 1y désigne I'élément neutre
pour X dans I'anneau E?

Anneau de Boole
Soit (4, +, X) un anneau. On suppose que :

Vx €A, x%=nx. (*)

1) Montrer que pour toutx € 4,2x = 0.

2) Montrer que A est commutatif.
Indication : On pourra envisager (x + y)2.

3) Quels sont les éléments inversibles de A?

Soient a et n des entiers naturels strictement supérieurs a 1. On note N = a™ — 1.

1) Montrer que a est inversible dans 'anneau Z/NZ et déterminer l'ordre de a dans le
groupe des inversibles U(Z/NZ).

2) En déduire que n divise ¢ (N) (¢ désigne I'indicatrice d’Euler).

*

1) Etude d’un exemple
Soit k € N*. Préciser les diviseurs de 0 de I'anneau Z/2*Z.

2) On considere A un anneau commutatif fini. On suppose que A posséde n diviseurs de
zéro, avecn > 1.

a) Soit a un diviseur de 0.
Montrerque f : A = A, x = ax estun morphisme de groupes de (4, +) dans lui-méme
et que tout élément y € Im(f) admet exactement card(Ker(f)) antécédents.

b) En déduire que A a au plus (n + 1)? éléments.

D’aprés ENS

& Exercices avec questions ouvertes

Que peut-on dire d'un anneau commutatif A dont les seuls idéaux sont {0} et A?

Quels sont les morphismes d’anneaux de (Z, +, X) dans lui-méme?



Anneaux

Classique

Quels sont les morphismes d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme?
Indication : On pourra montrer qu'un tel morphisme est croissant.
D’aprés Mines-Télécom

* %
Soit (4, +, X) un anneau.
1) Montrer que si la multiplication est commutative, alors f : A - A,x ~ x? est un mor-
phisme multiplicatif, c’est-a-dire qu’'on a :

Vx,y €A, (xy)* =x%y% (*)

2) Laréciproque est-elle vraie?
Indication : On pourra commencer par utiliser (x) pour x et 1, + y.

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1
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p p — —
Notons S; = Y, ketS, = Y. k2. Cesontdes entiers naturelsetonas; = S; ets, = S,.
k=1 k=1

P
OnsaitqueS; = ) k= @. Donc 2 divise p(p + 1). Distinguons deux cas :
k=1

eSip=2,8 =3,doncS; =1[2].D'ols; = 1dans Z/2Z.
e Sinon p est impair, donc DZLl € N.D’ol S; est un multiple de p et s; = 0.

R 14 DEP+1) . .. )
DemémeS, = Y k? = M. Distinguons trois cas :
K=1

eSip=2,5,=5doncS, =1[2].Doncs, = T_dans Z/21.

eSip=3,5, =14 donc S, = 2 [3]. Donc s, = 2 dans Z/3Z.

* Sinon p et 6 sont premiers entre eux donc 6 divise (p+1)(2p+1). Donc S, est un multiple
depets, =0.

Exercice 2
Ona(x =0[13] & 13|x)et(x =0[10] < 10|x). Puisque 10 et 13 sont premiers entre
eux, on obtient :

= 0 [10] 130 dg €7 130
=3 = ,X = .
0 [13] |x qEZx q

—
xR
(Tl
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Soit x, une solution de (S). On a pour tout x € Z:

{x = 2 [10] - {x—x0 = 0 [10]

& 3 €7,x = xo + 130q.
x = 5 [13] Xx—x = 0 [13] TELX=% a

Il reste a déterminer une solution [particuliére] x,.

Premiere méthode (méthode générale)

Soit x € Z.
x = 2 [10] x =2 + 10k
< 3k, k' €7Z,
x =5 [13] x =5+ 13k’
X =2 + 10k
< 3k, k' € Z, ,
10k — 13k' = 3

Puisque 10 et 13 sont premiers entre eux, on sait qu’il existe des coefficients (dits de Bézout)
u et v entiers tels que 10u + 13v = 1.

En écrivant I'algorithme d’Euclide (ou en devinant), on constate que 10 -4 — 13 -3 = 1.On
adonc10-12—-13-9 =3.Doncxy = 2+ 10 - 12 = 122 est une solution de (S).

Deuxieme méthode (en utilisant les inverses de Z/137Z )
Soientk € Zetx = 2 + 10k. On a ainsi x = 2 [10]. Puis :
=5[13] & 10k =3[13].
Or, 4 - 10 = 40 = 1 [13] donc l'inverse de 10 dans Z/13Z est 4. Donc
=5[13] & k=4-3[13].
On peut choisir k = 12 et on a ainsi une solution particuliere x, = 2 + 120 = 122,

2 Remarque

s On a préféré travailler dans Z/13Z, car c’est un corps, mais on aurait pu travailler dans
s I'anneau Z/10Z et déterminer 'inverse de la classe de 13 modulo 10 (c’est la classe de 7
{car7-13=91=1 [10]D).

Finalement :
2 [10]

& 3Ag € Z|x =122+ 130q.
5 [13] qEZ|x q

—
xR
(11l

Exercice 3
Parmi les entiers de 1 a 7, ceux qui sont premiers avec 8 sont 1,3,5 et 7. On a donc:

U(Z/8Z) = {T, 3,5, 7}.

Test d’ordre 1.0na3" =9 = 1.Donc3estd'ordre 2.1l n’engendre pas le groupe (U(Z/8Z), ).

De méme 5 =25=1 et7 =149 =1, les éléments 5 et 7 sont aussi d’ordre 2.
Aucun des quatre éléments de U(Z/8Z) n'engendre le groupe (U(Z/SZ), ) Ce groupe n’est
donc pas cyclique.
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Exercice 4

1) Il estimmédiat que Z c Q.
Pour toutm € Z,m = 220 donc Z c A et en particulier A contient 1.

Soienta, eta, € A. Pouri € {1, 2}, on choisitm; € Z etn; € N tels que a; = %

Onaalors:
-m
s —ay = 2n11 ;
_omy m, _ 2™2my+2Mm, n n .
ca; +a, = le+sz = an—,rnz,donca1+a2 € A (car 2"2mq + 2™Mm, € Z);
=M Mz _ MMy
*A10; = ot Ty = Jmyrmy dONCaqa; € A

Donc A est un sous-anneau de (Q, +, X).

2) Soientr = zﬂn avecm € Z* etn € N un élément inversible de 'anneau A.

!
Il existe r' = % avecm’ € Z* etn’ € N tels que 7’ = 1. D’ott 2" = mm'.

Donc m est une puissance de 2 (seul nombre premier pouvant diviser 2"+"').
Il existe k € N tel que m = +2k. Etdoncr = +2¢7",

Les éléments inversibles sont de la forme +2% avec a € Z.
Réciproquement, montrons que ces nombres sont inversibles dans A :
eSir=+42%aveck e N.Onar € Z doncr €e Aetr~! = izik € A.

e Sinonr = izik aveck € N*.Onar € Aetr ! = +2k € A.

On a montré :
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U(A) = {+2% a € T}.

Exercice 5

0 2 2b
1) Notons ] = <_1 0) ainsi (_ab a) =al, + bJ.
Donc E = Vect(l,,]) et E est un espace vectoriel. La famille génératrice trouvée étant
libre (J n’est pas colinéaire a I,), E est de dimension 2.

2) e Puisque E est un sous-espace vectoriel, E est un sous-groupe de (M, (R), +).
« E contient le neutre /.
« Stabilité pour la multiplication

soientM=( % P)epem =%, ek
-b a -b" a
,_(a 2b\(a 2b"\_{( aa’—2bb" 2(ab’ + ba’)
MM = (—b a ) (—b’ @ ) = <—(ba’ +ab') ad'—2bb’ ) €E

Donc E est un sous-anneau de (M, (R), +, X).
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Remarque

$
S
z En utilisant la base trouvée et le développement :

$

z (al, + b))(@'l, + b']) = aad'l, + (ab’ + b'a)] + bb'J?,

$

2 il suffisait, compte tenu de la stabilité par combinaison linéaire, de vérifier que la ma-
2 -2 0

$ trice J2 = ( 0 _2> appartient effectivement a E.

$

L

e calcul précédent montre également que deux matrices de E commutent pour X.
a

Soit M = (_b 2b> € E\ {0}.

Ona (a,b) # (0,0) etdet(M) = a? + 2b? > 0 (a et b sont des réels et au moins un des
deux est non nul). Donc det(M) # 0 ce qui prouve que M est inversible.

1 _1 (a —2b f__a y_ b .
En outre,ona M~ o) (b a € E,cara’ = dotd) eth' = T sont des réels.

Donc (E, +, X) est un anneau commutatif et tout élément non nul est inversible : c’est un
corps.

_(a 2b , _(a 2b\(a 2b\_(a*-2b*  4ab _
3) AvecM—<_b a),onaM _<—b a)(—b a>_(—2ab a2_2b2>.Donc.

a?-2b*> =1 b =0 a = 0
= .
2ab =0 az =1 " b2 = —1,2

M? =1, 4:»{

Le second systeme n’a pas de solution avec b € R.
L'équation X2 = I, a deux solutions dans E qui sont I, et —I,

Exercice 6
Soientx ety € A.

n
Pour n € N, on note P, la proposition « (x +y)™ = ¥ (R)x®y®=0,
k=0

0
Pourn =0,0ona (x +y)® =1,et ¥ (Hx®yO0=0 = (P)x@y© =1, donc R, est vraie.
K=0

Soitn € N. On suppose P, vraie. On a alors :
+ Y =@+ NP +y-n)

n
z—:o (D)x®y =B (x +y —n).

d’apres P,

par distributivité

N "~~~

Puis on utilisex+y—-n=x—-k+y-— (n k) et on transforme (x + y)™*V en S; + S, avec
Z (DX —k)y"ets, = Z (Dx®yT=0(y — (n - k).
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Puisque x®) (x — k) = x**D, ona:

n
Sl = kz_:o (Z)x(k+1)y(n_k)
- > par changement d’indice

"m0y (k)
— n-—
- kz=:1 (k—1)x y

n
(+1)y(0) 4 ¥ () (=) ><n)21
= 1x(n+1 n n—
x Uy @+ ¥ (L)

n y@ =1
= xtD) 4 k2—:1 (kf_ll)x(k)y(n—k)_
De méme, y™ 0 (y — (n — k)) = y@ D et:
n
S = n x(k) (n_k+1)
2 kz=:0 (k) y o .

n (0) -

= 1x(0)y(n+1) + kz—:l (Z)x(k)y(n—lﬁl)
- x(o) = 1A

n
= y+1) 4 ) (k) (n=k+1)
yo+ B ()x @y
Donc:
(x + y)(‘l’l+1) = Sl + 52
n
— +(n+1) (n+1) n n (k) ~, (n—k+1)
=X + + + x
y kz=:1 ((k—l) (k)) y

n > formule de Pascal
= x(FD 4y 4 Z (1) x () y (k)

v
=
=)
-
19
L
o
o
o
v

n+1
= Z (nzl)x(k)y(n_k"'l).
k=0

Cela montre que %, est vraie.

On a montré par récurrence que :

n

n
Vnen, ry®=) <k>x<k>y<n—k>.
k=0

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 7
1) a) Puisquea™ =0,onal=1-a" Dou:
1=1-a)(l+a+a?+—+a""H=A+a+a?>+-+a"H)(1-a).

Donc 1 — a estinversible et son inverseest 1 + a + a? + --- + a™ 1.
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b) D’apres les regles de calculs dans 'anneau, on a:
(1—a)b = 1+2a+-+na**—a—2a?>——(n—-1Da*1-0=1+a+a’+-+a™ L

D’aprés la question précédente, on a (1 — a)?b = 1. De méme, b(1 — a)? = 1.
Donch =1+ 2a + -+ + na™ ! est inversible.
2) Soitn € N* tel que (ab)® =0.0na:

(ba)n+1 — b(ab) (ab)a = b(ab)na =b-0-a=0.

Donc ba est nilpotent.

3) ¢ N estun sous groupe de (4, +)

¢ N est une partie de A qui contient 0.
« Stabilité pour 'addition

Soient a et b deux éléments nilpotents de A. Il existe n et m € N* tels que a™ = 0 et
b™ = 0.

Puisque I'anneau est commutatif, la formule du binéme donne :

n:—l: n+m _ njm: n+m _
(a+b)n+m — akpntm k_|_ akpntm-k
k k '
k=0 k=n

Or, pourk > n, a® = 0, donc tous les termes de la seconde somme sont nuls.
De méme, dans la premiére somme, on a ™™~k > m, donc b™*™k = 0,
Finalement, (a + b)**™ = 0.Donca + b € N.

eSia"=0,ona(—a)"*=(—1)"a" = 0.

On a montré que N est un sous-groupe de (4, +).

o Stabilité par multiplication quelconque

Soienta € N et x € A. 1l existe n € N* tel que a™ = 0.

Comme la multiplication est commutative, on a (xa)" = x™a™ = x™0 = 0. Donc xa € N.

On a montré que N est un idéal de I'anneau A.

Exercice 8

1) 1l estimmédiat que I ¢ R(I) (six € I, onax! = x € I). En particulier, R(I) est non vide.
Soientx ety € R(I). Il existen,m € N* telsque x™ € I ety™ € I.

L'anneau étant commutatif, la formule du bindme donne :

n+m

(x + y)n+m — Z <n + m>xkyn+m—k
k .

k=0

Pour k > n, x*ky"tm=k = yk-nyntm-k y xn e I car I est un idéal.
Pour k < n, on a de méme xky™tmk = xkyn-k sy ym e |

(I,+) étant un groupe, on a (x + y)™*™ € I (par addition) et donc x + y € R(I).
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Et (—x)" = (—14)"x™ € I, donc —x € R(I).

On a montré que R(I) est un sous-groupe de (4, +).

Soientx € R(I) etn € N* tels que x™ € I.

Pour tout z € 4, la loi étant commutative, on a (zx)™ = z"x™ € [ et donc zx € R(I).
R(I) est ainsi un idéal (et il contient I).

2) On travaille ici dans I'anneau (Z, +, X) qui est bien commutatif. On sait aussi qu'il est
principal, c’est-a-dire que les idéaux sont exactement les nZ avecn € N.
Pour tout entier n, on a nZ < R(nZ) (question précédente). Il s’agit donc de trouver les
n pour lesquels I'inclusion réciproque est vraie.

¢ Soitn € N* tel que R(nZ) = nZ.
Décomposons n en produit de facteurs premiers : n = pi* ... p~.
En notant m = py - p, ... p. On a m™*(@1-2k) est multiple de n, donc m € R(nZ).

Donc m € nZ puisque R(nZ) = nZ.
Lentier p; - p; ... py étant un multiple de n = p{* ...p*, tous les a; sont égaux a 1.

* Réciproquement, soitn = p; - p, ... pi (oules p; sont des nombres premiers deux a deux
distincts).

Montrons l'inclusion R(nZ) c nZ.

Soit m € R(nZ). 1l existe k € N* tel que m* € nZ. Chacun des nombres premiers 14,
divisant n devant diviser m¥, on a p; divise m* donc divise m.

Doncn = pq - p; ... px divise m, c’est-a-dire m € nZ.

On a donc montré :
R(nZ) = nZ si, et seulement si, n n’est pas divisible par le carré d’'un nombre premier.
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Exercice 9

1) On sait que ([}, X) est un groupe commutatif. Donc pour tout x € [}, x? € Fy et:
vx,y €Fp  fy) =)' =22y’ = f @ f ).

Donc f : x = x? est un morphisme de groupes de (F}, X) dans lui-méme.
2) Soitx € [,

x € Ker e fx)= 1
N e f Q par définition de f

2 calcul dans (I, +)
> calcul dans ’anneau

0 L D[Fpestuncorps
& x—1=0 ou x+1=0.

On a montré que Ker(f) = {1, —T}.
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: — . . . -1 iy p1 . .
3) Soitx € [Fp,. Lentier p étant impair, on a pT € Netl'élémenty = x 2 estbien défini.

On a alors y2 = xP~1. Or, p — 1 est le cardinal du groupe F, donc xP~! = 1 (car l'ordre
de x divise p — 1).

p-1 —

Donc y2 = 1. D’aprés la question précédente, y = +1,doncx z = 1 ou —1.
4) Soient C = {a?, a € F;}'ensemble des carrés de F;, etf: F, = C,x = x2%
Par construction f est surjective. Donc F,=U f'l({c}). Or, tout élément de C a exacte-
ceC

ment deux antécédents distincts par f car :
x2=0a%? @ x2—a?=0 & (x—a=0oux+a=0).

Ainsi, on peut former une partition de IF;, en Card(C) parties du type {a, —a}, toutes de
cardinal 2 (car a # —a). Donc 2 Card(C) = Card(F,) =p — 1.

. -1 ,
Doncily a P= carrés dans 5.
2

Exercice 10

1) On sait que E est un sous-espace vectoriel. En particulier, (E, +) est un groupe.
—-a—b>b b a
Pouraetbréels,onaaA+bB = a —a—b b | lln'existe pasde couple (a, b)
b a —a
tel que ad + bB = I3 donc I3 € E. E n’est pas un sous-anneau de M3 (R).
e Stabilité pour la multiplication
Soient a, b, a’ et b’ quatre nombres réels.
Par distributivité, (a4 + bB)(a’A + b'B) = aa’A%? + ab’AB + ba'BA + bb'B?.
Or, le calcul matriciel donne :

1 1 -2 1 -2 1
A2=(-2 1 1 |=-24+B€E B*=|1 1 -2|=A-2BE€E,

1 -2 1 -2 1 1

2 -1 -1 2 -1 -1
AB=(-1 2 —-1|=—-A-B€E et BA=|-1 2 -1|=ABE€E.

-1 -1 2 -1 -1 2

On en déduit que (a4 + bB)(a’'A+ b'B) € E.
On remarque de plus que la multiplication induite sur E est commutative.

e Recherche d’'un élément neutre

Soientxety € RetX = x4 + yB.

Si X est neutre pour la multiplication induite sur E, on a en particulier XA = A.
Or, XA = xA? + yAB = (—2x — y)A + (x — y)B et la famille (4, B) est libre :

—2x — =1 x = —1/3
XA=A<:>{ y @{ /

x—y=20 y = —1/3



Anneaux

2 -1 -1
La seule matrice possible est X = “fa-ip=1il-1 2 -1)
3 3 3
-1 -1 2
Réciproquement, soit X = —%A - éB. Onavuque AX = XA = A.

EtonaBX =XB=—;AB— B2= A+ .B—-A+-B =B
On en déduit que pour toute M € E,MX = XM = M. Donc X est neutre pour la multipli-
cation induite sur E.
Donc (E, +, X) est un anneau.
2) Pourjustifier que lamatrice A n’est pas inversible, on peut faire remarquer qu’en ajoutant
les trois colonnes de 4, on forme la colonne nulle ou on peut calculer le déterminantde A :
-1 0 1

det(d) =1 -1 0 =(—1)<_11 _01>—1<(1) _11)=—1+1=o.
0 1 -1

Soienta,b € RetM = (aA + bB).
OnavuMA = aA? + bBA = (—2a — b)A + (a — b)B.D’ou:
MA=X & (-2a—b)A+(a—b)B=—ZA—B

. . v

—2a — b= —1/3 > la famille (4, B) est libre g

= =
a — b= -1/3 =
L, — L, donnea = 0 brd

a = 0 o

= o
b =1/3 o

(%)

. . . L1
La matrice 4 admet un inverse dans I'anneau E qui est la matrice EB'

Exercice 11 Anneau de Boole
1) Soitx € A.D’une part, (2x)? = (2x)(2x) = 4x2. D’autre part, d’aprés (*), ona x? = x et
(2x)? = 2x (car x + x € A). Donc 2x = 4x. D’ol 2x = 0.
2) Soient x et y dans A. D’aprés (x),onax? = x,y? = yet (x + y)?> = x + y. Donc:

x+y=@+y) > =x+xy+yx+y*=x+xy+yx+y.

On en déduit que xy + yx = 0. En ajoutant yx, on obtient xy + 2yx = yx. On en déduit,
d’aprés la question précédente, xy = yx.
Par conséquent 'anneau A est commutatif.

3) Soit x un élément inversible de A. En multipliant x? = x par x ™1, on obtient x = 1.
Réciproquement, I'élément neutre 1, est bien inversible.
Le seul élément inversible de A est 1,.
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Exercice 12

_ — — - - . . - _\n-1
1) Comme (a)n =a" =N +1=1,onaa estinversible d’'inverse (a)n .
Le calcul précédent indique également que 'ordre de a dans U(Z/NZ) est un diviseur n.
Puisquea > 2,0ona2<a<a?<--<a*l<a*=N+1
— N2 _\n-2 _ ,_n-1 s
Plus précisément, a® ! = % < % < N.Donca, (a) - (a)n et (a)n sont diffé-
rents de 1. Donc l'ordre de @ est exactement égal 4 n.

2) D’apres le cours, U(Z/NZ) est un groupe de cardinal ¢ (N). Comme 'ordre d'un élément
dans un groupe divise le cardinal du groupe, on en déduit que n divise ¢ (N).

Exercice 13

1) Soit k € N*. Précisons 'ensemble D, des diviseurs de 0 de 'anneau Z /2" 7.
Soitn € [1,2% —1].
« Sin est pair, alors 2¥~1n est divisible par 2X. Donc 2k=1 - n = 0 dans Z/2*Z et 71 € D,,.
» Sinon 71 est inversible dans Z/2*Z, car n et 2% sont premiers entre eux. Donc 72 n’est pas
un diviseur de 0.
En conclusion, Dy = {n,n € [1,2* — 1] et n pair} = {ﬂ,p € 1,2k - 1]]}
2) On considere A un anneau commutatif possedant n diviseurs de zéro, avecn > 1.

a) SoientaundiviseurdeOetf : A = A4,x = ax.
Pour tous x et y dans 4, on a:
fx+y)=alx+y)

=ax + ay

f)+ £
Donc f : A — A,x » ax est un morphisme de groupes de (4, +) dans lui-méme.

Soit y € Im(f). On sait qu'il existe x, € A tel que f(x,) = y et qu'en notant 4,
I'ensemble des antécédents de y par le morphisme fona:

Q par distributivité de X sur +

Q par définition de f

Ay, = {xo + h,h € Ker(f)}.

Lapplication h — x, + h étant bijective de Ker(f) dans A,, ces ensembles ontle méme
cardinal.
On a montré que tout élément de Im(f) admet exactement card(Ker(f)) antécédents.

b) Avec les notations précédentes,ona 4 = yag(f) A,, car f est définie sur A.
De plus la réunion est disjointe. On a donc :
card(A) = Y card(4,)
yelm(f) > par la question précédente
= ¥ card(Ker(f))
yelm(f) > par définition de f

= card(Im(f))card(Ker(f)).



Anneaux

Remarque
On remarquera la similitude avec le théoréme du rang.

Six € Ker(f) \ {0}, alorsonaax = 0 etx # 0, donc x est un diviseur de 0.
Donc card(Ker(f)) < n + 1.

Siy € Im(f) \ {0}, il existe x € A tel que y = ax. Or, a étant un diviseur de 0, il existe
b € A\ {0} tel que ba = 0. Donc by = b(ax) = (ba)x = 0.1l en résulte que y est un
diviseur de 0. Donc card(Im(f)) < n + 1.

Compte tenu des trois résultats précédents, A a au plus (n + 1)? éléments.

Remarque
Dans I'exemple de la premiére question, ilyan = 2¥~1 — 1 diviseurs de 0 et (n + 1)% = 2k
est exactement le nombre d’éléments de 'anneau Z/2*Z.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 14
On va montrer qu’un tel anneau est un corps.
Soit A un anneau commutatif dont les seuls idéaux sont {0} et A.
Soitx € A\ {0}. Lensemble I = {ax, a € A} est un sous-groupe de (4, +).
Soienta’ € Aety € I. Il existe a € A tel que y = ax.
Onaalorsa’'y = a'(ax) = (a'a)x € I, car a'a € A (anneau).
On a montré :

va' €A, vyel, a'yel

Donc I est un idéal de 'anneau A.

Comme [ contient x = 1x, I # {0} et donc I = A d’aprés 'hypothése faite sur les idéaux
de A.

En particulier, 1 € I, donc il existe x’ € A tel que x'x = 1. La loi étant commutative, cela
prouve que x est inversible.

Tout élément non nul de 'anneau étant inversible, A est un corps.

Exercice 15
Si f est un morphisme d’anneaux de (Z, +, X) dans lui-méme, ona f(1) = 1.
On en déduit (voir exercice 1 du chapitre 1) que pourtoutn € Z, f(n) = f(nl) = nf (1) =n.
Réciproquement, I'identité est un morphisme de (Z, +) dans lui-méme

Exercice 16
Si f est un morphisme d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme, ona f(1) = 1.
On en déduit, par une démonstration semblable a celle de 'exercice 2 du chapitre 1, que

pourtoutr € Q, f(q) = f(q1) = qf(1) =q.

(%)
=
o
-
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De plus f est croissante car six < y,ona:

fO)—f@ =fo-x=fT=%2) = FT—%) > F&).

Soit x € R. On sait qu'il existe (approximation décimale des réels) des suites (m,) ey €t
(Mp,)nen de rationnels * qui convergent vers x et telles que m,, < x < Mj,.
Onaalorsm, = f(m,) < f(x) < f(M,;) = M,, et par théoreme d’encadrement, f(x) = x.

Réciproquement, Idg est un morphisme d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme.
L'identité est le seul morphisme d’anneaux de (R, +, X) dans lui-méme.

Exercice 17
1) Sila multiplication est commutative, on a pour tous x et y dans A :

(xy)* = xyxy = xxyy = x*y?,

2) Montrons que la réciproque est vraie.
On suppose :
vr,y €4, (xy)? =x’y% Q)

Soient x et y dans A. En utilisant () pour xet 1, + y,ona:

(c+xy)? = (x(14 + )" = x2(14 + y)2

O, (x + xy)? = x? + x2y + xyx + (xy)? = x? + x%y + xyx + x%y?

etx?(1, +y)? = x2(14 + 2y + y2) = x2 + 2x%y + x%y2.

Donc 2x2%y = x?y + xyx, puis x?y = xyx.

Cette derniere relation étant vraie pour tous x dans 4, on peut utiliser 1,+x et on obtient:

(La+x)%y = (L4 + x0)y(1, + x).

Or, d'une part :
(g + )%y =14+ 2x +x2)y =y + 2xy + x2y = y + 2xy + xyx,
et d’autre part:
(Li+x)y(Qa+x) = +xy)(Ly+x) =y +yx + xy + xyx.
On en déduit yx + xy = 2xy, donc yx = xy.
L'anneau est effectivement commutatif.

Quand I'anneau est integre,
tous les calculs se font bien.

“Par exemple m,, = [10™x|/10" et M, = m,, + 107",



Algebre (révisions)

Dans l'exercice n° 13, on considére une intersection d’hyperplans comme sur la figure ci-
dessus : a chaque fois que I'on rajoute un hyperplan dans l'intersection, la dimension de
I'intersection diminue d’une unité, a condition que I'hyperplan que I'on rajoute soit « indé-
pendant » des autres (il faudra préciser mathématiquement ce que I'on entend par la).
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ES Exercices axés sur le calcul

Polynémes de Legendre
1) Soient P € R[X], a et b deux racines de P de multiplicité m € N* telles que a < b.
Montrer que pour tout k € [1,m], P®) admet au moins k racines dans ]a, b|.

2) Pourn € N*,onnote Q,, = (X2 — 1)" et L, = Q.
a) Quel estle degrédeL,?
b) Montrer que L,, admet exactement n racines et qu’elles sont toutes dans |—1, 1].

D’apreés Mines-Télécom

Somme et produit des racines d’un polynéme, transformation de e' ¢ + 1
Soitn € N*.Onnote B, =1+ X +--- + X™

1) Justifier que P, admet n racines éventuellement confondues dans C.
2) Préciser le produit et la somme de ces racines.

3) Résoudre P,,(z) = 0. Controler les résultats du 2).

n
4) Déduire de P(1) lavaleur de [] sin (k—n)
k=1

n+1

#F Exercices axés sur le raisonnement

Formule du binéme, unicité des coefficients d’un polynéme

n
2
Pourn € N,onnote S, = . (:) )
K=0

Déterminer la valeur de S, en utilisant le coefficient de X" dans (1 + X)™*(1 + X)™

Dans I'espace vectoriel des fonctions de R dans R, on considere pour n € N*, la fonction :
fo x> XM,

Montrer que la famille (f;,),en- st libre.

Soient E un K-espace vectoriel, f un endomorphisme de E eta € K\ {0}.
On suppose que f3 —3af? + a?f = 0.
Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

D’apreés Mines-Télécom



Algébre (révisions)

Fréquent
Soient E un K-espace vectoriel et fi, f5, ..., f, des endomorphismes de E.
On suppose que f; + f, + -+ f, = ldg et:
Vi,je[Ln], i#j= fiefj=0.

1) Montrer que pour tout i € [1,n], f; est une projection vectorielle.

n
2) Montrer que @ Im(f;) = E.
i=1

Classique
Soient E un espace vectoriel et p, g des projecteurs de E.
1) Montrer que p + g est un projecteur si, et seulementsi, peq =qop = 0.

2) Dans ce cas, montrer que Ker(p + q) = Ker(p) nKer(q) etIm(p + q) = Im(p) © Im(q).
D’apres CCINP

Soient E et F deux K-espaces vectoriels, u € L(E,F) etv € L(F,E). On suppose que :

Uu=uovou et v=vouow,
Montrer que :

E = Ker(u) @ Im(v).
D’apreés Mines-Télécom

Soit u un endomorphisme d'un K-espace vectoriel E. On suppose que I'endomorphisme u

p-1
est nilpotent d’indice p, c’est-a-dire que u? = 0 etuP~! # 0. On note e* = Y. Fu".
k=0 k!

1) Soientx € E et k € N* tels que u*(x) # Op.
Montrer que la famille (x, u(x), u?(x), ..., u"(x)) est libre.

2) Déterminer Ker(e* — Idg).
D’apreés Mines-Télécom

* | Supplémentaire commun

Soient E; et E, deux sous-espaces supplémentaires d'un espace vectoriel E.
On suppose que E; et E, sont isomorphes et on note f un isomorphisme de E; sur Es.

OnposeF ={x — f(x),x € E{}.

1) Justifier que F est un sous-espace vectoriel de E.
2) Montrer que F @ E; = E.

3) Montrer qu'onaaussiF @ E, = E.



