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Avant-propos

Le présent ouvrage est issu d’un enseignement donné durant plusieurs années aux
étudiants de Licence 2 de physique et de mathématiques de I’université d’Orléans.

Son theme est I’analyse vectorielle, le calcul différentiel et le calcul intégral pour les
fonctions de plusieurs variables.

L’analyse vectorielle est utilisée de maniere intensive dans plusieurs branches de la
physique : électromagnétisme, gravitation, mécanique des fluides, etc.

Le livre est composé de deux grandes parties : la premiere est consacrée a I’extension
de la dérivation et de la différentiation (vues en premiere année pour les fonctions d’une
variable) aux fonctions de plusieurs variables et a leurs diverses applications : dérivées
partielles, différentielles, formes différentielles, opérateurs différentiels, etc.

Dans la seconde partie, nous introduisons les notions d’intégrales : doubles et triples,
curvilignes et intégrales de surface ainsi que les divers théorémes reliant ces notions.

Chaque chapitre débute par un rappel complet et concis de chaque notion du cours
que nous illustrons, autant que possible, a I’aide de plusieurs exemples.

Nous avons mis 1’accent sur la résolution des exercices (pres de 170) qui constitue,
comme on le sait, le moyen le plus siir pour maitriser les divers aspects du cours.

La transformation d’un simple polycopié distribué chaque année a mes étudiants en
un ouvrage digne de ce nom doit beaucoup a la pression amicale de mon collegue et ami
Nawfal El Hage Hassan, qu’il en soit vivement remercié.
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Chapitre(@ ]
Champs scalaires

et vectoriels

. |ntroduction cenee eee eee eoe oo eoe eoe ..,

cesececene,

Une des caractéristiques du monde physique qui nous entoure est le changement, chan-
gement dans |'espace et dans le temps. En physique on s'intéresse souvent aux propriétés
qui varient dans |'espace, comme la température, la pression, le potentiel, etc. Toutes ces
grandeurs scalaires constituent différentes manifestations de la notion de champ scalaire.
Il existe également des grandeurs de nature vectorielle qui varient en grandeur et en
direction, comme le champ électrique E, champ magnétique B, etc. Ce sont des champs
vectoriels.

Ce chapitre fixe le cadre qui nous permettra d'introduire les divers outils nécessaires pour
développer le calcul différentiel et ensuite le calcul intégral a plusieurs variables.

escecece

o

teceseses eee oee eee oee eee .ee oee eee eee cee .

. Objectifs ....................................--.,.. '.... Plan sresesssesseneenenenne,

Fonctions vectorielles d'une
variable

[@IiENISY |a notion de fonction
vectorielle d'une variable et les objets
géométriques qui leur sont attachés.

esesccseces,

oee

Fonctions de plusieurs
variables

eeecececescscecescscee

i (@EIENY les notions de dérivée et
intégrale d’une fonction vectorielle. N

\YENEETY les regles de calcul concernant

les dérivées des fonctions vectorielles.

i les notions de champ :

scalaire et de champ vectoriel.

I |a notion de ligne ou de surface

de niveau d'un champ scalaire.

. cee oee cecece ceceee o

teceee

n Fonctions vectorielles d’'une variable

®ececcscccsceccccccccas®

e

DEFINITION 1.1

Toute application x : I — E d'un intervalle I de R dans un espace euclidien E
(nous prendrons toujours pour E le plan R? ou l'espace R?) est appelée une
fonction vectorielle d'une variable réelle :
x:I— E
t+— x(1)



Chapitre 1 ¢ Champs scalaires et vectoriels

Si E = R" est rapporté a sa base canonique B = (ey, ..., e,), NOUs aurons

x(t) = x () ey + -+ x,(H) e, = (x,(1), ..., x,(1))
ou les x,, ..., x, sont des fonctions définies dans I et a valeurs réelles, appelées
composantes de |la fonction vectorielle x par rapport a la base B.
Géométriquement, l'image x(I) = {x(t) ; ¢ € I} d'une fonction vectorielle x est
une certaine courbe (paramétrée) ¢ de |'espace E (une courbe plane si la dimen-

sion de E est égale a 2 ou ce qu’on appelle une courbe gauche, si la dimension de
E est égale a 3) et la fonction x est appelée un paramétrage de la courbe' .

y
2(1) g
S—
X y
(@) /
Figure 1.1

1.1 Dérivée d'une fonction vectorielle

DEFINITION 1.2

On dit qu'une fonction vectorielle x : I — E est dérivable en un point ¢, € I, si
le vecteur

x(ty+ h) — x(t,)
h
a une limite finie lorsque 2 — 0; dans ce cas, la valeur de cette limite est notée

x'(t;) (ou (31—):(10)) et elle est appelée vecteur dérivé de x en ¢,.

Si la fonction vectorielle x est dérivable en tout point ¢, de I, on dira qu’elle est
dérivable dans I et, dans ce cas, nous obtenons une nouvelle fonction vectorielle
x' : I — E appelée dérivée de x dans I.

1.2 Dérivées d'ordre supérieur d'une fonction vectorielle

. . dx ., ) ) ,
On définit la dérivée seconde x’ ou e d’une fonction vectorielle x comme étant (x')’
t

n -1
ud (d—x) et, de fagon générale, x™ = (x("_l))’ o = (d x>'

dr \ dr drm  dr \ dem!

1. 11 peut étre utile de faire une distinction entre la courbe % et son paramétrage x, comme en
cinématique, ou on distingue un mouvement de sa trajectoire.
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o Fonctions vectorielles d'une variable

Remarques
1. Sil’espace vectoriel R” est rapporté a sa base canonique (ey, ..., €,), ce qui permet
d’écrire :

x(t) = (x,(), ..., x,(1))

on peut vérifier sans difficulté que la fonction vectorielle x : I — R” est dérivable
dans [ si, et seulement si, les n fonctions scalaires x, ..., x, sont dérivables dans
et, dans ce cas, on aura, pour tout t € I,

x'() = (x[@), ..., x! (D)

2. Dans la définition de la dérivée d’une fonction vectorielle, la droite passant par le

. x(ty + h) — x(ty) e
point x(z,) et dirigée par le vecteur — a une position limite lorsque A

tend vers 0, c’est la droite .7 passant par le point x(#,) et dirigée par le vecteur x’ (%),
on I’appelle? tangente a la courbe (associée a) x au point x(7,) ; sa représentation
paramétrique est donnée par :

Y () = x(ty) + 1 x'(t,) (1.D

y §
2~
) S
D
X
&
m&m\

o X

Figure 1.2 — Tangente a la courbe x au point x(#,)

Le vecteur x’(t,) est appelé vecteur tangent a la courbe 7 — x() au point x ().

En dimension 2, sous forme cartésienne, la relation (1.1), s’écrit, pour

x(1) = (x,(), x,(1)) :
(x = x,(19)) x5(te) — (¥ = x,(t)) X (1) = 0 (1.2)

3. Ladroite N perpendiculaire a la tangente a une courbe 7 — x() au point de tangence
x(t,) est appelée normale a la courbe, son équation paramétrique est donc

(x = x1(tg)) x| (19) + (¥ — x,(1) ) X)(tg) = 0 (1.3)

elle est dirigée par le vecteur (—x;(to), x'1 (p))-

2. On suppose, bien entendu, que x’(#,) # 0 si ce n’est pas le cas, on cherche le plus petit entier p > 0
pour lequel la dérivée xP(¢,) # O et, dans ce cas, la tangente sera dirigée par le vecteur xP(z,).



Chapitre 1 ¢ Champs scalaires et vectoriels

4. Interprétation cinématique : Si p(¢) est le vecteur position d’un mobile a I’ins-
tant ¢, le vecteur dérivé v(t) = p’(¢) est le vecteur vitesse instantanée du mobile,
alors que la dérivée seconde y(t) = p' (¢) = v'(¢) est le vecteur accélération.

Proposition 1 .1 ...................................................

Les dérivées des fonctions vectorielles possédent les propriétés suivantes® :

Si a est une constante et x, y des fonctions vectorielles, alors
I (x+ay) @) =x"@)+ay' ).
2. Sit— f(t) est une fonction réelle d’une variable réelle, alors
FOx) ) = f'O)x@) + [ x" 1)
3. (@) - y®) =x"10)  y(O) +x(1) + y' (@)
En particulier, si x(t) est un vecteur unitaire pour tout t (i.e. ||x(?)|| = 1), alors
x(1) - x'(t) = 0.
4. Si x et 'y sont a valeurs dans R3, ona
(x(@®) A y@) =x"(1) A yt) +x(1) A Y (0).

. o
.................................................

1.3 Intégrale d'une fonction vectorielle

DEFINITION 1.3

Soient x : I — R" une fonction vectorielle, a, b deux réels de I ; si I'espace vec-
toriel R" est rapporté a sa base canonique B= (e, ..., e,) et (xl(t), ey x,,(t)) sont
b

les composantes de x(f) dans B, on définit I'intégrale / x(7) df comme étant le
a

b b
vecteur de R" de composantes (/ x,(®)dt, ..., / x,(1) dt) ou

b b b
/ x(t) dt = </ x,(7) dt) e+ + </ x, (1) dt) e,
a a a
Proposition 1.2  EEE L TR PO N PO T LT T O T RT T O POTIPOOTIN .

i Siaestunréel et x, y des fonctions vectorielles, alors :

i b b b
]./ (x() + a y(©)) dt=/ x(t) dt+a/ y(t) dt;

2. Siu est un vecteur fixe (indépendant de la variable t) et si x est une fonction

vectorielle, alors

b b b b
/u'x(t)dt:u~/x(t)dt et /u/\x(t)dt:u/\/x(t)dt

.........................................................................................................................................

3. Les deux symboles a * b et a A b représentent, respectivement, les produits scalaire et vectoriel des
deux vecteurs a et b.
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e Fonctions de plusieurs variables

€) Fonctions de plusieurs variables

2.1 Champs scalaires

Si & est une partie quelconque d’un espace euclidien E de dimension n, on appelle
champ scalaire dans &, une fonction f qui associe a tout point M de & un certain réel
f(M).

Dans la pratique, le point M est donné par ses coordonnées (x, ..., x,) dans un certain
repere orthonormé R = (O, ey, ..., e,) de E et, par abus de notations, on écrira
f(M) = f(x,, ..., x,); ainsi, un champ scalaire sera simplement une fonction de n
variables réelles ; le plus souvent, nous prendrons n = 2 ou n = 3, ce qui nous donne
des fonctions f(x, y) (ou f(x;, x,)) a deux variables ou f(x, y, z) (ou f(x;, x5, X3))
a trois variables.

Remarque Pour éviter les ambiguités et pour que cette définition soit cohérente, nous
supposerons que f (M) est indépendante du choix du repere orthonormé, ce qui signifie

quesi R’ = (O, uy, ..., u,) est un autre repere orthonormé de E et si (x’l, ..., X! ) sont

les coordonnées de M dans R’, alors si f(M) est donnée par g(x', ..., x/) pour une
. : —_ / !

nouvelle fonction g, nous devons avoir f(xy, ..., x,) = g(xl, s X))

2.2 Champs vectoriels

Le terme de champ de vecteurs ou champ vectoriel f dans une partie Z d’un espace
euclidien E de dimension n, désigne une facon d’associer a tout vecteur pris dans & un
vecteur dans E, autrement dit, ¢’est une application f : Z — E, x — f(x).

C’est donc un vecteur dont la longueur et la direction changent de point en point.

v
z=(x,y)

\\\/

L f@)=1(x,y)

.\

/O \ -

Figure 1.3 — Exemple d'un champ de vecteurs du plan

Dans la pratique, le vecteur x est donné par ses coordonnées (x, ..., x,) dans un
certain repere orthonormé R = (O, ey, ..., e,) de E et, par abus de notations, on écrira

J) = fxps 0y xp).
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De cette définition, il résulte que se donner un champ de vecteurs f dans une partie
2 de E, est équivalent a se donner n champs scalaires f;, f,. ..., f, dans Z tels que

FO) = fGx e x) = ([ e X))o fulxns ey X))
ou les f; sont les composantes du vecteur f(x) dans le repére R.

Ainsi, un champ de vecteurs f du plan (resp. de I’espace) est de la forme f(x, y) =

(f(x, y), g(x, ) (resp. f(x,y,2) = (f(x,y, 2), g(x, y, 2), h(x, y, 2))) pour des
champs scalaires f, g (et h).
Pour représenter graphiquement un champ de vecteurs plan (x, y) — f(x, y) (la méme
idée s’applique au cas tridimensionnel), on sélectionne quelques points (x, y) du plan et
on dessine le vecteur f(x, y)issu de ce point; il s’agit d’une tache tout indiquée pour un
ordinateur ; les programmes Scilab, Mathematica et Maple possédent des commandes
appropriées pour cela.

Remarque La remarque de la section (2.1) vaut également pour les champs de
vecteurs.

Exemples

1. L’exemple le plus simple de champ vectoriel f du plan ou de I’espace est ce qu’on
appelle un champ uniforme, il s’agit d’'un champ de vecteurs qui a en tout point
du plan ou de I’espace la méme intensité, la méme direction et le mé€me sens, i.e.
f(x) =V, pour un vecteur V fixe (ou indépendant de x).

Par exemple, sur la surface terrestre, le champ de gravitation g est uniforme (voir
figure 1.4).

Figure 1.4 — Le champ de gravitation au voisinage de la surface terrestre

2. Nous avons de trés nombreux exemples en physique : champ électrique E, champ
magnétique B, champ des vitesses d’un solide ou fluide V', champs de forces F

(gravitation, etc.).
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e Fonctions de plusieurs variables

2.3 Graphe d'une fonction de plusieurs variables

DEFINITION 1.4

Si f 1 2 C R" - R est une fonction de n variables, on appelle graphe de f, que
I'on note I'/, le sous-ensemble de R™! défini par : T, = {(x, f(x)) | x€ 2}.
Cette définition généralise la notion de graphe (ou courbe représentative) d'une
fonction a une variable y = f(x).

Sif : %2 CR — R estune fonction d’une variable x, son graphe I"  estdonc

T, ={(x, /) | xe2)

De méme, si f : 2 C R?> = R est une fonction de deux variables (x, y), son graphe I" r
est donc

Ir={xy fx.y) | (x €}

qui représente une surface dans R>.

2.4 Surfaces de niveau d’'un champ scalaire

DEFINITION 1.5

Si f 1 2 C R" > R est une fonction réelle a n variables, on appelle surface de
niveau c € R, le sous-ensemble

N ={x=(x,....x,) €2 | f(x)=c}

Lorsque n = 2, on parle plutét de ligne de niveau puisqu’il s'agit dans ce cas de
courbes du plan R?.

Rema rque Notons que la ligne de niveau N, d’une fonction f(x, y) (a deux variables)
n’est autre que la projection sur le plan horizontal xOy de I'intersection I'y N {z = k}
du graphe I'; de la fonction f avec le plan horizontal d’équation z = k.

Exemples
1. Si f : R? = R est le champ scalaire défini par f(x, y) = x> + y?, alors les lignes
de niveau de f sont, en général, des cercles dans le plan :

N, ={(. peR® | f(x,y)=x"+)y’=c}

Sic > 0, N, estle cercle du plan centré a I’origine O = (0, 0) etderayon R = \/E .
Sic =0, laligne de niveau Ny = {(0, 0)} est réduite a I’origine O.
Sic<0,onaN,=40.
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¥

SRAWY
|/

N,

Figure 1.5 - Quelques lignes de niveau de f(x, y) = x* + y?

2. Si f est un champ de températures (resp. de pressions), les lignes de niveau
correspondantes sont appelées des isothermes (resp. isobares).

3. En cartographie, les lignes de niveau sont les courbes reliant des points ayant la
méme altitude.




Entrainez-vous @ -

1.1 Six, y: I — R?ouR? sont des fonctions vectorielles dérivables, alors
L (x(t) + y@) = x"(@t) » y(©) + x(t) + y' ().
En déduire que si x est une fonction vectorielle dérivable de norme (euclidienne)
[|x(1)|| constante (i.e. indépendante de t), alors le vecteur x’(¢) est orthogonal a x(7).

Montrer, d’une maniére générale, que si x est quelconque et si m(t) = ||x(¢)||, alors

x(@) » x'(t) = m@t) m' (1)

2. (x() A y@) =x"1) A @)+ x(1) A Y (@)
/
1.2 Six : I — R3estune fonction vectorielle, calculer la dérivée (x(t) <x'(H) A X ’(t)) .

1.3  Si u est un vecteur fixe (i.e. ne dépendant pas de la variable ¢) et si x : T — R3 et
y : I — R3 sont des fonctions vectorielles satisfaisant aux relations :

XO=unx@t) et y@O)=un y@)
montrer que (x(f) A y(t)), =u A (x(t) A y(©).
1.4 Déterminer les équations des tangentes et normales aux courbes paramétriques sui-
vantes aux points de parametres donnés :
1. y(t) =sin(2t)i +sin(31) j , t=£, t==, t=£;
y(® (20) (30 j 3 7 6
2. y(t) =1*i+ (> — 1) j au point D(1, 0).
1.5 On considére un mobile soumis a un champ de force central F, ie. F = ¢(||p|]) p,
pour une certaine fonction @ : Rt — R et p(¢) est le vecteur position du mobile.
Montrer que la trajectoire du mobile est plane.

1.6 Représenter dans le plan les deux sous-ensembles suivants :
L A={(x,)€eR? | (@-xH®*-)*) >0}, avec0<a<b,
2. B={(x,y) eR? | y-2xy-1=0},
1.7 Donner le domaine de définition des champs scalaires suivants et représenter ces
domaines dans le plan :
1. f(x, y)=1n(x—x2+xy);
2. f(x, y) = Arcsin(x y).
1.8 Déterminer les lignes (ou surfaces) de niveau des champs scalaires suivants et les

représenter graphiquement :
1. f(x,y)=ax+by, (a, b) €R? avecab #0;

2x
2. f(x,y)= ——;
f&x ) 215
3. f(x,y,2)=x+y+z;
4. f(x, y, z) = x>+ y* — 22,
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® Solutions

1.1 1. Faisons la démonstration pour x, y : I — R? et notons par (x1(@®), x5(1)) et

(y1(1), (1)) leurs composantes dans la base canonique de R2, dont le produit
scalaire est x(¢) * y(t) = x;(1)y1(t) + x,(H)y,(¢), d’ou

x(®) + Y)Y = (x,()y,(1) + XDy, (0))'
= X} (Y1 (1) + x1 ()Y (0) + X5 (Oy (1) + %2 (D)Y5 ()
= (x] )y () + X5 (3,0 + (x1(Y} (1) + x5 ()Y, (1))
=x'(t)» yO) + x(1) - y' (1)

En particulier, pour tout ¢, ||x(¢)||> = x(f) « x(¢) et comme ||x(#)|| est constant, il
en est de méme de son carré x(¢) » x(¢), donc (x(f) + x(t)) = 0, mais

(x(@) *x@®)) =x"@) +x(@®)+x(@) +x"(¢) = x" @) *x@)+ x" () +x(®) =2 x"(t) *x(t)

Ainsi, x’(t) « x(¢#) = 0, i.e. le vecteur dérivé x'(¢) est orthogonal a x(z).

Supposons, cette fois, que m(t) = ||x(¢)|| n’est pas nécessairement constant, alors
x(t) + x'(1) = (x,(0). x,0) . (X} (). X5(0) = x, (1) x| (1) + x5(1) x}(0)
Par ailleurs, nous avons m(t)* = ||x(1)||* = x3(r) + x3(), d’od, par dérivation,
2m(t)m' (t) = 2 x,(t) x’1 () +2x,(2) x’z(t)

Donc, m(t) m'(t) = x;(t) x| (1) + x,(t) x, (1) = x() - x(2).
L’extension de ce résultat a une fonction vectorielle x a valeurs dans R est
immeédiate.

. Notons par (x(t), x,(t), x5(t)) et (y1(?), ¥,(¢), y3(t)) les composantes respectives

de x et y. Alors

x(t) A y() = (x2(0)y3(1) = x5y (1), X3y ()=, ()y3(0), x1 () (1) =X () (1))
Dol
x(1) A y(@) = (x2(0)y3(0) = X302 (1). X3y, (1) — X1 (Oy3(0), X, ()y(1)
— %Oy, ()’
= (x5 (0y3(0) + %2 (1) (1) — X5(Opa(1) — x3()Y5 (1),
X5 (Y1) + x50y} (1) = x| (Oy3(1) = x, Oy @),
X (o) + x1(Y5(1) = Xy Oy, () = x2 ()Y, (1))
= (xh(y3(1) — X5y, (1), Xy, (1) — X (Dy3(0), X} (1)y,(0)
- x5y, (1))
+ (x2(0Y5(0) = x3(O¥5 (1), x50V (1) — X1 (D5 (0), X, ()Y (1)
- x,()Y, (1)
=x'() A yO) +x(1) A Y (1)



