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NOTACION

Expresion Significado
reX x pertenece a X
r¢ X 2 no pertenece a X
ACB A esté contenido en B
(pueden ser iguales)
ACB A estd contenido en B
(no pueden ser iguales)
A= B A implica B
A<B B implica A
A<~ B A es equivalente a B
a<b a es menor o igual que b
a>b a es mayor o igual que b
X Producto Cartesiano
X Producto Semidirecto

Producto Directo

@ =

Suma Directa

Esto es

11






INTRODUCCION

El Algebra Lineal es la rama de las Mateméticas destinada al estudio
de los espacios vectoriales sobre un cuerpo de escalares y las relaciones entre
estos espacios (las aplicaciones lineales). El Algebra Lineal ofrece herramien-
tas para el estudio de la Geometria Afin, la Geometria Euclidea, la solucién
de ecuaciones lineales y ecuaciones diferenciales lineales, la clasificacion de
cénicas y cuadricas o los problemas relacionados con la Programacién Li-
neal.

Este manual, que esta dividido en dos voliimenes, pretende ser 1til para
la comprensién de esta materia por parte de los estudiantes y para la ex-
plicacién de la misma por los docentes, mediante la demostracion rigurosa
de los conceptos incorporados a cada capitulo y la aportacién de ejemplos
practicos que faciliten la asimilacién de las correspondientes nociones tedri-
cas.

Los contenidos de este primer volumen coinciden con los programas de
asignaturas de Algebra Lineal de numerosos grados universitarios del Ambito
cientifico y econémico en Espana y diferentes paises de Iberoamérica. Asi,
tras un primer capitulo destinado a recordar nociones basicas que los es-
tudiantes deberian conocer al incorporarse a la Universidad, se estudiardn
los Espacios Vectoriales, las Aplicaciones Lineales, la Diagonalizacion de
Endomorfismos, el Espacio Dual, la Geometria Afin, las Métricas, los Espa-
cios Vectoriales Euclideos y la Geometria Euclidea. En el conjunto de estos
capitulos se incorporan un total de 180 ejemplos practicos detallados.

La estructura de este libro es como sigue. El Capitulo 1 estd destina-
do a recordar las nociones bésicas de matrices, determinantes y soluciones
de sistemas lineales de ecuaciones. En este capitulo se enumeran las prin-
cipales propiedades de los determinantes, el Teorema de Rouché-Frobenius
o la Regla de Cramer, pero no se ofrecen las demostraciones rigurosas de
las mismas. En el caso del Teorema de Rouché-Frobenius, su prueba pue-
de encontrarse en este primer volumen (Teorema 3.7.7), mientras que las
demostraciones de las propiedades de los determinantes y de la Regla de
Cramer se realizan en el Capitulo 3 del Volumen II de este manual.

En el Capitulo 2, tras una secciéon dedicada a las estructuras algebraicas
que se utilizaran en este volumen, se definen los espacios vectoriales sobre un
cuerpo de escalares y se demuestran sus principales propiedades, se estudian
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los subespacios vectoriales y se ofrecen las nociones de base, dimensién y
suma directa de espacios vectoriales. Los conceptos incoporados en este
capitulo constituyen el lenguaje fundamental del Algebra Lineal.

Las Aplicaciones Lineales entre Espacios Vectoriales son objeto de anéli-
sis en el Capitulo 3, en el que pormenorizadamente se estudian las defini-
ciones y propiedades béasicas de estos objetos, la matriz asociada a una
aplicacién lineal, su estructura de espacio vectorial, el grupo de automorfis-
mos, las sucesiones exactas, los cambios de base y los sistemas de ecuaciones
lineales desde este punto de vista.

A resolver el problema de cuéndo un endomorfismo admite una matriz
diagonal en cierta base se dedica el Capitulo 4, mediante la introducién de
la nocién de vector propio de valor propio A y la demostracién del criterio
de diagonalizacién a partir del polinomio caracteristico. Como aplicacion de
la resolucion de este problema se presenta el calculo de potencias y raices
de una matriz cuadrada y se ofrecen ejemplos practicos del mismo.

El estudio del Espacio Dual se realiza en el Capitulo 5 a través de la
definicién del mismo y la demostracion de sus principales propiedades, de la
introducién de la nocién de subespacio incidente y del anélisis del concepto
de aplicacién traspuesta. Ademds, en este capitulo se definen y se ofrecen
ejemplos de las diferentes ecuaciones de un subespacio vectorial: vectorial,
paramétricas e implicitas.

El Capitulo 6 se destina a utilizar el lenguaje del Algebra Lineal pa-
ra definir el concepto de Espacio Afin y abordar problemas de Geometria
Afin. Para ello, se definiran las afinidades, las transformaciones afines y los
sistemas de referencia afin, se introducira la nocién de subvariedad afin, se
ofreceran métodos de construcciéon de subvariedades afines y se analizardn
las posiciones relativas entre algunas de ellas. En particular, se realizara un
estudio detallado de las posiciones relativas de subvariedades afines en es-
pacios afines de dimension 3. De todas las nociones introducidas se ofrecen
ejemplos practicos detallados, mediante la resolucién de diferentes proble-
mas geométricos, con la intencién de ayudar a comprender mejor cada una
de ellas.

En el Capitulo 7 se estudiardn las aplicaciones bilineales y, en parti-
cular, las métricas euclideas que permitiran analizar pormenorizadamente
las principales nociones de los Espacios Vectoriales Euclideos: norma de un
vector y angulo y distancia entre dos vectores. Ademads, se estudiaran las
proyecciones y las simetrias ortogonales y, a partir del conocido como De-
terminante de Gramm, se relacionara el volumen de un paralepipedo con la
distancia de un vector a un subespacio vectorial. El capitulo concluird con
una seccién destinada a las isometrias, que son las aplicaciones lineales que
preservan la correspondiente métrica euclidea, incluyendo la clasificacion de
isometrias en espacios vectoriales euclideos de dimensién 2 y 3.
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Finalmente, el Capitulo 8 esta destinado a la introduccién de las princi-
pales nociones de la Geometria Euclidea (Espacio Afin Euclideo, simétrico
y proyeccion ortogonal de un punto respecto de una subvariedad afin, dis-
tancia entre subvariedades afines arbitrarias, lugares geométricos relaciona-
dos con distancias y dngulos en espacios de dimensién 3) y a la resolucién
explicita de diversos problemas que pretenden facilitar la comprension de
los conceptos introducidos. El manual concluye con el estudio de los movi-
mientos en el espacio afin euclideo (afinidades que preservan la distancia) y
la clasificacién explicita de los mismos en espacios de dimensién 2 y 3.
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Capitulo 1

NOCIONES PRELIMINARES

Este manual pretende ser autocontenido, de tal modo que pueda ser
util a los lectores que, con una formacién basica en Matematicas, no tengan
conocimientos previos de Algebra.

Para ello se incorpora este capitulo inicial, en el que se introducen las
nociones de matrices, determinantes y sistemas de ecuaciones lineales, que
seran utilizadas en los capitulos siguientes para la simplificacién de los pro-
blemas que se abordaran en los mismos. En este capitulo se realiza una
primera aproximacién a estos conceptos, siendo conveniente resaltar que el
estudio riguroso de los mismos se realizard con posterioridad (los sistemas
de ecuaciones lineales en el Capitulo 3 y los determinantes en el Volumen
IT de este manual.

1.1. Matrices

DEFINICION 1.1.1. Se llama matriz de orden m x n a todo conjunto
rectangular de elementos a;; dispuestos en m lineas horizontales (filas) y n
lineas verticales (columnas) de la forma:

all a2 . aij . QA1n

any a9 e az; . (0579
A =

;1 a;2 . Qi N in

aml1 am2 - .- Amj -~ Amn

a
La matriz anterior suele expresarse en la forma A = (a,;), donde el
primer subindice denota la fila (i) y el segundo la columna (j). Asi, el
elemento as3 serd el elemento de la fila 2 y la columna 3. Los elementos a;;
se denominan coeficientes de A.
Las matrices 1 x n se denominan matrices fila, mientras la matrices
m X 1 se llaman matrices columnas. Asi:

Matriz fila = (a11 aiz ... ay ... aln)

17



Matriz columna =

am1
Ademds, las matrices que tienen el mismo numero de filas que de co-
lumnas (n x n) se llaman matrices cuadradas.
Las matrices (n x m) cuyos coeficientes son nimeros reales se denotan
por Mat,, . (R).

EJjEmMpPLOS 1.1.2.

4 1
s Matriz3 x2=|-3 3
-1 2
. 1 5 -3
= Matriz 2 x 3 = 4 _3 9
-2 -1 3
» Matriz3x3 =1 2 5 =7
2 3 6

1.1.1. Trasposicion de una matriz. Dada una matriz de orden
mxn, A= (a;;j), se llama matriz traspuesta de A y se representa por A’, a
la matriz de orden n x m que se obtiene cambiando las filas por columnas
(o viceversa) en la matriz A:

ail e A1n ail e Am1
A = . . — At =
Am1 .- Amn, A1y .- Amn,

Si trasponemos dos veces una matriz A entonces no varia, es decir,
(At = A.

EJjEmMPLO 1.1.3. Si consideramos la matriz
4 1 -3 3
A= <—1 2 5 —3> ’

se verifica que

-1
12
A=13 5

3 -3
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O

1.1.2. Suma y producto. Vamos a definir la suma y el producto de
matrices.

1.1.2.1.  Suma de dos matrices. La suma de dos matrices m x n, A =
(aij) y B = (bi;), es otra matriz m x n, S = (s;;), de tal manera que cada
elemento s;; es la suma de a;; y b;;. Asi, A+ B = (a;; + b;j).

EjempLo 1.1.4.
10 2 5 -1 =2\ (6 -1 0
(1 1 3)*(2 1 1>_<3 2 4)'
O
1.1.2.2.  Producto de una matriz por un nidmero. Si A = (a;;) es una
matriz m x n de nimeros reales y A es un nimero real, el producto de A

por X es otra matriz m x n, A- A = B = (b;;), tal que cada elemento b;; se
obtiene multiplicando el coeficiente a;; por A, es decir:

EJEmMPLO 1.1.5.
5.1 0 2y (5 0 10
1 -1 3/ \5 -5 15)°
O

1.1.2.8.  Producto de dos matrices. Dada una matriz mxn, A = (a;j),
y una matriz n X s, B = (b;;), el producto de ambas es una matriz m X s,
A-B = C = (cij), que se obtiene multiplicando las filas de A por las
columnas de B. Asi, la expresién de cada elemento es:

Cij20,1'1'b1j+az‘2'b2j+"'+afm'bnj-

EJEMPLO 1.1.6.
1 0 . 5 -1 -2\ (1-540-2 1-(-1)+0-1
1 1 2 1 1) \1:5+41-2 1-(-1)+1-1

(5 -1 -2
7 0 1)

1.1.3. Traza de una matriz cuadrada. La traza de una matriz
cuadrada viene dada por la siguiente definicion.

—_ =

(=2)+0-1
-(—2)+1-1>

O

DEFINICION 1.1.7. Si A es un matriz n X n, la traza de A es la suma
de los elementos de la diagonal, es decir, si A = (a;;) su traza es

TrA:Zaii:a11+a22+"'+ann-

i=1
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EJEMPLO 1.1.8. Si consideramos la matriz cuadrada
1 0 -2 -3
2 —4 4 1
A= 3 5 2 =7\
1 1 0o -3

entonces

TrA=1+(-4)+2+(-3)=—4.

1.2. Determinantes

Dada una matriz cuadrada A = (a;;), el determinante de A, que se
denota por |A|, es un ndmero que se obtiene sumando todos los produc-
t0S aij, ... Gnj,, precedidos de un signo cada uno, de tal forma que cada
producto contenga un tunico elemento de cada fila y cada columna de A.

Si A es una matriz n x n, se dice que |A| tiene orden n.

1.2.1. Calculo de determinantes de segundo y tercer orden.
Los determinantes de segundo y tercer orden se calculan a partir de las
siguientes formulas:

= Determinante de orden 2:
ail a2
az1  G22

= a11 - Aa22 — a2y - @12 -

» Determinante de orden 3 (regla de Sarrus):
a1l al2 a3
G21 Q22 QG233 = Q11 - A2z - 33 + A12 - G23 - G31 + A13 - G21 - A32
azi1 azz2 ass
—a11 +G23 - 0a32 — 13422 a31 — @12+ A21 - a33 -

EJEMPLOS 1.2.1.

2 5
=] l=23-5-1=1

2 1 0

45 7[=25(-1)+1-7-4+4-5-0-2-7-5-0-5-4
"4 5 -1

—1-4-(=1)=—10+28 — 70 + 4 = —48.

OBSERVACION 1.2.2. El signo que afecta a cada sumando en la defini-
ciéon de determinante se calcula utilizando la teoria de permutaciones. La
definicién rigurosa de determinante se puede encontrar en [3, Capitulo 3].
En ese capitulo del Volumen II de este manual pueden encontrarse las de-
mostraciones completas de las propiedades de los determinantes. Para los
lectores que no requieran de una definiciéon intrinseca de determinante de
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la que se deducen sus principales propiedades, a continuacién, estas pro-
piedades estan enumeradas y también se ofrece un método para calcular
el determinante de cualquier matriz cuadrada de orden superior a tres me-
diante su reduccion al computo de determinantes de este orden. O

1.2.2. Propiedades de los determinantes. En este capitulo ini-
cial del manual las principales propiedades de los determinantes se enun-
ciardan y se ofrecerd un ejemplo de cada una de ellas. Las demostraciones
con rigor matematico de todas estas propiedades pueden encontrarse en [3,
Proposicién 3.4.21].

(a) Si todos los elementos de una linea (fila o columna) de una matriz
cuadrada se descomponen en dos sumandos, entonces su determinante es
igual a la suma de dos determinantes que tienen en esa linea los primeros y
segundos sumandos, respectivamente, y en las demds los mismos elementos
del determinante inicial.

EJEMPLO 1.2.3.

1 0 2 1 0 2 1 0 2
36={1+3 1+5 3-2/=1 1 3/+|3 b5 —-2/=6+30.
-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2

O

(b) Si se multiplican todos los elementos de una linea de una matriz

cuadrada por un numero, el determinante queda multiplicado por dicho
numero.

EJEMPLO 1.2.4.

1 0 5-2 1 0 2
30=|1 1 5-3|=5-|1 1 3/=5-6
-2 0 5-2 -2 0 2

O
(¢) El determinante de una matriz cuadrada coincide con el determi-
nante de su traspuesta.

EJEMPLO 1.2.5.

1 0 2 1 1 -2
1 1 3l=6={|0 1 0
-2 0 2 2 3 2

O
(d) Si Ay B son dos matrices del mismo orden, entonces el determinante
del producto es el producto de los determinantes: |A-B| = | A||B|.

EJEMPLO 1.2.6. Teniendo en cuenta que

GGG
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se verifica que

4:‘2 8’

12010 2
4 18

A H R RE)
O
(e) Si permutamos dos lineas paralelas de una matriz cuadrada, su de-
terminante cambia de signo con respecto al inicial.

EJEmMPLO 1.2.7.

1 0 2 0 1 2
1 1 3|=6=—-1 1 3.
-2 0 2 0 -2 2

O
(f) Si una matriz cuadrada tiene una linea con todos los elementos nulos,
su determinante vale cero.

EJEMPLO 1.2.8.

3 0 -2
5 0 1]|=0
-2 0 4

O
(g) Si una matriz cuadrada tiene dos lineas paralelas iguales, su deter-
minante vale cero.

EJjEmMpPLO 1.2.9.

3 3 =2
5 5 1(=0,
-2 -2 4
porque las dos primeras columnas son iguales. O

(h) Si dos lineas paralelas de una matriz cuadrada son proporcionales,
su determinante se anula.

EJempLO 1.2.10.

2 31
4 6 2|=0,
-2 0 2
porque la segunda fila es el doble de la primera. O

(i) Si una fila (o columna) de una matriz cuadrada es combinacién lineal
de las restantes filas (columnas), su determinante vale cero.

EJempLO 1.2.11.
1

3

-1
porque la segunda columna es igual a la primera mas el doble de la tercera.
O

—
—_

:0’

~N W
=
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1.2.3. Desarrollo de un determinante por los términos de una
fila o columna. Sea A = (a;;) una matriz cuadrada y a;; uno cualquiera
de sus elementos. Si se suprime la fila i y la columna j de la matriz A se
obtiene una matriz M;; que recibe el nombre de matriz complementaria
del elemento a;;.

Asi, dada la matriz

a1 ai2 . a1j e A1n
a21 as2 e a2; N agn
A= ,
a1 a;2 v Aij SN Qin
an1 ap2 ... Apj ... Apn

la matriz complementaria del elemento aq1 es la matriz que resulta de su-
primir en A la fila 1 y la columna 1; es decir:

ag9 e a9n
My =

an2 ... QAnn

Llamaremos menor complementario del elemento a;; al determinan-
te de la matriz complementaria del elemento a;;, y se representa por a;;.
Se llama adjunto de a;;, y se representa por A;; al ndmero (—1)"*/ ay;.

1.2.3.1. Desarrollo de un determinante por adjuntos. El determinante
de una matriz cuadrada es igual a la suma de los elementos de una fila o
columna cualquiera, multiplicados por sus adjuntos.

EJjEmpPLO 1.2.12. Si

1

1

-2

0 2
A= 1 3],
0 2

el calculo de su determinante mediante el desarrollo por adjuntos de la
primera columna es:

1 3
0 2

0 2
0 2

0 2

‘—1~‘ ‘—&—(—2)-‘ ‘:1-2—1-0—1—(—2)-(—2):6.
O
La demostracién rigurosa del resultado tedrico que permite este calculo

puede encontrarse en [3, Teorema 3.4.46 y Corolario 3.4.36].
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1.2.4. Reduccién del orden de un determinante. El desarrollo
de un determinante por adjuntos rebaja el orden del determinante que se
quiere calcular en una unidad. A fin de simplificar al méximo el calculo de un
determinante, es conveniente, aplicando las propiedades, conseguir reducir
el determinante al de una matriz que tenga en una fila o en una columna
todos los elementos iguales a cero menos uno. Este método es conocido
como el método de Chio y permite reducir el orden de un determinante
progresivamente hasta llegar a orden tres para aplicar la regla de Sarrus.

EJEMPLO 1.2.13. Para calcular el determinante de la matriz cuadrada

2 1 0 3
4 ) T2
-1 -2 -1 =2
3 1 4 2

A:

restando de la primera columna dos veces la segunda y de la cuarta columna
tres veces la segunda, se reduce su cédlculo al determinante:

0 1 0 0
—6 5 7 —13
3 -2 -1 4’

1 4 -1

O

1.2.5. Rango de una matriz. Se denomina rango de una matriz
arbitraria al maximo orden de un determinante no nulo que puede extraerse
de ella.

Si decimos que una fila de una matriz es combinacién lineal de otras filas
cuando sea igual a la suma de estas multiplicadas por nimeros cada una de
ellas, el rango de una matriz coincide con el maximo nimero de filas o de
columnas linealmente independientes (que no existen combinaciones lineales
entre ellas). La demostracién rigurosa de esta relacién entre el rango y la
independencia lineal de filas (o columnas) se realizard en el Capitulo 3 del
Volumen II de este manual, aunque se utilizard para simplificar cdlculos en
el Capitulo 2.

El rango nunca podra ser mayor que el nimero de filas o de columnas
(que el menor de ellos).
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1.2.5.1.  Determinacion del rango de una matriz A. Se procede si-
guiendo diferentes pasos:

(a) Se eliminan las filas y columnas que sean nulas, proporcionales o
combinacién lineal de otras.

(b) Se fija un elemento a;; no nulo de A. Se denota por A7} a un
determinante de orden m de una matriz contenida en A y que
tiene como uno de sus coeficientes al elemento a;;.

(¢) Se consideran los determinantes de orden 2 que contienen al ele-
mento a;;. Si estos determinantes son nulos el rango es uno, pero
si algiin A?; es no nulo atin no se ha finalizado.

(d) En ese caso, consideramos los determinantes de orden 3 que con-
tienen a A?j. Si estos determinantes son nulos el rango es dos, pero
si alguno A?j es no nulo atn no se ha finalizado.

(e) Se continua el proceso hasta que todos los determinantes que con-
tienen a uno sean nulos o no sea posible considerar determinantes
mayores con los elementos de A (el rango sea al menos el nimero
de filas o columnas).

Este procedimiento se denomina “orlar” el elemento no nulo a;;.

EJEMPLO 1.2.14. Para calcular el rango de la matriz

21 0 2 1 3
4 5 7 6 39
A_45—1213’
4 2 0 4 2 6

teniendo en cuenta que la cuarta fila es el doble de la primera y que las
columnas cuarta, quinta y sexta son proporcionales, el rango de A coincide
con el rango de

/21 0 2
A=[45 7 6
45 -1 2

Entonces, orlando el elemento a1; = 2, y teniendo en cuenta que

2 1
e
y que
21 0
4 5 7 |=-48+#£0,
4 5 -1
el rango de A es tres. O

Nos proponemos ahora estudiar la matriz inversa de una matriz cua-
drada que tenga determinante distinto de cero.
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1.2.6. Matriz Inversa. Vamos ahora a calcular la matriz inversa de
una matriz cuadrada con determinante distinto de cero.

1.2.6.1. Matriz Adjunta. Dada una matriz cuadrada A, se denomina
matriz adjunta de A y se representa por A%, a la matriz de los adjuntos:

At = (Ay).

EJEMPLO 1.2.15. Sea

1 1 -2
A=10 1 0
2 3 2
Entonces
1 0 0 0 0 1
All_ ’3 2 _27 A12__’2 2’ 07 A13 '2 3‘ __27
1 -2 1 -2 1 1
A21 - - ‘3 2 ‘ = _87 A22 - '2 2 ’ = 67 A23 ’2 3’ = _17
1 -2 1 -2 1 1
T I IR )
Asi,
2 0 -2
Al=1-8 6 -1
2 0 1
O

1.2.6.2. Cdlculo de la inversa de una matriz. Si A es una matriz cua-
drada con |A| # 0, se verifica que:

(A"
A
La demostracién de esta férmula que permite el calculo de la inversa de
una matriz cuadrada se realizard en [3, Proposicién 3.4.38].

AT =

EJEMPLO 1.2.16. Sea

1
1
-2

0 2
A= 1 3
0 2

Como A? es la matriz del ejemplo anterior y |A| = 6, tenemos que

2 0 —2
(AYr=1-8 6 —1],
2 0 1
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y, por tanto,

2 —2 1 —1

g 0 % 3 0 =

-1_ [ =8 6 =1]_|=4 =1
A - 6 6 6 - 3 1 6
2 1 1 1

5 0 5 3 0 3§

1.3. Sistemas de ecuaciones

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de ecuaciones
lineales en las que aparecen varias incégnitas. En particular, un sistema de
m ecuaciones con n incégnitas viene dado por:

a1 4+ ar2 + ... 4+ AT, = b
as1x1 + aoexs + ... + aopx, = b

(1.3.1)
Am1T1 + Gm2T2 + ...+ AQppTn = bm

donde las incégnitas son las x;, 1 < ¢ < n y los coeficientes a;; y b; son
numeros.
Otra forma de representar el sistema es la denominada forma matricial:

Ax =10

donde A = (a;;) es la matriz de los coeficientes, x es el vector columna
formado por las incognitas y b es el vector columna de los términos inde-
pendientes b;:

a1 ai2 e A1n T b1
a1 a922 e agn €T9 b2
Am1 Am2 .- Qmn Tn bim

La matriz A se denomina matriz del sistema.

Otra matriz de gran importancia a la hora de resolver sistemas de ecua-
ciones es la matriz ampliada que se obtiene anadiendo a la matriz A
una columna cuyos elementos son los términos independientes b;, es decir,

A* = (Alb):

ail ai12 e QA1n b1
A* a1 a2 e agn b2
Am1  Gm2 - GQmp bm

Los sistemas cuyos términos independientes son todos nulos, se deno-
minan sistemas homogéneos.
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Resolver un sistema es tratar de encontrar valores =1, xs, ..., T, que sa-
tisfagan este conjunto de ecuaciones. Dependiendo del niimero de soluciones
de los sistemas, estos se pueden clasificar del modo siguiente:

(a) Sistemas incompatibles: son aquellos que NO tienen solucién.
(b) Sistemas compatibles: cuando S tienen solucién y pueden ser:
= Determinado: el sistema admite UNA UNICA solucién.
» Indeterminado: el sistema tiene INFINITAS soluciones.

1.3.1. Equivalencia de sistemas. Dos sistemas de ecuaciones li-
neales con el mismo numero de incégnitas se dice que son equivalentes si
tienen las mismas soluciones, es decir, si toda solucién del primer sistema es
solucion del segundo y viceversa. Evidentemente, los sistemas equivalentes
han de tener el mismo niimero de incégnitas, aunque no necesariamente el
mismo ntimero de ecuaciones.

Las siguientes propiedades permiten conseguir sistemas equivalentes a
uno dado:

= Si multiplicamos o dividimos una ecuacién del sistema por un
numero distinto de cero, se obtiene un sistema equivalente.

= Si sustituimos una ecuacién por una combinacion lineal formada
por dicha ecuacion y multiplos de algunas de las restantes ecuacio-
nes del sistema, se obtiene un sistema equivalente.

= Si una ecuacion es combinacién lineal de otras ecuaciones del siste-
ma, entonces el sistema que obtenemos al suprimir dicha ecuacién
es equivalente al de partida.

1.3.2. Resolucion de sistemas. Antes de comenzar a estudiar la
resolucién de sistemas utilizando la matriz del sistema y la matriz ampliada,
recordemos brevemente los tres métodos elementales.

(a) Método de sustitucién

Se despeja una de las incognitas en una ecuacién y se sustituye esta
expresion en las restantes. De esta forma se obtiene un nuevo sistema con
una ecuacién menos y una incégnita menos. Se sigue el proceso hasta obtener
una ecuacién con una incognita.

EJjEmMpPLO 1.3.1. Resolver por el método de sustitucién el sistema

3r+6y = 3
—2zx+5y = T.
Despejando la incoégnita = en la primera ecuacion, se tiene que x =

% = 1 — 2y. Sustituyendo este valor en la segunda se obtiene que

—2(1-2y)+dy=T= 2+4+4y+5y=7T=9y=9=y=1.
Porloque z =1-2-1=—1. O
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(b) Método de igualacién

Se despeja la misma incognita en dos ecuaciones del sistema y se igua-
lan las expresiones. Se obtiene asi una nueva ecuacién que involucra una
incognita menos que unida a las restantes forman un sistema equivalente.

EJEMPLO 1.3.2. Resolver por el método de igualacion el sistema

r—2y+42=9
3z —y+ 6z =2
Tr—y+ 10z = —12.

Despejamos la incognita “y” de la segunda y tercera ecuacién. Nos
queda, y = 3z + 6z —2 e y = 7 + 10z + 12. Igualando ambas y agrupando,
se tiene la ecuacion 4x 4+ 4z + 14 = 0. Despejando la z, se tiene z = #.
Despejando la y en la primera ecuacion, y = %. Entonces %;_9 =

3z + 6z — 2, y agrupando convenientemente 5z + 8z + 5 = 0. Lo que resulta

—8z2—5

T = .
Igualando ambas expresiones _424_14 = _8g_5 y despejando z =
Sustituyendo este valor en las expresiones anteriores, se tiene que x = —

ey=0.

2

ot

Ol

(¢) Método de reduccién

Sumando adecuadamente combinaciones lineales de dos ecuaciones, se
obtiene otra nueva ecuacion en la que ha desaparecido una incognita. Co-
mo en el método anterior, el sistema resultante al anadir esta ecuacién es
equivalente al de partida.

EJEMPLO 1.3.3. Resolver por el método de igualacién el sistema

r+y+22=0
3r—y+22=0
x4+ 5y +6z=0.

Sumando las dos primeras ecuaciones del sistema se obtiene 4x+4z = 0
y dividendo ésta por 4, z+2z = 0. Restando la tercera ecuacion de la primera,
resulta —4y —4z = 0 y dividiéndola por —4 queda y+ z = 0. Entonces, como
lasumadex+2=0mas y+ 2 =0es z+ y+ 2z = 0, el sistema original
es equivalente al formado por

rz+2z=0

y+z=0.
Por tanto, se tiene que z = —y y, sustituyendo este valor en la primera
ecuacion y despejando, se obtiene que x = y. En este caso el sistema es
compatible indeterminado. O
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1.3.3. Sistemas homogéneos. Sea Ar = 0 un sistema homogéneo
con n incégnitas. Se tiene que:

= z; = 0 para todo i es solucién del sistema.

» Si (z1,22,...,%,) es una solucién del sistema, entonces se verifica
que (Azy1,Aza,...,Ax,) es también solucién para cualquier valor
de \.

» Si(z1,22,...,2n) € (Y1,Y2,--.,Yn) son soluciones del sistema ho-
mogéneo, también lo es (z1 + y1, 22 + Y2, .., Ty + Yn)-

En consecuencia, todo sistema lineal homogéneo admite siempre una
solucion y, por tanto, serd un sistema compatible.

1.3.4. Teorema de Rouché-Frobenius. Consideramos el sistema
de m ecuaciones y n incégnitas como en (1.3.1). Sean A y A* la matriz del
sistema y la matriz ampliada:

ail a2 e A1n, ail a12 N A1n, b1

a1 as2 N ao2n . a1 a2 . aon b2
A= y A =

aml Am2 ... (mn Am1 Qm2 -+ Gmn | by

La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones
con n incégnitas sea compatible (tenga solucién) es que el rango de la matriz
de coeficientes sea igual al rango de la matriz ampliada. Ademds, el sistema
es compatible determinado (una dnica solucién) si dicho rango coincide con
el nimero de incégnitas.

La demostracién rigurosa del Teorema de Rouché-Frobenius se encuen-
tra en el Capitulo 3 (Teorema 3.7.7).

Como consecuencia, se puede deducir que un sistema de n ecuaciones y
n incégnitas (igual nimero de ecuaciones que de incégnitas) tiene solucién
tnica si y solo si el determinante de la matriz del sistema es distinto de cero,
es decir, |A| # 0.

Sean r y r* los rangos de la matriz del sistema A y de la matriz ampliada
A* respectivamente. Sea n el nimero de incégnitas. Los diversos casos
posibles que se pueden dar son los siguientes:

ﬂ
A
-
*
Il

Sistema incompatible.
r =n Determinado.
r < n Indeterminado.

ﬂ
I
S
I

Sistema compatible: {
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EJEMPLO 1.3.4. Vamos a estudiar, en funcién del parametro a, la com-
patibilidad o incompatibilidad del siguiente sistema:

3z —2y+5z2=1
—2r+4+y+4z=-1
—z+132=2—3ad%

La matriz del sistema y la matriz ampliada son respectivamente

3 -2 5 3 -2 5 1
A=1-2 1 4| yA*'=|-2 1 4 -1
-1 0 13 -1 0 13 2 —3a?

El determinante de la matriz del sistema es
|A] = 31134 (=1)-(—2)-4 — [5-1-(—1) + 13-(—2)-(—2)] = 0.

Por tanto, el rango de A no es 3. Ahora bien, como

se tiene que el rango de A es exactamente 2.

Veamos cudl es el rango de A*. Como contiene a A, su rango es al menos
2y, como méximo 3 (al ser una matriz 3 x 4). Para ver si es 3, teniendo
en cuenta el método ofrecido en el Apartado 1.2.5.1, hay que estudiar el
determinante del siguiente menor:

3 -2 1
-2 1 -1 |=3¢*-3=3(a—1)(a+1).
-1 0 2-3a?

En consecuencia, el rango de A* es 2 si y solo si este determinante
se anula, es decir, a = 1. En este caso, como ambos rangos coinciden el
sistema es compatible indeterminado (el rango es menor que el nimero de
variables). Si a # =£1, el rango de la matriz ampliada es 3 y entonces el
sistema es incompatible. O

1.3.5. Regla de Cramer. Se dice que un sistema de ecuaciones li-
neales Az = b es de Cramer (o se puede aplicar la regla de Cramer para su
resolucién) si el niimero de ecuaciones es igual al niimero de incégnitas:

a1121 + apxe + ... 4+ aipTn = bl
a21r1 + ar2 + ... + awmT, = b

(1.3.2)
an1T1 + QpaT2 + ...+ GpnTp = by

y el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero.
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Resolver un sistema de este tipo se basa en el calculo de determinantes.
Sea A la matriz de coeficientes y |A| su determinante (distinto de 0 pues el
sistema es de Cramer).

Sea /Nli, 1 < i < n, la matriz de coeficientes del sistema en la que se
ha sustituido la columna i-ésima de la matriz de coeficientes por el vector
columna de los términos independientes. Entonces:

_ A
AP
es la unica solucién del sistema. La demostracién rigurosa de esta férmula
se realizard en [3, Proposicién 3.6.2].

1<i<n

T

EJjEMPLO 1.3.5. Nos proponemos discutir y resolver por la regla de
Cramer (si es posible) el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3x+2y—z2=4
20 —y+2z=3
z+ 3y + 2z = —5.

Calculamos a continuacién el rango de A y el de la matriz ampliada A*.
El rango de la matriz de los coeficientes A es:

S =20 = )22
3 2 -1
2 —1 2 |=-35£0 = rg(A) =3
1 3 2

El rango de la matriz ampliada es también 3, ya que esta contiene a A y no
contiene ningtin menor de orden 4.

Dado que rango(A) = rango(A*) = 3 = ntimero de incdgnitas, el siste-
ma es compatible y determinado; por tanto, tiene una tnica solucién.

Resolvemos el sistema mediante la regla de Cramer. El determinante de
A lo habfamos calculado antes y era —35.

Aplicando la regla de Cramer se obtiene que

4 2 -1 3 4 -1
3 -1 2 2 3 2
5 3 2 68 1 -5 2 53

e ~35 350 Y ~35 35

3 2 4
2 —1 3
1 3 -5 42

v —35 35



Por tanto, la solucién del sistema es z = %, y=-22 2= —%. O

1.3.6. Método de Gauss. Dado un sistema de m ecuaciones con
n incégnitas se trata de obtener un sistema equivalente méas simple cuya
primera ecuacién tenga n incégnitas, la segunda n — 1, la tercera n — 2, y
asi sucesivamente hasta llegar a la tltima ecuacion. Esta ultima ecuacién
tendrd una tunica incognita si el sistema es compatible determinado; si es
compatible indeterminado, el nimero de incégnitas de la tltima ecuacién
es n —r + 1 (nétese que r < n). Si el sistema es incompatible, la dltima
ecuacién nos quedara de la forma 0 = a, con a # 0 y, légicamente, al no
tener sentido se deduce que el sistema no tiene solucién.

Para obtener un sistema equivalente a otro se debe sumar a una ecuacién
del sistema cualquier otra ecuacién multiplicada por un ntimero, o bien
multiplicar una ecuacién por un nimero.

Hecho esto, resolvemos la 1ltima ecuacién, a continuacién la pentltima
y asi hasta llegar a la primera. Es decir, el método de Gauss consiste en
triangular la matriz de coeficientes, eliminando las ecuaciones que en el
proceso sean nulas. De esta forma, la matriz ampliada quedara:

/ / / /
1 ajy a3 ... ... coooaqy, 1
/ / /
0 1 ayy ... ... RO 5
/ /
A*—10 0 1 ... So.oas, 3
/ / /
0 O 0 ... 1 ap,qyg -0 ap, 1

Una vez realizado este proceso, se iran resolviendo las ecuaciones con
menos incégnitas y se utilizaran estas soluciones en las ecuaciones anteriores.

Veamos, con un ejemplo, el proceso para calcular la matriz A’*. Sea el
sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas:

a1171 + a1ara + a;3r3z = by

(211 + Q92T9 + Q233 = bg (133)

az1x1 + agawa + azzrs = by
y supongamos que aj; # 0 (siempre se puede suponer, pues si no lo fuera
asi en la primera ecuacién, intercambiariamos la primera con otra ecuacién
en la que el coeficiente de la incégnita x; fuera distinto de cero).

(a) Dividimos la primera ecuacién por a1 y obtenemos

ai2 a3 by
1+ —To+ —2x3=+—.
arl ail aii
(b) Multiplicamos la ecuacién obtenida en el apartado anterior por as;

y la restamos de la segunda ecuacién obteniendo:

b
021012] Zo + [a23 . 0216113] 3 a2101

[022 -
a11 a1l a1
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Hacemos el mismo proceso con la tercera ecuacién multiplicando
la primera por az; para obtener:

031012] a31013]x az1by
o1 le =g .

xo + [ass —

[032 -
ajy aiy aiy

Como las operaciones realizadas transforman el sistema inicial en uno
equivalente, bastara entonces con resolver un sistema de la forma siguiente:

1 + aloze + ajgzs = b
/ / /
a9 T2 + ajsxs = by (1.3.4)
! ! —
a32T2 + a33%3 = bs.

A continuacién, repetimos el proceso anterior con este nuevo sistema,
suponiendo que alguno de los a}, # 0. Sino lo fueran, pasarfamos a eliminar
la incégnita x3 de la tercera ecuacion.

Realizado este proceso, nos queda entonces el sistema,

x1 + afyze + afszs = bYf
xo + afzxs = by (1.3.5)

4 —_ K

a331‘3 — b37

que es un sistema equivalente al de partida y, al ser triangular, su resolucién
ebb:/ sencilla, pues de la tercera ecuacién se deduce (si a4 # 0) que x5 =
@ Sustituyendo este valor en la segunda, calcularifamos el valor para la
incégnita zo y con estos dos, se resuelve la primera ecuaciéon para obtener
la solucién.

El método de Gauss trabaja tinicamente con los coeficientes del sistema,
es decir, a la hora de efectuarlo, basta hacer las operaciones en la matriz
ampliada:

/ / /
aj; aiz2 a3 bl 1 @19 Q73 bl
A" = laz a2 azs by | ~ |0 ahy ahy by
/ / /
a3z1p Q32 Aass b3 0 A39 Q33 b3

li / / / / /

1 ajy aj3 ) 1 ayy djy By

~ 0 1 afs V| ~[10 1 afy by
0 0 ag'g bg 0 0 1 bg’

Puede suceder que, como resultado de la aplicacién de las transforma-
ciones anteriores a las ecuaciones del sistema, aparezca alguna ecuacion sin
sentido donde el miembro de la izquierda es 0 y el término independiente no
lo sea. Entonces el sistema dado es equivalente a un sistema incompatible.

Cuando en el proceso nos aparezca una ecuacién del tipo 0 = 0 (ecuacién
trivial), ésta se debe eliminar y la matriz tendrd una fila menos.
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Si ninguna ecuacién es de la forma 0 = ¢;, con ¢; # 0, el sistema
resulta compatible. Sera determinado si el niimero de ecuaciones no triviales
coincide con el niimero de incégnitas.

EJEMPLO 1.3.6. Resolver el siguiente sistema usando el método de
Gauss.
20+ 3y +4z2+5t=5
6z + 15y + 192 + 23t = 30
8z + 42y + 60z + 70t = 98
122 + 60y + z + 17t = 144.

Escribimos la matriz ampliada para resolver el sistema utilizando elimina-
cién gaussiana:

2 3 4 5 5

6 15 19 23 30

8 42 60 70 98

12 60 1 17 144

Dividimos la primera ecuacién por 2 para obtener un 1 en la primera
posiciéon. Una vez hecho esto, para eliminar la primera incégnita en las
restantes ecuaciones, restamos a la segunda ecuacién 3 veces la primera, a
la tercera 4 veces la primera y a la cuarta 6 veces la primera. Obtenemos:

13 2 3 3
0 6 7 8 15
0 30 44 50 78
0 42 -23 -13 114

5

Para conseguir que la incégnita y aparezca multiplicada por 1 en la
segunda ecuacion, dividimos ésta por 6. Ademds, si restamos a la tercera
ecuacion 5 veces la segunda y a la cuarta 7 veces la segunda, el resultado
es:

W rjowojut

O O
O —olw
O~ N
Swlmlon

0 0 —-72 —-69 9

Ahora solo nos queda conseguir que en la tercera ecuacién la variable z
esté multiplicada por 1 y que en la cuarta la variable z no aparezca. Para
ello, dividimos la tercera por 9 y sumamos a la cuarta 8 veces la tercera y
obtenemos:

O O =
O —w
O —olN N
©|Susllen
w
o wlmvluwolen

o
o

11

que determina el siguiente sistema escalonado:
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x+§ +22+§t—
2 Y 2"~
PR
L
YT6°T3
10

N

+
~+
Il

o]
Wl — | Tt | e

11t = 33.

Este sistema se resuelve inmediatamente por sustitucién regresiva, es
decir, de la tltima ecuacion se sigue el valor de la tltima incégnita, llevan-
do este valor a la penultima ecuacién se calcula la penultima incégnita y
asi sucesivamente. De esta forma se obtiene que

33 3—-10-3
t_ﬁ_3 z—T——B
15— 7-(—3) — 8. —3.9_4.(—3) — 5.
Y= 5—7(-3) 83:2 x:5 32 —4-(-3) 53:_2
6 2
y el sistema esta resuelto. O

1.3.6.1. Inversa de una matriz utilizando el Método de Gauss. Para
concluir este capitulo inicial vamos a utilizar el método de Gauss para cal-
cular la inversa de una matriz. El procedimiento que vamos a detallar se
puede aplicar a cualquier matriz cuadrada, de tal modo que si esta matriz
es invertible (tiene determinante no nulo) el resultado final es su matriz in-
versa, mientras que si no es posible invertirla los datos finales nos mostraran
esa imposibilidad.

Asi, si A es una matriz cuadrada n X n e I es la matriz identidad, el
calculo de la matriz inversa utilizando el método de Gauss consiste en reali-

zar transformaciones elementales de las filas en la n x 2n matriz (A | 1)
hasta intentar conseguir una matriz n X 2n en la que la matriz n x n de la
izquierda es la matriz identidad, es decir una matriz de la forma (I | A).

De forma anéloga al caso del Método de Gauss para sistemas de ecuaciones,
una transformacion elemental de una fila de la matriz es sumarle otra fila
de la misma multiplicada por un nimero, o multiplicando una fila por un
numero.

Cuando una matriz de esta forma puede obtenerse, entonces A = A1,
mientras que si no puede obtnerse la matriz identidad a la izquierda de la
matriz, por ejemplo al aparecer una fila donde todos los coeficientes son
cero, entonces no existe AL

Para visualizar este proceso de calculo de matrices inversas, vamos a
ver un ejemplo en el que que la matriz inversa existe y otro ejemplo en el
que no sea posible calcular dicha matriz inversa.
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EJemMPLO 1.3.7. Nos proponemos ahora calcular, utilizando el método
de Gauss la inversa de la matriz A del Ejemplo 1.2.16:

1 0 2
A=(1 1 3
-2 0 2

Para ello empezamos considerando la matriz

1 02 : 100
1 13 :010
-2 0 2 :0 0 1

Restando a la segunda fila la primera fila se obtiene

1 02 : 1 00
0 11 : -1 1 0]~
-2 0 2 : 0 01

mientras que si ahora a la tercera fila le sumamos dos veces la primera fila
se consigue la matriz

102 : 1 00

01 1 : -1 10

006 : 2 01

Entonces, para obtener la tercera fila de la matriz identidad en la parte
de la izquierda tan solo debemos dividir esta tercera fila entre 6 obteniendo:

102 : 1 00
01 1 : =110

1 1
001 : & 02

Finalmente, si a la primera fila le restamos dos veces la tercera fila y a
la segunda fila se le resta la tercera fila se concluye que

1 1
100 : & 0 -1
.4
010 : —-41 -4
o0 1: L+ o 1L
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Por tanto, la matriz inversa de A es

1 1
3 0 —3
-1 _ 4 1
A - _g 1 _E 5
1 1
3 0 3§
que coincide con el resultado obtenido en el Ejemplo 1.2.16. (]

EJEMPLO 1.3.8. Para concluir vamos a intentar calcular la inversa de
la matriz

1 -1 2
A=12 0 1
0o 2 =3
utilizando el método de Gauss.
Consideremos la matriz auxiliar
1 -1 2 100
2 0 1 010

0 2 -3 : 00 1

Si a la segunda fila se le resta dos veces la primera se obtiene la matriz

1 -1 2 © 1 00
0 2 -3 : -2 1 0>
0 2 -3 : 0 0 1

y al restar de la tercera fila la segunda fila de esta matriz se tiene

1 -1 2 : 1 0 0
0 2 -3 : -2 1 0
0O 0 0 : 2 -1 1

Por tanto, como hay una fila de ceros, es imposible conseguir la matriz
identidad en la parte izquierda de esta matriz auxiliar y no existe [A’]71.
Este hecho es coherente con el valor nulo del determinante de A’.

O
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Capitulo 2

ESPACIOS VECTORIALES

Este capitulo y el siguiente contienen definiciones y resultados que cons-
tituyen el lenguaje basico del Algebra Lineal. Asi, en este capitulo, tras una
seccién dedicada a las principales estructuras algebraicas, se definiran los
espacios vectoriales, que son el d&mbito de estudio de esta rama de las Ma-
tematicas, ademas de ofrecer un estudio detallado de los subespacios vec-
toriales (herramientas fundamentales en Geometria), la demostracién de la
existencia de bases en espacios vectoriales y el desarrollo de la teoria de la
dimensién. Posteriormente el Capitulo 3 se dedicard a analizar las relaciones
entre los espacios vectoriales, que se denominan “Aplicaciones Lineales”.

2.1. Estructuras algebraicas

Antes de iniciar el estudio de los espacios vectoriales, que son los objetos
fundamentales en Algebra Lineal, se van a presentar estructuras algebraicas
que serdn necesarias a lo largo del manual. Asi, en este capitulo se definiran
y se presentaran las propiedades bésicas de conjuntos, grupos, anillos y
cuerpos. La nocién de cuerpo serd imprescindible para definir los espacios
vectoriales. Estos conceptos seran ampliados en el Capitulo 1 del Volumen
IT de este manual.

2.1.1. Conjuntos. En cualquier campo de las Matematicas los ob-
jetos que inician su estudio son los conjuntos.

La nocién de conjunto es intrinseca a cualquier ser racional, ya que
no puede ser definido: no es posible encontrar una definicién en la que no
aparezca un sinénimo suyo.

Los conjuntos estéan formados por elementos y si un elemento x forma
parte de un conjunto X se denotard por x € X.

Los ejemplos de conjuntos numéricos mas habituales son:

» Numeros Naturales: N = {1,2,3,...}

= Ntmeros Enteros: Z =1{...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... }

» Ntmeros Racionales: Q = {§ con a,b € Z y b # 0}.

= Numeros Irracionales: I, que son limites de sucesiones de nimeros
racionales que no son racionales. Ejemplos de ntimeros irracionales
son e, V2 o .
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= Numeros Reales: R = Q U, siendo esta unién disjunta (no existe
ningin nimero real que sea a la vez racional e irracional).
» Numeros Complejos: C = {a + bi con a,b € R e i? = —1}.

DEFINICION 2.1.1. Se dice que un conjunto A es un subconjunto de un
conjunto X, y se denota por A C X, cuando todos los elementos de A son
también elementos de X. O

En el caso de los conjuntos numéricos anteriores, es inmediato que se
existe la siguiente cadena de subconjuntos:

NCZCQCRCC.

Tgualmente, se tienen las inclusiones de subconjuntos I C R C C.

Dado un conjunto X y dos subconjuntos A, B C X, se verifica de forma
inmediata que A = B si y solo si simultdneamente se tiene que A C By
B CA.

Todo conjunto X tiene siempre dos subconjuntos triviales:

s el subconjunto vacio, §), que no tiene ningiin elemento;
= el subconjunto total, X, del que forman parte todos los elementos
de X.

DEFINICION 2.1.2. El conjunto de los subconjuntos de X se denomina
partes de X y se denota P(X). O

2.1.2. Unién e interseccién de subconjuntos. Dados dos sub-
conjuntos de un conjunto X, las operaciones naturales son la unién y la
interseccién de ambos que se definen del siguiente modo:

DEFINICION 2.1.3. Se denomina unién de dos subconjuntos A y B de
un conjunto X, A U B, al subconjunto de X formado por los elementos de
X que pertenecen a A o pertenecen a B, i.e.

AUB = {z € X tales que x € Ao x € B}.
O

DEFINICION 2.1.4. Se denomina interseccién de dos subconjuntos A y
B de un conjunto X, AN B, al subconjunto de X formado por los elementos
de X que pertenecen a A y pertenecen a B, i.e.

ANB={z e X talesque z € Ay x € B}.

O
De forma iterativa pueden definirse la unién y la interseccién de un
numero finito de subconjuntos de X.
De las Definiciones 2.1.3 y 2.1.4 se deduce inmediatamente que la unién
y la intersecciéon de subconjuntos verifican las siguientes propiedades:
s ANX=AyAUuX =X;
s ANO=0y AUD = A;
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