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    LA DIMENSIÓN HERMOSA Y DESCONOCIDA DE LA PRIMERA BANDERA DE CHILE
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    Si se le preguntara a una persona ligada a la matemática cuál es el más hermoso de todos los números, muy probablemente esta le respondería —tal como yo lo haría— que es el número de oro, aquel que usualmente se denota con la letra griega[image: ](léase “fi”) y tiene el valor [image: ] Esta elección puede justificarse a partir de la ciencia misma, pero resulta mucho más inspirador hacerlo desde nuestro entorno, pues este número es omnipresente en la naturaleza. La disposición de las hojas en las plantas (filotaxis), la proporción entre diversas partes del cuerpo humano, la forma de las caracolas de mar, etcétera, obedecen a patrones ligados a él. A menudo esto se debe a que en los procesos biológicos rigen leyes de autorreplicación con los cuales [image: ] está intrínsecamente relacionado. En efecto, este número corresponde a la proporción en la que debe ser dividido un trazo para que el todo sea a la parte más grande como esta es a la más pequeña. De esta manera, el número de oro corresponde a algo así como un punto de equilibrio al pasar de una escala mayor a otra menor: [image: ] es el número de la armonía.
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    Existen diversos métodos para conseguir esta división (denominada “áurea” o “dorada”), pero tal vez el más sencillo está dado por el conocido “triángulo mágico” (o “triángulo áureo”), aquel de dos ángulos de 72º y uno de 36º. En él, la proporción de los lados mayores respecto del menor es necesariamente igual a [image: ]. Además, si se divide un ángulo de 72º en dos de 36º, entonces la proyección en el otro lado determina también una división áurea. Otro triángulo con una propiedad similar es el “gnomon áureo”, de dos ángulos de 36o y uno de 108o. En este, la proporción del lado mayor respecto a los menores también es igual a [image: ]. El número de oro aparece así estrechamente ligado a un pentágono regular, pues los triángulos y gnómones áureos emergen de él al trazar las diagonales, dando origen a la estrella de cinco puntas.
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    Se tiene antecedentes de la división áurea desde las tablas sumerias del 3200 a. C., en las que aparece asociada a varios pentagramas.Posteriormente, los antiguos griegos lograron comprender de manera sistemática la importancia de [image: ] y su efecto estético, tanto así que lo implementaron en muchas de sus magnas construcciones, como el colosal Partenón de Atenas. De hecho, la notación [image: ] se estableció en honor a Fidias, creador de varias de las esculturas del templo. Pero quien hizo de la división áurea una pequeña joya de la cultura en Occidente fue el monje matemático Luca Paccioli, a través de su libro La divina proportione (1509). Esta preciosa obra está ilustrada por su gran amigo Leonardo da Vinci, quien incorporó la proporción áurea en la mayoría de sus pinturas, incluida la más sublime de todas: la Gioconda (o Mona Lisa). Su simple contemplación nos hace olvidar toda sugerencia a códigos secretos o teorías conspirativas para sobrecogernos ante su bella e insinuante sonrisa. En esta subyace la perfección de la geometría euclidiana encapsulada en un único y prístino número que no deja de maravillar a artistas, arquitectos, místicos, poetas y científicos: [image: ].
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    Increíblemente, pese a su relevancia universal, es ampliamente ignorado en nuestro país que el número de oro está anclado también en lo más profundo de nuestra historia, más precisamente, en el diseño de nuestra bandera nacional, la “estrella de Chile”, también conocida como la “estrella solitaria”.


    Por mandato de Bernardo O’Higgins, la elaboración de la bandera de la Patria Nueva fue responsabilidad de José Ignacio Zenteno, quien al parecer encargó el diseño al español Antonio Arcos (hay quienes señalan que este fue realizado por otro español: Gregorio de Andía y Varela), siendo la confección de la primera de ellas obra de Dolores Prats de Huici (algunos mencionan a las hermanas Pineda de Concepción). Si bien la estructura y los colores son similares a los de hoy, varios detalles distintivos llaman la atención. Primeramente, constaba de dos escudos diferentes al centro (uno por cada lado). Por otra parte, dentro de la estrella pentagonal incorporaba una de ocho puntas, la guñelve, que en la tradición mapuche representa al planeta Venus y que fue usada por Lautaro en su pendón de guerra. Pero las diferencias no se detienen allí: las dimensiones de esta bandera eran muy distintas a las de la actual, pues estaba concebida en función de la razón áurea. Si bien no se dispone de ningún documento oficial al respecto, algunas personas se han interesado en el tema. Una de ellas es Gastón Soublette, quien exhibió varios de estos aspectos en su hermoso libro La estrella de Chile (1984). Sin embargo, consideraciones conceptualmente más actualizadas y mediciones más acabadas permiten corregir algunos errores y desentrañar completamente el diseño, de una belleza y elegancia geométricas deslumbrantes.


    En primer lugar, el alto de la bandera se divide horizontalmente en dos partes iguales: la inferior para el campo rojo, y la superior para los campos blanco y azul. La proporción entre los largos de los campos blanco y azul es exactamente [image: ]. En el campo azul, la proporción entre el alto y el largo es igual a
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    Esto permite que las diagonales del rectángulo azul formen en su centro, hacia izquierda y derecha, dos ángulos de 72º (el valor 0,72654… no es otra cosa que la tangente de 36º). Este aspecto es sumamente importante, pues 72º corresponde a la quinta parte de una circunferencia completa. La estrella de cinco puntas comienza así a delinearse.
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    Pero aún falta lo más impresionante: los ángulos que quedan en la intersección de las diagonales apuntando hacia arriba y abajo son de 108º, que al ser divididos cada uno en tres partes iguales de 36º nos determinan dos tríos de triángulos mágicos y dos tríos de gnómones áureos; además, los lados de los ángulos centrales de 36º cortan a los segmentos horizontales superior e inferior en razón áurea.


    Si se traza ahora la horizontal media del campo azul, por el centro del rectángulo pasarán cinco líneas que forman consecutivamente ángulos de 36º. De esta forma, eligiendo alternadamente cinco puntos en estos trazos sobre una circunferencia basada en el centro, tendrá los vértices de una estrella pentagonal totalmente regular, con una inclinación dinámicamente sugerente hacia los vértices del campo azul. Un último detalle: la magnitud de la circunferencia parece haber sido escogida de modo que la razón entre el alto del campo azul y el diámetro de esta sea nuevamente igual a [image: ].
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    Fue esta hermosa y sofisticada bandera, de profunda inspiración masónica, la que con los dos escudos y la guñelve añadidos, y en una escala de ٢,٤ m de largo, flameó orgullosamente el 12 de febrero de 1818, día del juramento de la Independencia de Chile. Ella había sido oficializada el 18 de octubre de 1817 y, si bien fue replicada durante algunos años, rápidamente cayó en desuso. Su fin era mera cuestión de tiempo al no existir una elite que fuese capaz de apreciar y entender su belleza y contrapesarla a la dificultad de su elaboración. Basta señalar que, incluso en 1960, el historiador Luis Valencia Avaria la describía como “de tamaño desproporcionado por su extraordinario largo”.
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      	“Una chingana”, ilustración del naturalista francés Claudio Gay en su obra Atlas de la historia física y política de Chile, publicada en Francia en 1854. Si bien la bandera carece de los escudos y la guñelve, su diseño geométrico parece ser el mismo del de la bandera de la Independencia.

    


    El nacimiento definitivo de la bandera actual derivó de una ley dictada en 1912: “La proporción entre el alto y el largo —o vaina y vuelo— de la bandera chilena debe ser 2:3, quedando dividida horizontalmente en dos franjas de igual tamaño. Mientras el sector inferior corresponde al color rojo, el sector superior se subdivide a la vez en un cuadrado azul y un rectángulo blanco, cuyos largos están en proporción 1:2, respectivamente. La estrella se ubica en el centro del cantón azul y se elabora sobre una circunferencia cuyo diámetro corresponde a la mitad del lado del cantón”.


    
      	A la izquierda: fotografía de la bandera elaborada y portada por el obrero Enrique Rhodes Illescas, quien se enroló en el Ejército para la Guerra del Pacífico y participó en varias batallas. A la derecha: fotografía de la bandera que portaban las huestes que tomaron el Morro de Arica. La primera bandera es conservada en el Museo Marítimo Nacional de Valparaíso, y la segunda en el Museo Histórico y de Armas de Arica. Claramente, el diseño geométrico de ambas corresponde al de la bandera de la Independencia, lo que muestra que este era un conocimiento que aún perduraba hacia el año ١٨٨٠.

    


    Nacía así una bandera que, comparada con la original, no puede sino parecernos rígida, simplista y despojada de simbolismo. Desaparecía con esto la “primera estrella de Chile”, aquella diseñada magistralmente como un emblema del portentoso destino que para nuestra patria soñaron nuestros próceres. ¿No será esto una pequeña metáfora de nuestra historia?
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      	Juzgue usted: ¿cuál es más armoniosa?; ¿la bandera actual de proporción largo/alto igual a 3/2, o la de la Independencia, de proporción (irracional)

      [image: ] = 1,801…? Dicho sea de paso, solo tres países tienen actualmente banderas de proporción largo/alto igual a un número irracional: Irán, Nepal y Togo.

    


    La bandera de la Independencia se conserva en el Museo Histórico Nacional. En 1980 fue secuestrada por el Movimiento de Izquierda Revolucionaria (MIR), simbolizando con ello el secuestro del ideario republicano que llevó a cabo la dictadura. Fue devuelta en 2003 por la Agrupación de Familiares de Detenidos Desaparecidos —con intermediación del equipo de The Clinic— y restaurada en 2009. Lamentablemente, ninguna de las restauraciones a las que ha sido sometida —y de las cuales no se cuenta con una bitácora completa— ha tenido especial cuidado con su extraordinario valor geométrico, de modo que sus dimensiones actuales son ligeramente diferentes a las de su concepción original.
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      	La bandera de la Independencia tal cual es conservada hoy en el segundo piso del Museo Histórico Nacional (ubicado frente a la Plaza de Armas de Santiago y de acceso gratuito).
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    SOBRE ÁNGELES Y DEMONIOS:
 MATEMÁTICA, ARTE Y PLACER
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    Antes de haber sido el título de una novela de Dan Brown (el mismo autor del libro El código da Vinci), Ángeles y demonios es el nombre de uno de los grabados mejor logrados del artista holandés Maurits Escher (1898-1972), famoso además por sus ilustraciones de paisajes imaginarios y figuras imposibles. Sin embargo, a menudo se ignora que detrás de esta obra perfecta que tan bien simboliza la dualidad humana se hallan profundos conceptos matemáticos, además de una inspiración en el arte geométrico islámico.
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      	La sala de las Camas del Baño de Comares, en la Alhambra, está plagada de diseños geométricos (no olvidemos que la palabra “azulejo” proviene del árabe: al-zillij). Lleva, además, la siguiente inscripción: “No hay vencedor sino Allah”.

    


    Escher era diseñador con estudios en arquitectura y realizó muchos viajes durante su juventud. A los veinticuatro años visitó la Alhambra en Granada, lo cual marcaría para siempre su carrera. Dicha construcción (declarada patrimonio de la humanidad por la Unesco) es una de las más ornamentadas de la cultura árabe. En ella destacan en todo su esplendor los arabescos, diseños geométricos que decoran muros y techos de manera repetitiva. Dicho sea de paso, decoraciones de similares características fueron (y continúan siendo) producidas por innumerables culturas. Como ejemplo concreto y cercano, resulta interesante constatar las creaciones del pueblo diaguita, cuyo estudio debiera merecer mayor atención. Sin embargo, de entre todas, las ornamentaciones de la Alhambra destacan no solo por su calidad técnica y estética, sino también porque adelantan descubrimientos científicos de varios siglos posteriores.
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      	Iconografía diaguita, tomada del libro Arte y Cultura Diaguita Chilena: Simetría, Simbolismo e Identidad, de la arqueóloga Paola González (Ucayali Editores Ltda, Santiago, 2013; p. 117).

    


    Le sugiero mirar las paredes de su cocina o baño, alguna cortina o una prenda geométricamente decorada. Notará que muchas de ellas están tapizadas con modelos que se repiten con cierta frecuencia. En general, la repetición es horizontal y vertical, aunque también puede ser en una dirección inclinada. En algunos casos, el motivo y su disposición son tan regulares que se replican, además, por rotaciones bien centradas, a veces en 180o, a veces en 90o, otras en 60o y 120o. Incluso pueden aparecer repeticiones del “tipo espejo” (llamadas reflexiones) frente a líneas bien escogidas. A todo este conjunto de simetrías y la forma en que interactúan la matemática les denomina “grupo”, término no muy ilustrativo, acuñado por el célebre Évariste Galois (el mismo que muriera a los veintiún años en un duelo de caballeros tras una noche en la que escribió todos sus descubrimientos, previendo un desenlace fatal).


    En 1891, el científico ruso Evgraf Fedorov describió la lista de todos los grupos de repetición posibles, constatando la existencia de exactamente diecisiete. Este resultado fue redescubierto por el matemático húngaro George Pólya en 1924, quien en un artículo de investigación lo ilustró de una manera muy especial y con una nomenclatura no menos llamativa. Observe que cada decoración presenta elementos que la hacen intrínsecamente distinta a las otras. Por ejemplo, si bien la última admite rotaciones de 60°, la penúltima solo admite rotaciones en 120°: los grupos subyacentes son, por lo tanto, diferentes.
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    Sorprendentemente, las ornamentaciones de la Alhambra (cuya construcción se inició en el siglo xiii) replican estas diecisiete posibilidades, sin olvidar ninguna. Escher quedó maravillado e incorporó la idea de la repetitividad en su creación. Sin embargo, a diferencia del arte arabesco en el que, en general, cada figura decorativa tiene una posición bien diferenciada del resto, en la obra de Escher las figuras se yuxtaponen en permanente competición unas con otras, en una rígida búsqueda del equilibrio. Pero tal vez la diferencia más importante radica en que Escher aprovechó todos los conocimientos matemáticos de su época. No en vano, usualmente señalaba que se hacía rodear más por científicos que por artistas. Es así como, tras conversaciones con el célebre geómetra canadiense Harold Coxeter, incorporó un nuevo elemento a sus diseños, inimaginable esta vez para los antiguos decoradores: la geometría no euclidiana. Sin este toque, Ángeles y demonios se vería así:


   
  
    [image: ]
   

 


    No es sino gracias a la geometría hiperbólica que la obra se ilustra en un disco en el cual las figuras se “deforman” hacia el borde. Escher comprendió a la perfección este efecto: tal deformación desaparece si “cambiamos nuestra forma de medir”: el mundo plano se reduce entonces a un disco cuyo borde es inalcanzable por estar a una distancia infinita. Surge así una geometría “negativamente curvada” (capítulo 11), en la cual las rectas se trasforman en arcos de circunferencia que, curiosamente, son idénticas a las que utiliza editorial Planeta en su logo. Los tríos de estas “rectas curvadas” forman triángulos que, en comparación a los euclidianos, son mucho más “delgados”, lo cual se manifiesta en que la suma de sus ángulos es siempre menor a 180° y su área nunca excede el valor π. Además, el teorema de Pitágoras ya no es válido, pues se produce una expansión exponencial del espacio en todas las direcciones. Como consecuencia de todo esto, ya no es posible ampliar o reducir nuestro mundo a una escala diferente, por lo que deja también de ser cierto el teorema de Thales (popularizado de manera genial por el conjunto argentino Les Luthiers; vea en YouTube “Les Luthiers, Teorema de Thales, Aquí­ Les Luthiers”).
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      	El “mundo hiperbólico” se reduce a un disco en el cual el borde está “en el infinito”, y donde los caminos más cortos entre dos puntos (las “líneas geodésicas”) son arcos de circunferencia como los que aparecen en el logo de editorial Planeta. Girando este disco en torno a su centro obtendrá más de estas geodésicas.

    


    Curiosa y paradojalmente, uno de los primeros precursores de esta geometría fue un sacerdote, el jesuita Giovanni Saccheri, quien sin embargo no logró desentrañarla pues estaba endiabladamente empecinado en probar su inexistencia. Hubo que esperar la genialidad de Karl Gauss, János Bolyai, Nikolái Lobachevski, Bernhard Riemann, Felix Klein y Henri Poincaré para que sus misterios se revelaran, condensándose en uno de los inventos más notables del intelecto humano, cuya consagración máxima se dio quizás a través de las teorías de la relatividad de Albert Einstein, en las que se aplica a la perfección.


    Arte y matemática tienen una sincronía muchísimo más rica que lo que se suele creer, la cual ha sido explorada a lo largo de la historia por diversas culturas. Por ejemplo, en el mundo islámico, el desarrollo artístico de la geometría nació naturalmente como un camino para acercarse a la divinidad; esto como resultado del impedimento político-religioso de representar la figura humana, la de seres vivos y, muy especialmente, la de Dios.


    Pero no se trata solo de historia, sino también de presente y de futuro, pues la interacción entre arte y matemática puede dar lugar a una infinitud de experimentaciones. Es así como incluso el arte erótico ha comenzado a apoderarse de la idea de repetitividad, tal como queda ilustrado en la reproducción de más abajo de la obra Siluetas de amor a la luz de la luna, del artista brasileño Fernando de la Rocque (que no deja de tener ciertas reminiscencias de las esculturas de Kahurajo en la India). Por simple deleite, se exhibe también una versión en geometría hiperbólica, obtenida a partir del original mediante un programa computacional ideado y gentilmente ejecutado para este artículo por el matemático, ingeniero y diseñador belga Jos Leys. Ciertamente, nuevas experimentaciones con esta técnica son aún posibles…
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      	En la página anterior: Siluetas de amor a la luz de la luna, de Fernando de la Rocque (http://fernandodelarocque. blogspot.nl). En esta página: la misma obra modificada computacionalmente, a través de la geometría hiperbólica, por Jos Leys (www.josleys.com). Una versión simplificada del programa empleado está disponible en el sitio www.malinc.se/m/ImageTiling.php. Mediante este, usted puede transformar, por ejemplo, su foto de perfil de Facebook o de WhatsApp en un precioso “mandala hiperbólico” y sorprender a sus “contactos”.

    

  


  
    EL TRIUNFO DE LOS HEXÁGONOS
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    Ya sea en la forma de los panales de las abejas, en las formaciones basálticas de la Calzada del Gigante en Irlanda o en los salares del altiplano andino, las configuraciones hexagonales están muy presentes en la naturaleza. Ello está lejos de ser una simple curiosidad, sino que hay diversos procesos que condicionan este fenómeno. Lo de los panales de abejas ya había sido vislumbrado por Pappus de Alejandría en el siglo ii d. C.: las abejas “eligen” la más regular de estas configuraciones por ser la que minimiza el gasto de cera. De manera más precisa, cualquier otra que cubra la misma superficie y tenga igual número de celdas utilizará más cera (en términos matemáticos, esto se traduce en que la suma de los perímetros de las regiones de división será mayor al que se obtiene si estas son hexagonales y están regularmente dispuestas). Darwin se refirió también a este fenómeno, señalando que esta “elección” de las abejas no era sino una confirmación de su teoría de la evolución.


    Increíblemente, lo que para Pappus y Darwin era evidente (y estaba anclado en la vida de las abejas desde tiempos milenarios) no tuvo confirmación científica cabal sino hasta hace muy poco. En 1943, un avance fundamental fue logrado por el húngaro László Fejes Tóth, quien probó la imbatibilidad de los hexágonos regulares en comparación con cualquier combinación de regiones convexas (es decir, regiones en las que todo trazo que une dos puntos queda enteramente contenido en ellas). Pero, eventualmente, podían haber regiones aun mejores que fuesen no convexas. Esta posibilidad fue descartada recién en 1999 por Thomas Hales, por aquel entonces en la Universidad de Michigan.
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      	A la izquierda: la Calzada del Gigante. A la derecha: el salar de Uyuni, en Bolivia.

    


    Los procesos que determinan formaciones rocosas son más difíciles de explicar; de hecho, aunque no están del todo entendidos, se presume que en estos también opera cierto “principio de minimalidad”. Sin embargo, si bien este principio funciona perfectamente en condiciones ideales, estas no se dan en la naturaleza. Así es como en el salar de Uyuni, en Bolivia, pueden apreciarse variaciones en la forma de las regiones poligonales que aparecen, muchas de las cuales tienen, incluso, menos de seis lados. Curiosamente, es difícil hallar regiones con siete o más lados. Nuevamente, esto no es casualidad. El canadiense Ian Niven probó que es imposible cubrir el plano utilizando polígonos convexos de más de seis lados, a menos que la disposición se vuelva eventualmente “degenerada”, es decir, que requiera polígonos cada vez más “alargados” y “achatados”.
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    Como se observa en la figura anterior, existen otras configuraciones que permiten cubrir el plano utilizando un único patrón hexagonal no regular dispuesto de manera astuta. De hecho, todas las diferentes posibilidades fueron descritas por Karl Reinhardt en su tesis doctoral de 1918, bajo la dirección del célebre matemático alemán Ludwig Bieberbach. Hace un par de años intenté leer este trabajo, con pésimos resultados: además de su larga extensión, está escrito en un alemán no muy moderno, y la terminología empleada no es en absoluto convencional. Decidí entonces pedir ayuda a los especialistas, y la respuesta que recibí de uno de ellos —Branko Grünbaum— me dejó aun más perplejo: “Tanto la tesis de Reinhardt como trabajos posteriores en este tema específico son tremendamente complicados, y muy probablemente incompletos; sería muy útil retomarlos hasta obtener una simplificación que sea digerible”. Entiéndase bien: nadie en el mundo es capaz de reproducir los argumentos de la obra de Reinhardt, ¡pero la comunidad matemática concuerda en que estos son correctos! Aunque suene extraño, este tipo de situaciones suele ocurrir en esta ciencia.


    En fin, mientras nadamos en este tormentoso mar de dudas, desde el fondo seguirán emergiendo los hexágonos, con una leve sensación de triunfo. Y si este tipo de divagaciones no le estimula no importa: de todas formas, continuará viendo hexágonos en su diario vivir por bastante tiempo, ya sea en construcciones, enrejados u ornamentaciones. Para comenzar a convencerse, tan solo mire atentamente esta fotografía (le será familiar):
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      	El uso —más bien reciente— de patrones hexagonales en mallas permite ahorrar material, de acuerdo con la sabia “inteligencia de las abejas”. Además, para los arcos de fútbol, evita de mejor manera que la pelota atraviese la red (en caso de gol, ciertamente).

    

  


  
    EL REGRESO DE LOS PENTÁGONOS
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    Si bien las cada vez más escasas abejas nos enseñan a embaldosar con hexágonos, estos no son los únicos polígonos que logran cubrir el plano. Como se observa más abajo, cualquier triángulo consigue tapizarlo si se lo dispone de manera astuta. Lo mismo sucede con cualquier cuadrilátero, sea convexo o no (recuerde que una figura es convexa si carece de concavidades, es decir, si toda línea que une dos de sus puntos queda totalmente contenida dentro de ella).
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      	Arriba: puesto que la suma de los ángulos internos de cualquier triángulo es 180o, una disposición adecuada de este permite tapizar el plano. Abajo: embaldosados por cuadriláteros, el segundo de los cuales se obtiene gracias a una feliz “coincidencia total de cóncavo y convexo”.

    


    ¿Y qué sucede con los pentágonos? El perfecto y áureo pentágono regular no logra cubrir el plano sin superposiciones. Sin embargo, otros pentágonos sí lo hacen, hecho ya conocido desde tiempos antiguos. Por ejemplo, algunas calles de El Cairo están pavimentadas siguiendo el patrón ilustrado a continuación.
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      	En el “embaldosado de El Cairo”: grupos de cuatro pentágonos se ensamblan formando hexágonos.

    


    La historia del problema de determinar cuáles son los pentágonos que embaldosan el plano, aún inconclusa, es de lo más insólito en la matemática reciente. Y si bien no se trata de un problema central en la matemática de hoy en día, el hecho de que sea abordable para casi cualquier persona (sin importar su edad) lo hace especialmente atractivo. Sorprendentemente, se trata de un tema en extremo difícil. De hecho, la discusión ya es lo suficientemente compleja si solo se consideran pentágonos convexos. En este contexto, y tras décadas de trabajo, la solución fue anunciada por Richard Kershner en 1968. Según él, habría solo ocho tipos de pentágonos que logran cubrir el plano. Cabe señalar que no se trata necesariamente de pentágonos específicos, sino a veces de grupos conformados por pentágonos con características particulares comunes. Por ejemplo, el plano es cubierto por todo pentágono de lados 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 y ángulos 𝐴, 𝐵, 𝐶,𝐷, 𝐸 en el que 𝑏 y 𝑐 tengan la misma longitud, 𝑑 y 𝑒 midan lo mismo, y 𝐵 y 𝐷 sean ángulos rectos. Observe que a esta familia pertenece el pentágono que embaldosa las calles de la capital egipcia.
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      	En esta familia de pentágonos se cumple 𝑏 = 𝑐, 𝑑 = 𝑒, y los ángulos en 𝐵 y 𝐷 miden 90º.

    


    La argumentación de Kershner era muy elaborada. Por ello, inicialmente solo se publicó una nota informativa del resultado en la revista American Mathematical Monthly. Su contenido fue comentado por Martin Gardner en su columna “Mathematical Games” de la revista Scientific American Magazine en 1975. Esta última llegó a las manos del experto en informática Richard James, quien hizo una lectura aguda de ella y… ¡descubrió un embaldosado pentagonal que no estaba en la lista de Kershner!


    El resultado anunciado se revelaba entonces incorrecto. Pero la historia daría para mucho más. La nota de Gardner llegó también a las manos de Marjorie Rice, quien no tenía ningún tipo de formación científica, pero sí una curiosidad colosal. Las llamativas ilustraciones de la revista (dirigida por correo a su hijo) llamaron poderosamente su atención, inspirándola y motivándola a trabajar para entender lo propuesto allí. Recurriendo solo a los vagos recuerdos de sus lecciones de geometría del liceo, desarrolló técnicas y notaciones especiales para tratar el problema. El resultado fue espectacular: entre 1976 y 1977, logró descubrir nada menos que otros cuatro grupos de pentágonos que no estaban en la lista de Kershner. Con esto, íbamos ya en trece familias pentagonales.


    Algunos años más tarde, en 1985, Rolf Stein dio con un embaldosado pentagonal más. La particularidad del pentágono asociado es que no pertenece a una familia grande, sino que tiene medidas angulares muy precisas (𝐴 = 90º, 𝐵 ~ 145,34º, 𝐶 ~ 69,32º, 𝐷 ~ 124,66º, 𝐸 ~ 110,68º). Hasta ese instante, la lista llegaba a los catorce tipos de pentágonos. El problema quedaría prácticamente enterrado y sin ningún avance por mucho tiempo.
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      	El pentágono de Rolf Stein.

    


    Hubo que esperar treinta años para que un nuevo pentágono aflorara. Usando un algoritmo computacional, el equipo formado por Case Mann, Jennifer McLoud y David von Derau logró dar, en 2015, con un decimoquinto embaldosado pentagonal, ilustrado tanto al inicio de este capítulo como al final del cuadro de la pagina siguiente. Nuevamente se trata de un pentágono muy preciso y sorprendentemente sencillo. De hecho, tal como se observa a continuación, ni las medidas de sus ángulos ni las proporciones entre las longitudes de sus lados son tan exóticas. ¡Este pentágono hubiese podido perfectamente ser descubierto décadas (¿siglos?) antes!
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    Pero este descubrimiento no cierra en absoluto el problema. Por el contrario, lo vuelve aun más interesante. ¿Se podrá agregar otro pentágono a la lista? ¿Se podrán agregar infinitos? A la luz de la historia, tan difícil es adivinar la respuesta como arriesgado es aventurar una conjetura al respecto.
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      	La lista de las quince familias de pentágonos que embaldosan el plano conocidas hasta hoy. La cuarta es aquella a la que pertenece el embaldosado de El Cairo y la última es la del pentágono descubierto recientemente. A principios del 2017, Michaël Rao, de la Escuela Normal Superior de Lyon, anunció haber corroborado computacionalmente (capítulo 32) que no existe ningún pentágono convexo que embaldose el plano que no esté contemplado en esta lista de quince familias. Sin embargo, su trabajo no ha sido validado aún por la comunidad internacional.

    


    Una curiosidad de los embaldosados exhibidos es su periodicidad, es decir, que se repiten bajo traslaciones. A priori, solo se indaga sobre la posibilidad de cubrir el plano, pero a posteriori se constata, en los ejemplos conocidos, que los pentágonos convexos que lo consiguen también lo hacen en configuraciones que se trasladan en sí mismas en dos direcciones diferentes. Más precisamente, si bien pueden embaldosar sin periodicidad (como queda ilustrado abajo a la derecha, en una configuración descubierta por Michael Hirschhorn), necesariamente lo logran de forma periódica al disponerlos de manera diferente. ¿Seguirá siendo esto cierto para los pentágonos convexos que embaldosan pero que aún no han sido descubiertos? Tras mucho tiempo de trabajo, Egon Schulte logró dar con una respuesta afirmativa a esta pregunta hace un par de años. Sin embargo, se ignora aún si existe un pentágono no convexo que embaldose el plano pero nunca lo haga con periodicidad. Este problema es parte de uno aún mayor que involucra polígonos (no convexos) en general. Con esta generalidad, es conocido como el “problema Einstein”, nombre que no tiene ninguna relación con el célebre físico y matemático, sino que nace de un simple juego de palabras del alemán: ein (uno) y stein (ladrillo).


    Se trata, sin duda alguna, de otro acertijo intimidante en un camino que, hasta ahora, ha estado plagado de muchos aciertos y demasiados errores.
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      	Un mismo pentágono puede embaldosar de manera periódica (a la izquierda) y no periódica (a la derecha). Observe, sin embargo, la simetría rotacional para la configuración de la derecha.

    

  


  
    LOS CUASICRISTALES: UNA HISTORIA DE QUÍMICA, MATEMÁTICA, METEORITOS, ARTE ISLÁMICO Y PAPEL TISÚ
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    El año 2011, Dan Shechtman fue galardonado con el Premio Nobel de Química por un descubrimiento realizado décadas antes: la mañana del 8 de abril de 1982, con la ayuda de un microscopio electrónico, observó por primera vez un cristal “exótico”. Pero la comunidad científica se resistió inicialmente a validar su contenido; de hecho, su artículo fue rechazado en la primera revista a la cual fue sometido (Physical Review Letters). ¿La razón? Shechtman había echado por tierra una antigua ley de la cristalografía, según la cual los átomos de todos los cristales debiesen configurarse espacialmente siguiendo patrones que se repiten bajo traslaciones. La aleación metálica que sintetizó y observó en colaboración con su equipo de trabajo no cumplía con este precepto, por lo cual fue llamada un “cuasicristal”.


    Una imagen obtenida por difracción a partir de uno de estos cuasicristales está ilustrada al inicio de este capítulo. Observando con atención, notará que la imagen no se copia a sí misma bajo ninguna traslación. Es más, si dispusiéramos de una imagen que cubra una porción mayor del material, seguirá cumpliéndose esta propiedad de no replicación por traslación, sin importar el tamaño de la muestra.


    Sin embargo, los motivos de la muestra sí se repiten infinitas veces de manera “cuasiperiódica”. Más precisamente, la configuración de cualquier porción finita de la imagen aparecerá copiada dentro de toda región que tenga un tamaño lo suficientemente grande. Es como si la imagen quisiera “autocopiarse” en infinitas direcciones, pero no lo lograra nunca.


    Las estructuras geométricas abstractas que verifican esta propiedad eran conocidas en matemática desde antes del descubrimiento de Shechtman. En particular, tras el trabajo pionero de 1961 del especialista en lógica Hao Wang, cinco años más tarde, Robert Berger descubrió una familia de 20.426 polígonos que no logran cubrir el plano con repetición traslacional, pero sí cuasiperiódicamente. Esta construcción fue brillantemente simplificada por el célebre físico y matemático Roger Penrose, quien, entre 1973 y 1974, construyó embaldosados cuasiperiódicos usando tan solo dos piezas (los cuales fueron descubiertos independientemente por el matemático aficionado Robert Ammann unos meses después). En uno de ellos —ilustrado más abajo— las piezas tienen formas rómbicas: una está formada por dos triángulos de ángulos 36°, 72° y 72° (triángulos áureos) pegados a lo largo del lado menor; la otra, por dos triángulos de ángulos 36°, 36° y 108° (gnómones áureos) pegados a lo largo del lado mayor (capítulo 1). Estas dos figuras están escaladas adecuadamente para que sus lados iguales midan exactamente lo mismo, de modo que puedan acoplarse unas con otras siguiendo reglas muy precisas.
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      	A la izquierda: los rombos utilizados en el embaldosado de Penrose. A la derecha: las reglas de encaje del embaldosado de Penrose prohíben la aparición de esta configuración regular, la cual es reminiscente del diseño de la bandera de la Independencia de Chile (capítulo 1).

    


    Las piezas usadas por Penrose están muy relacionadas con la geometría pentagonal y, por consiguiente, con la razón áurea. De hecho, la proporción entre la cantidad de rombos celestes y verdes que aparecen en la configuración global debiese ser cada vez más parecida al número de oro φ si se contabiliza a lo largo de regiones cada vez más grandes. Esto muestra, en particular, que no puede haber simetría traslacional, pues si la hubiese, entonces dicha proporción debiese aproximarse cada vez más a un número racional, a saber, el cuociente entre el número de piezas de uno y otro tipo presentes en cualquier porción del diseño que, por simple repetición, cubre todo el plano. Además, esto explica otra característica muy especial del embaldosado de Penrose, presente también en la imagen del cuasicristal ilustrado más arriba: la existencia de una simetría rotacional de orden 5 (es decir, de una rotación de un quinto de vuelta completa que envía el embaldosado exactamente sobre sí mismo). Este aspecto no es menor pues, de acuerdo con una ley llamada “restricción cristalográfica”, si una configuración que cubre el plano se repite traslacionalmente en varias direcciones, entonces solo puede tener simetrías rotacionales de orden 2, 3, 4 o 6. De este modo, las rotaciones de orden 5 están prohibidas para los cristales, pero autorizadas para los cuasicristales.
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      	Embaldosado de Penrose: configuración cuasiperiódica formada por solo dos piezas. No intente encontrar una dirección de desplazamiento en la cual la figura se repita: cada vez que crea haber hallado una, notará después que hay piezas que rompen la simetría traslacional. De hecho, puede pasar horas contemplando porciones cada vez más grandes de este embaldosado, pero constatará la no repetición traslacional de cada una de ellas.

    


    Hasta el día de hoy no se ha encontrado ningún cuasicristal sobre la faz de la Tierra y oriunda de ella. Sin embargo, dichas estructuras existen en el universo de manera natural, tal como lo revelaron los restos descubiertos en 2012 de un meteorito caído en las montañas de Koryak en Siberia. De alguna manera, condiciones similares a las del laboratorio de Shechtman son (o, al menos, fueron) replicadas en alguna región del espacio exterior.


    De la misma forma que la propia naturaleza había anticipado el trabajo de Shechtman, la invención de Penrose estuvo precedida por la sabiduría de tiempos ancestrales. Así lo reveló el trabajo del año 2007 del entonces estudiante Peter J. Lu, en conjunto con el físico Paul Steinhardt, quienes constataron que en ciertos períodos de la cultura islámica fueron elaboradas en Persia —actual Irán— configuraciones que cumplen las propiedades de cuasiperiodicidad y no repetitividad por traslaciones. Sin duda alguna, el ejemplo más espectacular corresponde a la del templo Darb-i Iman (“la puerta del profeta”), ubicado en la hermosa ciudad de Isfahán, cuya construcción y decoración datan del siglo xv. Sorprendentemente, quienes realizaban este tipo de obras de decoración eran considerados simples obreros y figuraban en lo más bajo del escalafón social.
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      	Decoración del templo Darb-i Iman: configuración cuasiperiódica que, si bien evidencia una simetría de reflexión respecto de la línea central, no presenta ninguna simetría traslacional.

    


    ¿Quiénes deben ser considerados entonces los verdaderos descubridores/inventores de los cuasicristales y de los embaldosados cuasiperiódicos? Esta pregunta apunta a algo más profundo, a saber, si los procesos naturales y la matemática misma nos preceden o son meras conceptualizaciones humanas. ¿La matemática se inventa o se descubre? Difícil discusión, en la que no pretendo entrar acá.


    De manera más terrenal, podemos preguntarnos también a quién “pertenecen” estas estructuras. Paradójicamente, el mismo Penrose se vio envuelto en una insólita discusión al respecto. En 1995, ante el otorgamiento de una patente comercial al experto en computación Roger Schlafly por el descubrimiento de dos nuevos números primos y sus eventuales aplicaciones prácticas, había reaccionado molesto señalando que “la matemática existe para todos”. Sin embargo, distinta fue su reacción cuando en 1997 llegó a sus manos un rollo de papel tisú Kleenex, cuyo diseño replicaba uno de sus embaldosados (supuestamente, esto lo hacía más llamativo pues evitaba que los pliegues del papel mullido se superpusieran uno sobre otro de manera repetitiva, creando una impresión ligeramente desagradable a la vista y al tacto). Insólitamente, se produjo una disputa en la corte de justicia por derechos de propiedad intelectual, en la que se enfrentaron Penrose y su propia firma, Pentaplex Limited, contra la empresa Kimberly Clark Limited, que había tomado el control de la producción del papel Kleenex. Por fortuna, al final primó la cordura y ambas partes llegaron a un acuerdo de colaboración. Gracias a esto, podremos seguir disfrutando de minutos placenteros contemplando la no repetitividad de un bello papel tisú.
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    CORTANDO Y PEGANDO (Y COMIENDO) CHOCOLATE
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    Es muy probable que navegando en internet o consultando su cuenta de Facebook, usted se haya topado alguna vez con un intrigante video en el que se propone una forma de crear chocolate gratuitamente: "¡El Misterio del Chocolate Infinito Por Fin Revelado!" en YouTube. El método consiste, simplemente, en hacer unos cuantos cortes y reensamblar las partes, dejando fuera una de ellas.



  
[image: ]


 

    Claro está que algún truco debe haber, pues, como diría Lavoisier, “el chocolate no se crea ni se destruye, solo se transforma” (o se come). Lo que sucede es que tras cortar y reensamblar sin un cuadro, la barra se vuelve más corta, tal como se ilustra a continuación.
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    Una variación de este curioso truco aparece bosquejado abajo a la izquierda. Aquí, el problema son los ángulos, pues las líneas de las regiones roja y celeste no están sobre una misma recta, sino que se juntan formando ángulos distintos a 180º. Algo similar sucede en el bosquejo a la derecha.
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    Lo anterior no es más que una deliciosa excusa para recordar que, aunque pueden parecer simples juegos, las acciones de cortar piezas, moverlas y reensamblarlas son facetas importantes de la geometría elemental. De ellas surge, por ejemplo, el famoso teorema de Pitágoras (el cual, dicho sea de paso, también aparece en manuscritos chinos de una época ligeramente anterior a la del sabio helénico). Seguramente usted conoce su clásico enunciado: “En todo triángulo rectángulo, la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la hipotenusa”. Pues bien, esta afirmación, que suele ser tristemente reducida a la oscura igualdad a2 + b2 = c2resulta del hecho banal de que, al cortar astutamente los cuadrados construidos por sobre los catetos en unas pocas piezas, estas pueden ser reensambladas en el cuadrado construido sobre la hipotenusa, tal como se aprecia a continuación.
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    De manera alternativa, los cuadrados sobre los catetos pueden ser complementados por cuatro triángulos rectángulos en un cuadrado más grande, el cual puede ser llenado también con el cuadrado de la hipotenusa y los mismos cuatro triángulos. Expuesto de cualquiera de estas formas, el teorema más importante de la matemática de todos los tiempos no es más que un tangram, un simple juego de niños.
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	Muchos otros argumentos sencillos permiten probar el teorema de Pitágoras. Uno de ellos es obra nada menos que de Leonardo da Vinci, y otro del presidente de Estados Unidos James Garfield. En el sitio www.cut-the-knot.org/pythagoras/, usted hallará más de un centenar; muy recomendable es la explicación número 117.

    


    Siglos más tarde, esta faceta lúdica de la geometría (que no debe ser confundida con el “cortar y pegar” digital de los tiempos modernos) se concretizó en otro bello resultado que, lamentablemente, está ausente de nuestros programas educativos. Se trata de un teorema descubierto en el siglo xix y en forma independiente por el húngaro Farkas Bolyai, el prusiano Paul Gervien y el escocés William Wallace (¡atención!: este último no es el que lideró la independencia de su país, inmortalizado en la mítica película Corazón valiente). Este teorema establece que dadas dos figuras poligonales cualesquiera de igual área, siempre es posible cortar una de ellas a lo largo de un número finito de líneas rectas de modo que las piezas resultantes puedan ser reensambladas para obtener la otra. Por ejemplo, en 1907, Henri Dudeney astutamente observó que existe una partición de un cuadrado en cuatro pedazos que, al ser dispuestos nuevamente, configuran un triángulo de la misma área y de lados iguales (esto es, un triángulo “equilátero”), tal como aparece ilustrado al inicio de este capítulo y está animado en YouTube: “Dudeneys Dissection”. Cabe hacer notar, sin embargo, que esta brillante descomposición no es la única posible, aunque es la más sencilla que se conoce.


    El argumento de Bolyai, Gervien y Wallace puede ser fácilmente implementado en situaciones concretas, como lo muestra el sitio interactivo http://dmsm.github.io/scissors-congruence. Así, guillotinando una esvástica (símbolo iconográfico de diversas culturas ancestrales, incluida la mapuche) y jugando con las piezas resultantes, podemos rápidamente formar una hermosa paloma.
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    Hasta aquí solo nos hemos detenido a analizar figuras planas. Una interrogante surge entonces de manera natural: ¿puede hacerse algo similar con cuerpos geométricos tridimensionales? Sorprendentemente, esta pregunta inocente en apariencia resulta no ser tan sencilla.
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    Durante el Congreso Internacional de Matemáticos de París en los albores del siglo xx, David Hilbert, uno de los más destacados matemáticos de la historia, propuso una lista de veintitrés problemas que guiarían la investigaci
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      	A la izquierda: el área de un triángulo es la mitad del producto de su base por su altura, pues coincide con la mitad del rectángulo correspondiente. A la derecha: la fórmula análoga del volumen de un poliedro no puede ser establecida por un método similar; la verificación de su validez requiere inexorablemente el uso del cálculo diferencial (o de alguna herramienta similar).

    


    

    


  
[image: ]


    
      	En la construcción de la lúnula de Hipócrates, la circunferencia externa debe estar centrada en el punto medio del cateto: las áreas pintadas de azul son iguales.
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      	La suma de las áreas de las lúnulas naranjas (𝐿1 y 𝐿2) es igual a la suma de las áreas de las semicircunfencias en 𝑎 y 𝑏 (𝑆a y 𝑆b, respectivamente) menos la de la semicircunferencia 𝑆c en 𝑐 más el área [image: ] del triángulo. En “fórmulas”, esto es:
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. Sea AB un trazo horizontal de un largo cualquiera, el cual
sera considerado como nuestra unidad de medicion.

. Levante la perpendicular a AB en A y sobre esta marque P,
de modo que AP = AB/2.

. Sobre la prolongacién de AP marque el punto @, de modo
que PQ = PB (no es dificil constatar que la longitud de AQ
es igual a @ veces la de AB).

. Sean B', B” puntos sobre la extensién de AB tales que
AB' =BB" = AQ.

. Sea R el punto en que se intersectan la circunferencia de
centro A y radio AQ con la circunferencia de centro B’ y
radio AB y que esta por encima de la recta AB.

. Sea C el punto de interseccién de AR con la perpendicular
a AB levantada en B.

. Sea D el punto de intersecciéon de AQ con la perpendicular
a BC por C.
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Apéndice: para los amantes del olvidado arte
de laregla y el compas

Con la ayuda de un aprendiz y una simple cuerda, todo buen
maestro constructor suele ejecutar las dos maniobras basicas de
la geometria euclidiana: trazar rectas (extendiendo la cuerda) y
dibujar circunferencias (haciendo girar una cuerda extendida
y manteniendo uno de sus extremos fijo). Fueron estos simples
procedimientos los que permitieron que culturas ancestrales
pudieran erigir, con gran exactitud, templos, piramides y otros
monumentos en pacientes faenas que solian durar siglos e in-
volucraban a varias generaciones. De alli nacié con toda natu-
ralidad la “geometria de la regla y el compas”, hoy en dia in-
justamente desdefiada y ausente de la formaci6n escolar. Para
quienes sienten nostalgia de ella, estos serian los pasos para
construir la bandera de la Independencia usando tan nobles
herramientas:
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14.

15.

16.

17.

18.

Marque el punto medio Q3 de AQ2. Luego, trace la circun-
ferencia de centro O y radio AQs, y llame R1, Rz,..., Rioa
los puntos de interseccién de esta con 0Sz2, OC, OT3, OT4,
0D, 0S1, 0A, OT1, OT2 y OB, respectivamente.

Una Rz con Re, luego Re con R1o, posteriormente R1o con
Ra, luego R4 con Rs, y finalmente Rs con Rz (la estrella se
obtiene de estos segmentos eliminando los trazos centrales).
Prolongue DC hacia la derecha y marque el punto P1, de
modo que DP1 = AB”.

Una P1 con B” y, en la prolongacién del trazo, marque el
punto P2 tal que P1B” = B"P2.

Trace la perpendicular a P1 P2 en P2, ¢ interséctela con la
prolongacién de DA en un punto Ps3.

Para concluir, pinte de rojo el rectangulo AB”P2P3 y de blanco
el rectangulo BB"P1C y la estrella determinada por Rz, R4, Re,
Rs, R1o. Finalmente, pinte de azul el rectingulo ABCD menos
la estrella.
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10.

11.

12.
13.

Sea 0 el punto de interseccién de AC con BD.

Trace la paralela a AB y CD pasando por 0. Denote S1y
S2 los puntos de interseccién de esta paralela con AD y BC,
respectivamente.

Refleje copiando el « AOS1 sobre el lado AO con vértice O,
y llame T1 al punto de interseccién del lado libre con AB.
Haga lo mismo con el « BOS?2, llamando T2 al punto de
interseccion del lado libre con AB.

Llame T3 y T4 a los puntos de intersecciéon con CD de las
prolongaciones de T10 y T20, respectivamente.

Marque Q1 en AC, de modo que AQ1 = AD.

Una B’ con Q1 y trace la paralela a B'Q1 pasando por B.
Denote por Q2 al punto de interseccién de esta paralela
con AC.
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He aqui otra preciosa formula de areas (creada por el matema-
tico austriaco Georg Alexander Pick) que data de 1899, pero
que lamentablemente estd ausente de nuestra bitacora escolar
(aunque seria de gran utilidad para la PSU). Segtn Pick, si un
poligono tiene “puntos enteros” como vértices (mejor dicho,
puntos de coordenadas enteras), entonces su area es igual a la
cantidad de puntos enteros en su interior menos uno, mas la
mitad de los puntos enteros que quedan en su borde:

Area = interiores - 1 + borde / 2.

Si no lo cree, haga la prueba con las figuras expuestas abajo. Si
se convencid, ahora resta saber por qué es cierta: en el nimero
1 del afio 3 de la Revista del Profesor de Matemdtica (disponible
gratuitamente en https://rpmat.cl) hallard una demostracion.
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