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Avant-propos

Bienvenue en MP2] et en MPSI!

En arrivant en classe préparatoire, les interrogations orales de mathématiques suscitent
quelques appréhensions. Elles deviendront rapidement moins impressionnantes et vous
comprendrez que cette spécificité du systeme des « prépas » est extrémement efficace pour
assimiler les notions et progresser.

Néanmoins, le cours étant conséquent, I'étudiant ne se sent pas toujours au point le jour de
l'interrogation hebdomadaire. Nous proposons une gamme d’exercices pour permettre de
s’entrainer davantage.

Dans l'objectif d’'une préparation efficace, les exercices de ce livre sont classés en trois caté-
gories :
 Les « exercices axés sur le calcul ». Souvent application quasiment directe du cours, ils ont
pour objectif, via la pratique calculatoire, de vérifier la connaissance et la compréhension
des notions du cours.

* Les « exercices axés sur le raisonnement ». Ces exercices demandant plus de recul, leur
objectif est de renforcer I'assimilation des concepts.

* Les « exercices avec questions ouvertes ». Ces exercices amenent I'étudiant a avoir sa
propre réflexion, a construire sa démonstration ou son contre-exemple selon les cas.

Plutot que I'originalité ou la difficulté, nous avons privilégié des exercices qui nous ont paru
formateurs. Néanmoins, certains exercices, signalés par une ou deux étoiles, sont d’un ni-
veau plus élevé.

Les corrections des exercices figurent apres la liste des énoncés. Chaque exercice est entie-
rement corrigé, parfois de plusieurs maniéres lorsque cela nous a semblé utile.

En début de chaque chapitre se trouve une figure, réalisée par M. Pantigny, qui illustre soit
une notion, soit un exercice. Nous encourageons le lecteur a faire le plus souvent possible
ses propres représentations.

Enfin permettons-nous un conseil. Parmi vos camarades de classe, les membres de votre
«trindme » seront ceux que vous cotoierez le plus. N’hésitez pas a en faire de véritables par-
tenaires en partageant les exercices de ce livre. Vous pourrez soit travailler le méme exercice
et confronter vos solutions, soit travailler chacun un exercice différent, lire le corrigé pro-
posé et exposer oralement une solution a vos camarades.

Nous adressons tous nos veeux de réussite aux lecteurs de ce livre.
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Techniques de
raisonnements

1+x

Uz Uz U 1 Uy = 2
K/ R/ T~ _—

Dans 'exercice n° 2, on étudie la suite u définie par la donnée de u, et par la relation de

7 u
récurrence Vn €N u,,; = —&
1+un,

Sur la figure ci-dessus, on a représenté graphiquement les premiers termes de cette suite.




Chapitre 1

ES Exercices axés sur le calcul

On consideére les suites (a,)nen et (by)nen définies paray =1, by = 0 et:

a =a, + 2b
vn € N, { n+1 n n .
bpy1 = ap + by

1) Montrer que pour toutn € N, (1 + \/E)n = a, + b,V2.

2) Montrer par récurrence que pour tout n € N, a,, et b,, sont des entiers naturels.

3) Montrer que pour toutn € N, a2 — 2b% = (—1)".

Un

Soit (Uy)nen une suite réelle vérifiant uy € 10, +oo[ et pourn € N, uy, 4 = —
n

1) Préciser uq et u, en fonction de u.
2) Montrer que pour toutn € N, u,, > 0.

3) Pourn € N, exprimer u,, en fonction de n et u,.
Indication : On pourra considérer 1/u,,.

Soitx € ]—1, +o0o[ \ {0}. Montrer que pour toutn € N\ {0,1},ona:

(1+x)">1+nx.

Classique

Soit (W) nen la suite réelle définie par W, = %, W; = 1letpourtoutn € N, W, ,, =

1) Montrer que pour toutn € N, (n + )W, . W, = g .

22P (p!)?
@p+1)! -’

2) Montrer que pour toutp € N, Wy,,4 =

3) Préciser pour p € N, W,

#F Exercices axés sur le raisonnement

Montrer, a 'aide d’arguments élémentaires, que pour un entier naturel n :
nestun multiplede 6 &  nestun multiple de 3 et est pair.

n+1
2y

n+2



Techniques de raisonnements

1) Résoudre I'équation [x + 1| = 2x + 1 d’inconnue x € R.
2) Résoudre I'équation V2x2 + 1 = x2 d’inconnue x € R.

Les nombres x et y étant réels, résoudre le systeme suivant :

{(x—l)(y—Z)(xﬂ’) =0
(x+2)y+Dx—-y) =0

Soient les quatre assertions suivantes :

1) IxeRVyYyeR, x+y>0; 2) VxeRIyeR, x+y>0;
3) VxERVYyER, x+y>0; 4) IxeERVy€ER, y?>nx.

Traduire chacune d’elles par une phrase en frangais. Préciser si elles sont vraies ou fausses.
Lorsqu’elle est fausse, écrire sa négation avec des quantificateurs.

Soient 4, B et C des ensembles.
1) Etablir I'équivalence :
(AuB=Bn(C) & (AcBcl().
2) Etablir I'implication :
B+C = (ANB+ANCouAUB=+AUC().

Indication : On pourra raisonner par contraposition.

Démontrer, en le déterminant, qu'il existe un entier n, tel que :

vn > ng, 2" > (n+2)%

** | Inégalité arithmético-géométrique

1) Soit A une partie de N* contenant 1, stable par passage au prédécesseur et par passage
au double. On a donc pour tout n € 4, les deux implications suivantes :
*NEA = 2n€EA,
e(n+1)eEA = neaA
Montrer que A = N*.
2) Application
En déduire que pour tout n € N*, pour tous aq, a,, ..., a, réels strictement positifs :
a,+a+--+a,
n

> (a1az -+ an) /™
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Chapitre 1

* %

Soit (u,;)nen+ Une suite de réels strictement positifs et croissante.
Pourn € N* etk € [1,n], on pose :

Pk = Uy - u )" et Ank = (Uqlg Uy ~up)k.

1) Préciser les expressions de p, 5, 422, P32 et de qs ;.
2) On suppose que, pour tout n € N*, u,, est une longueur exprimée en métre.
En quelle(s) unité(s) seront exprimés p, et g, x (pourn € N*et1 < k <n)?

3) Montrer que pourn € N* etk € [1,n],ona:
(Ugty - )™ < (UglUp -+ Uge - Uy K.

4) Application
Soit (M,,),en Une suite de réels strictement positifs tels que :

VDEN, M, <22M)iM)A.
Montrer que pour toutn € N et tout k € [0,n] :
Mk < Zk(n_k)/ZMol_k/nMylf/n.

My
My
D’apres Centrale-Supelec 2001 PC 1

Indication : On pourra poser pour k € N*, u;, = 2k=1

Soit (a,)nen la suite définie par a; = 0 et pour toutn € N :
Aon = Qn,  Gopy1 =1 —ap.

1) Déterminer a,q4.

2) Pourn € N*, on note d,, la somme des chiffres de I’écriture binaire de n.
1-(-1)4n

Montrer que pour toutn € N*, a,, = >

* %
Soit f : N = N une fonction vérifiant f(n + 1) > f(f(n)) pour tout n de N.

1) Montrer que pour tous n et m entiers naturels :

flm)gn = mgn

2) En déduire que f = Idy.



Techniques de raisonnements

& Exercices avec questions ouvertes

Soient x et y deux rationnels positifs tels que v/x et ,/y ne soient pas rationnels.
Le nombre +/x + /y peut-il &tre rationnel ?

On note P(E) I'ensemble des parties d’'un ensemble E.
Soient A et B des parties de E.
Est-il vraique P(ANB) = P(A)NP(B)?et P(AUB) =P(A) UP(B)?

** | Nombres harmoniques

Pourn € N*\ {1}, le nombre rationnel u, =1 + % + -+ % peut-il étre un entier?

Corrections

ES Exercices axés sur le calcul

Exercice 1

1) Pourtoutn € N, on note P(n) : « (1 + \/E)n = a, + by V2 ».
e Initialisation
Onaay+hbyV2=1+0=0et (1 + \/7)0 = 1, donc P(0) est vraie.
e Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie. On a alors :

(1+v2)" = (1+v2)" (1 +V2)
= (ap +bV2)(1+V2)
= a, + 2b, + (a, + by)V2 2

=apsy t bn+1\/§-

Donc P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N, (1 + \/E)n = a, + byV2.
2) Pour toutn € N, onnote Q(n) : «a,, € Neth, € N».

e Initialisation

L'assertion Q(0) est vraie, car a; = 1 et by = 0 sont des entiers naturels.
o Hérédité

Soitn € N. On suppose P (n) vraie.

Onaalorsa, € Netb, € N,donca,,; = a, + 2b, €N,
Donc P (n + 1) est vraie.

> d’apres P(n)

Ap+1 = An + 2Dy,
bni1 = an + by

1



Chapitre 1

On a montré par récurrence que pour toutn € N, a, et b, sont des entiers naturels.
3) Pourn € N, on pose x,, = a2 — 2b2.
Onaxy, =12 —0=1.Etpourtoutn € N:
Xn+1 = Ay — 2b7 4

= (an + 2bp)* — 2(ay + by)? Q (a + 2b)? = a? + 4b? + 4ab

= —a? +2b2 (a+b)> =a’+ b%+2ab
= —Xp.
On a ainsi une suite géométrique de raison ¢ = —1 et de premier terme 1, donc
vn €N, X, = a? —2b2 = (1™
$ Remarque
E On pouvait aussi remarquer a2 — 2b2 = (an + bn\/i)(an — b2 ) montrer par récur-
¢ rence a, — b,V2 = (1 - \/E)n et conclure par:
2 a2 - 263 = (1+V2)"(1-V2)" = (1-2)" = (D"
Exercice 2
1) On obtient _ U . +1_2u0+1d,\ _ U Ug
) Onobtientu, = o4 Puis iy = i doluy = mo = o
2) Pourtoutn € N, on note P(n) : «u, > 0».
e [nitialisation
Onau, € )0, +oo[, donc P(0) est vraie.
e Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie.
Un

Onaalorsu, > 0,doncu, +1 > 0, puisu,41 = > 0. Donc, P(n + 1) est vraie.

Up+1
On a montré par récurrence que pour toutn € N, u,, > 0.

{ Remarque
2 Cela prouve que tous les termes de la suite (u,,),eny Sont bien définis.

3) Pourn € N, on note v,, = 1/u,, (u, est non nul d’aprés la question précédente).

1 Up+1 1
Pourn € N,onav, ;4 = =L—=1+—=1+w,.
Un+1 Un Un
Donc (v,,)nen €st une suite arithmétique de raison 1: v, = vy + n.

‘ . 1 Uu
On en déduit que pour toutn € N, u, = — = —2—,
vo+n 1+nuy

Remarque
0 o

n pouvait conjecturer « u, = —3 dés la question 1) et le prouver par récurrence.
0

o oo e



Techniques de raisonnements

Exercice 3

Soitx € ]—1,+oo[ \ {0}.

Pourn € N,onnote P(n) : « (1 + x)™ > 1 + nx ».

e Initialisation
Ona(1+x)? =1+ 2x+x? > 1+ 2x, car x étant différent de 0, x2 > 0.

o Hérédité
Soitn > 2. On suppose P (n) vraie.
Onaalors:

A+x)™=1+x)(1+x)"

2 d'apresP(n)etl+x >0
> 1 +x)(1+nx)

=14+ (n+ Dx +nx?
2 x2>0

>1+Mm+ Dx.

Donc P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que pourn > 2, (1 + x)" > 1 + nx.

2 Remarque
Pour x > 0, on peut prouver le résultat a I'aide de la formule du binéme :

n

% (442 = z(k) _ (0)+(1)+z(k)
:

n
comme (’0‘) =1, ('11) = n et, x étant positif, kZ=]2 (Z)xk I’est aussi, on en déduit le résultat.

Exercice 4

1) Pour toutn € N, onnote P(n) : « (n + )W, 1 W, = g ».
e Initialisation
OnaW; =1etW, = gdonc(0+1)W1W0 = g
Donc P (0) est vraie.
o Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie. On a alors :
n+1

(m+ D)W Wiy = (n + 2)mWnM/rﬁl

(n+ DWWy s .
Q d’apres P(n)
s

;.
Donc P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € N, (n + D)W, .1 W, = g

22P (ph)?
2) Pourtoutp € N, on note Q(p) : « Wy = D)l
e Initialisation -
Ona0!=1,1!=1et2% = 1donc & = 1 etcomme W; = 1, Q(0) est vraie.

1

13
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Chapitre 1

e Hérédité
Soit p € N. On suppose Q(p) vraie. On a alors :
Wa+1y)+1 = Wapss

2p+2
= ZZ?M/Zlﬁl
d’apres Q(p)
_ 2p+2  2%P(p)?
T 2p+3  (2p+1)!
22P (p1)?

2
@+ 2) o amnarr > (2p+3)! = (2p +3)(2p +2)!

2p(p1)2 =QR2p+3)2p+2)2p +1)!
=22(p+ 122
(2p+3)!

D(p+1)! =(p + Dp!

_ 22PP2((p+1)h?
(2p+3)!
Donc Q(p + 1) est vraie.
. . _ 2%P(p)?
On a montré par récurrence que pour toutp € N, W,,, ., = o)
3) En utilisant les deux questions précédentes :
T Cp)! =«

W,, = = =.
T2+ DWWy, 222(p!)2 2

#F Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 5
On raisonne par double implication.

Soit n un multiple de 6. Il existe un entier naturel q tel que n = 6q.
Comme g, = 3q € Netn = 2q,, n est pair.
De méme, n = 3q; avec g3 = 2q € N donc n est un multiple de 3.

@ Soit n un multiple de 3 et de 2. Il existe un entier naturel g tel que n = 3q.
Comme n est pair, g est pair (si g était impair, 3q le serait aussi).
Donc il existe un entier naturel q' tel que q = 2q'.
Finalement n = 3(2q") = 6q’ et n est un multiple de 6.

Exercice 6

1) L'équation faisant intervenir |x + 1|, on envisage deux cas selon le signe de x + 1.
e Premier cas x € |—oo, —1]
On aalors arésoudre —(x + 1) = 2x + 1 d’'inconnue x < —1.

—x—-1=2x+1 & 3x=-2 & x=-2/3.

Or —2/3 ¢ ]—oo, —1[, il n'y a pas de solution x < —1.



Techniques de raisonnements

e Second cas x € [—1, —oo[
On a alors arésoudre x + 1 = 2x + 1 d'inconnue x > —1.

x+1=2x+1 s 3x =-0 s x=0.

Il y a une seule solution dans [—1, —oo[ qui est x = 0.

Finalement, 0 est I'unique solution réelle de 'équation |x + 1| = 2x + 1.

2) L'équation faisant intervenir une racine carrée, on commence par une élévation au carré.

e Analyse
Soit x € R tel que V2x2 + 1 = x2. En élevant au carré, on obtient x* — 2x? — 1 = 0.
En posanty = x%,onay > 0 ety? — 2y — 1 = 0. On en déduit y = 1 + V2. Comme
1 —+/2 < 0,le seul cas possible esty = 1 + /2. Donc x = +v'1 + V2.

e Synthése
Réciproquement si x = ++/1 + V2, on aura x* = 2x2 + 1.
Comme x? > 0, Vx* = x? et finalement x? = v2x2 + 1.

Lequation v2x2 + 1 = x2 admet deux solutions réelles \/1 ++2et —\/1 +2.

Exercice 7
Soient x et y deux réels. On a:

x-Dy-2)x+y)=0 & (x=1ouy=2ouy=—x).

On envisage alors trois cas.

e Premiercasx = 1
La seconde ligne devient 3(y + 1)(1 — y) = 0 qui a pour solutionsy = 1ety = —1.
On obtient deux solutions du systeme ¢; = (1,—1) etc, = (1, 1).

e Deuxiéeme casy = 2

La seconde ligne devient 3(x + 2)(x — 2) = 0 qui a pour solutions x = 2 et x = —2.
On obtient deux autres solutions du systéme c3 = (—2,2) etc, = (2, 2).
e Derniercasy = —x

La seconde ligne devient 2(x + 2)(—x + 1)x = 0. On obtient a nouveau c; = (—2,2) et
¢1 = (1,—1) et une nouvelle solution ¢, = (0, 0).

Le systéme a cinq solutions distinctes (0, 0), (1,—1), (1,1), (—2,2) et (2, 2).
Exercice 8

1) «Il existe (au moins) un réel x tel que pour tout réel y, x + y est strictement positif ».
Cette assertion est fausse. Sa négation est :

vVxeRIyeR, x+y<O0.

15
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Chapitre 1

z Remarque
2 Pour montrer que I'assertion est fausse, on peut raisonner par 'absurde :

E On suppose qu’il existe un réel x tel que pour tout réel y, x + y > 0. En utilisant le réel
2 y = —x,onaurait 0 = x +y > 0 ce qui est faux.

z Pour montrer directement que sa négation est juste, on peut rédiger ainsi :
2 Soit x € R. Notons y le réel —|x|. Comme x < |x|,onax +y < 0.

2) «Pour toutréel x, il existe un réel y tel que x + y soit strictement positif ». Cette assertion
est vraie (pour x donné, le réel y = 1 — x convient).

3) «Pour tous réels x et y, x + y est strictement positif ». Cette assertion est clairement
fausse. Sa négation est :

IxeR3IyeR, x+y<O0.

4) «Il existe (au moins) un réel x tel que pour tout réel y, y? est strictement supérieur a x ».

Cette assertion est vraie (x = —1 convient).

Exercice 9

1) On raisonne par double implication.

SiAcBetBc CalorsAUB=BetBNnC =B.DonccAUB=BnNC.

SiAUB = B n C.Montrons les inclusionsA c BetBc C:

OnaAd c AUB,doncA c BNC.0OrBNnC c B,donc A C B par transitivité de
I'inclusion.

DemémeB c AUB,doncBcBnNC.OrBnNnC c C,doncB cC.

2) Nous allons montrer I'implication :
(AnB=AnCet AUB=AUC) = B=C.

On suppose ANB=ANCetAUB=AUC.
Soit x € B. On raisonne par disjonction de cas.
e Premiercasx € A
Six € Aalorsx € An B.Donc, x € B N C eten particulier x € C.
e Secondcasx & A
Six ¢ Aalorsx e AUB.Donc,x € AU Cet,comme x & A, x € C.
Dans tous les cas x € C.
On a montré que B c C.
Les roles de B et C étant identiques, on a aussi C C B.
Par double inclusion B = C.
On a montré I'implication voulue et donc par contraposition :

B#C = (ANB#ANCouAUB=#AUC).

Anoter: De fagon assez générale, il est plus efficace de manipuler des égalités que leurs
négations.
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Exercice 10

L'étude des petites valeurs de n montre que 2™ < (n + 2)% pour n € [0, 5]. En revanche,

pourn = 6,0ona 2% =64 > 82 = (6+ 2)=2

Pourn € N, on note P(n) : «2" > (n + 2)? ».

e Initialisation
On a vu que P(6) est vraie.

o Hérédité
Soitn > 6. On suppose P (n) vraie.
Onaalors 2™ =2.2" > 2(n+2)2.Et2(n+2)?—=(n+3)>=n?+2n—-1>n—-1>0
(carn > 6).
Donc 2"*1 > (n + 3)2. Donc P(n + 1) vraie.

On a montré par récurrence que pour n > 6, 2" > (n + 2)2.

Z Remarque
2 Limplication P(n) = P(n + 1) est vraie pour tout n € N*, mais I'initialisation ne peut
2 pas se faire avant le rang 6.

Exercice 11  [négalité arithmético-géométrique

1) Puisque A < N7, il suffit de montrer I'inclusion réciproque.
On raisonne par 'absurde.
On suppose que N* n’est pas inclus dans A. On pose alors B = N* \ A.

Par hypothéses, B est une partie non vide de N*. On note n, son plus petit élément.
Commel € Aonangy > 2.Doncnyg—1 € N*etcommeny, —1 <ngonany—1¢B
doncnyg—1 € A.
On a alors, par passage au double, 2(ng — 1) = 2ny — 2 € A.Ona 2ny — 2 > ny, car
ng > 2. En passant au prédécesseur ny — 2 fois, onany = 2ng — 2 — (ng — 2) € A.Cela
contreditny € B.

On a montré par 'absurde N* c A.
Par double inclusion A = N*.

2) Onnote A 'ensemble des n € N* tels que pour tous a4, a,, ..., a, réels strictement posi-

tifs :
a, +a, + - +ay,

n

> (a1, -+ an)'/™ (*)

N

On va montrer A = N* al'aide de la question précédente.
e Initialisation
¢ 1 € A puisque pour touta; > 0, ai/l =q,<a=—.
e Passage au double

Soitn € A. Soient a4, a,, ..., ay, des réels strictement positifs. On pose :

a; + anys
2

, _ Gxtanyo ;L
,ay = e, Oy =

an + an+n
> re——

2

a; =

Les réels ai, aj, ..., ap sont strictement positifs et on a:

17
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aj+az+tda, _ aj+ab+e+an
2n n

> (ajap -+ ap)'/™
Classiquement *, pour x et y positifs x +y > 2/Xy, car x +y — 2,/Xy = (\/E— \/7)2 > 0.

On en déduit que pour toutk € [1,n], a} = % > (axn4)*? > 0.Enmultipliant
ces inégalités entre elles, on obtient :

Dnecfl

o ' 1/2 _ 1/2
a,a; - ay > (alan+1 Qg Qp_g anan+n) /2 = (a1a2 a2n—1a2n) /
D’ou, par transitivité de la relation d’ordre :
p

a1 +a2 + .- +a2n
2n

1/n
> ((a1az  Agn-1a20) %) 7" = (a1az = Agn_1020) ™.

On a montré la relation (*) au rang 2n, donc 2n € A.
¢ Passage au prédécesseur
Soitn € N* tel que n + 1 € A. Soient a4, a,, ..., a, des réels strictement positifs. On

pose :
L _mtateta
n+1 —
n
N . aqtax+--+anta na. +a
de sorte a avoir =—2 nondl — it = g 4q. Donc:
n+1 n+1
ataptotan _ o
n n+1
_agtaytetagtang
nH n+1eA

1/(n+1
> (@103 apQni1) /n+1)
élévation a la puissancen + 1

V

n+1
a+az+--+an
(— 10z Aplnyq

n e .
n division par a, ,; > 0
(a1+a2+---+an)

n

\Y

alaz “ee an
élévation a la puissance 1/n

R "R "N~~~

a;+az+--+a
n = > (alaZ an)l/n-

Doncn € A.
D’apres la premiére question A = N*, donc pour tout n € N*, on a (*).

Remarque
Linégalité (x) est souvent démontrée avec un argument de convexité.

Exercice 12

1) Onapy; = qzz = (UgU2)% P32 = Prg = (UrUz)3 et gz = (ugupuz)?.

“C’est d’ailleurs I'inégalité () au rang 2.
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2) Siles termes de la suite sont des longueurs exprimées en métres, alors u,u, -+ u; étant
un produit de k facteurs est exprimé en m* et Pnk est exprimée en m*™. De méme, Ank
est exprimée en m™ (élévation a la puissance k d’un produit de n facteurs).

3) Lapremiére question encourage a raisonner par récurrence sur n.

Pourn € N*, on note P(n) : «Vk € [1,n], ppr < qnx »
e Initialisation
Onap;; = u; = qy1, donc P(1) est vraie (1 estle seul entier de
€bracketl, 1]).
o Hérédité
Soitn € N*. On suppose P (n) vraie.
Soitk € [1,n + 1].
eSik=n+1lo0nappiine = WU U = An+1in+1-
eSik €[1,n],ona:
Pn+pie = (U1l )t

= (UqUy - U)"(UqUy U
(Uitz -+ w)" (Ug Uz -+ uk) draprés P(n)

k
< (Uqtly U Up) (U z W) Y 3 suite est croissante et k < n
< (Wt - g - ) KUk, donc 0 < uj < Up4q pourj € [1,k]
< (Ugllp = U+ Upltn1)*
Donc pour tout k € [1,n + 1], Ppy1x < Gnt1k-
Donc P(n + 1) est vraie.

On a montré par récurrence que pour toutn € Nettoutk € [1,n],ona:

(UgUy - W)™ < (UglUy -+ Upe - Uy K

Moy 1 M . .
4) Pour tout k € N*, u;, > 0 et % = 2% > 1. Dong, la suite (uy)gey+ €St une suite
k k

croissante de réels strictement positifs.

n—-1
e M b (ne M _ n(n-1
Apreés simplifications, uju, -~ u, = —=220+t1+-+0-1) = “non(-1/2 car ¥ k = nn-1)
Mo Mo o 2
A M _
De méme, uyuy -+ Uy = M—"Zk(k n/z,
0

Mn k

D’apreés la question précédente, on a donc M—’;Z”k("_l)/z < %2"”("_1)/2.
0 0

D’ou M < M} MP-k2kn(n=1)/2-nk(k=1)/2 et finalement :

Mk < MTI:/nMé_k/nzk(n—k)/zl

Exercice 13

1) ATlaide de divisions successives par 2,on a:

A4 = Q112 =Asg =dygg=Au=a;=1—-az3=1-(1-a))=a;,=1-qy =1

19
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3 Remarque

{ Les mémes divisions par 2 permettent d’obtenir 224 = 11100000 en binaire.

1-(-1)4n N

2) Pour toutn € N*, onnote P(n) : «a,, = >

e Initialisation

) 1-(-n%h
Onaa; =1—ay=1.Dautrepart,d; = 1et

= % = 1. Donc P (1) est vraie.
o Hérédité
Soitn € N*, On suppose que pour tout k € [1,n], P (k) est vraie.
On envisage deux cas selon la parité de n + 1.
 Sin + 1 est pair, alors il existe k € [1,n] tel que n + 1 = 2k. L'écriture binaire de n
s’obtenant en ajoutant un zéro a droite de celle de k, on a d,, ;1 = d.

d
Etany, = ax = a, = I(Tl) d’aprés P (k). Donc a,,q = il Gt i

2
* Sinonn+1 estimpair et supérieur a 2, doncil existe k € [1,n] telquen+1 = 2k+1.
L'écriture binaire de n s’obtenant en ajoutantun 1 a cellede k,onad,; = d + 1.

— (=1 % _1\dk _(—1\dg+1
Etapp1=1—aqr=1- I(Tl) d’apres P (k). Donca,y 1 = 1+(21) = 1=C ;)
1—(-1)%n+1 .
Dans tous les cas, a1 = ————Donc P(n + 1) est vraie.
. 4 ; * 1-(-1n
On a montré par récurrence que pour tout entiern € N*, ap, = ———
¢ Remarque

{ Comme (—=1)% = —1 ou 1 selon la parité de d,,, on a a, = 1 ou 0. Plus précisément,

¢ a, = 0 sile nombre de 1 de I'écriture binaire de n est pair, et a,, = 1 sinon.

Exercice 14

1) Pourn € N,onnote P(n):«VmeN, f(m)g<n = mgnn»
e Initialisation
Soitm € N tel que f(m) < 0. Comme f esta valeurs dans N, ona f(m) = 0.
On raisonne par 'absurde. On suppose que m > 0. On auraitm — 1 € N et donc

0=f(m) > f(f(m—1))

ce qui est impossible, car f(f(m — 1)) € N.Doncm < 0.
On a ainsi montré que P (0) est vraie.

o Hérédité
Soitn € N. On suppose P (n) vraie. Soit alors m € N tel que f(m) < n + 1.

Premiere méthode (par I'absurde)
On suppose que m > n + 1. On auraitm — 1 € N et donc

n+1=f({m)> f(f(m— 1))

donc f(f(m - 1)) < n. Dapres P(n),ona f(m—1) < n,puism — 1 < n. Ce qui
contrediraitm >n + 1.



Techniques de raisonnements

Onadoncm < n+ 1.
On a ainsi montré que P(n + 1) est vraie.

Seconde méthode (par disjonction de cas)
¢ Si f(m) < nalors, d’apres P(n), m < n et en particulierm < n+ 1.
eSinon f(m)=n+1.Sim=0,onam<n+1.Sim>0,ona

n+1=f(m)>f(f(m-1)).

Les nombres étant des entiers, on a f(f(m - 1)) <n.
D’aprées P(n),ona f(m—1) <n,puism—1<< netdoncmn+ 1.
Dans tous les cas, m < n + 1. On a ainsi montré que P(n + 1) est vraie.
On a ainsi montré par récurrence sur n € N que pour tous n et m entiers naturels :

flm)gn = mgn

2) On commence par montrer que f est strictement croissante :
Pourn € Nyonaf(n+1) > f(f(n)).
Les nombres étant des entiers, on a f(f(n)) <f(n+1) -1
D’apres la question précédente (avecm = f(n)),onaf(n) < f(n+ 1) —-1< f(n+ 1).
Cela montre que f est strictement croissante.
Classiquement, on obtient alors (par récurrence) que f(n) > n pour toutn € N.
Or, I'inégalité f(n + 1) > f(f(n)) et la stricte croissance de f entralnentn + 1 > f(n)
puisn > f(n).
Par antisymétrie de la relation d’ordre, on a f(n) = n pour toutn € N.
On a montré que f = Idy.

& Exercices avec questions ouvertes

Exercice 15

Nous allons démontrer par I'absurde que vx + [y € Q.

On suppose vx + /¥ € Q.

e Premiere méthode : élévation au carré
Le carré d’un rationnel étant rationnel, on a (v/x + \/7)2 =x+y+2Vx-yEQ
On en déduitvx - /[y € Q.

Orx+.y =+/x (1 + @), donc on obtient yx = Y Q ce qui contredit yx ¢ Q.
1

Vxy

e Seconde méthode : utilisation de la quantité conjuguée

On sait que (vx + y¥)(vX —y¥) = x —y € Q. Doncyx — \/y = \/;3? € Q.

Donc+/x = %(\/E + ¥ +Vx — {¥) € Q ce qui contredit vx & Q.
On a donc montré, par I'absurde, que vx + VY € Q.
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Exercice 16
« P(ANB) etP(4) N P(B)
Pour une partie C de E, on a les équivalences suivantes :
CeEP(ANB) & C(CcAnB
& C(cAe(CcB
= CeP(A) et CeP(B)
= CePA)NP(B).
Ceci montre I'égalité P(AN B) = P(A) N P(B).
« P(AUB) et P(4) UP(B)
On a facilement P(A) U P(B) € P(A U B), car pour C € P(E):
CePAUPB) < C(CeP() ouCeP(B)
< C(cAouCcB
= C(CCcAUB

& CEeP(AUB).
En revanche, I'inclusion réciproque n’est pas toujours vraie comme le montre le contre-
exemple suivant: Si4A = R et B = R~ alors R n’est ni une partie de A ni une partie de B
mais est une partie de A U B.

QAnBcAetAnBCB

QACAUB et BCAUB

Exercice 17 | Nombres harmoniques

On va montrer que la réponse est négative.

.\ 3 11 25
On observe les premieres valeurs : u, = U3 = U = e
Pourn € N, on note P (n) : «il existe un entier naturel impair p,, et un entier naturel q,, tels

DPn
ueu, = —»n»
q n 2qn

. Initialisatiogn

Onau, = > En utilisant p, = 3 et g, = 1, on montre que P (2) est vraie.
o Hérédité

Soitn > 2. On suppose P (m) vraie pour tout m € [2,n].

Onaalors:
Upy1 = Up + 7
n Q d’apres P(n)
— Pn + 1
2qn n+1
_ (n+1)pn+2qn
2(n+1)qn
e Sin + 1 estimpair, alors pp,+1 = (n + 1)p, + 2q, estimpair, g,+1 = (n + 1)q, € N* et
u — Pnia
n+l 2qn+1’

e Sin + 1 est pair.
En séparant les termes d’indices pairs et impairs et en notantn + 1 = 2k,ona:

S (IO DY A
e R 2k 375 2k—1)
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1, =1 P d’apres P (k) (car k € [2,n]).

Onal+1+...+i:l(1+l+...+l): uk_
2 4 2k 2 2 k 2 2 2qg

, . 1,1 1, . ., .
D’autre part, le rationnel 1 + = + 3 + -+ S écrit sous forme irréductible % avec b

impair, car il divise le produit de nombres impairs 1 - 3--- (2k — 1).
o b . . .
Ainsity,, = 2 + & = M99k gp g g = 2bgy € N*, ppys = bpy + 4aq estimpair
4qx b 4bqy
(car b et py le sont) et uy,,, = 2241,
2qn+1

Donc P(n + 1) est vraie.
On a montré que pour toutn > 2, u, = Zan avec p,, impair.
n

On va montrer par I'absurde que cela entraine que u,, € N.
On suppose u,, € N. On aurait p,, = 2q,u, donc p,, serait pair ce qui contredit p,, impair.

On a montré que u, est un entier uniquement pourn = 1.

Un quantificateur s’applique
toujours a ce qui est a sa droite.
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Compléments de
calcul algébrique

_+10
x x2 o xt x5 x® X7 X8 x® x10 et
149
x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x° x10 Xz-ll—)bx
. _+8
x3 x4 x5 x6 x7 x8 % x10 qu]ixx
"7
e x5 x6 x7 x8 X2 %10 x4'11—xx
_+6
x5 x6 x7 x8 x° x10 X5_11_AX
5
x6 x7 x8 % %10 X("ll,xx
Jpw’
x7 x8 X2 x10 | 7.1
1-x
_+3
x8 x9 x10 x8 1-x
1-x
a2
% 10 | o 1ox
1-x
%10 | 101X
1-x
x 2x2 3x3 4x* 5x5 6x° 7x7 8x8 9x?  10x10

Une somme en triangle.

Le calcul de la somme de chaque colonne est immédiat.

La somme de chaque ligne est une somme de termes consécutifs d'une suite géométrique.
Le calcul se fait donc sans probléme (on a supposé x # 1).

En égalant les deux maniéres de calculer la somme de tous les termes du carré, on obtient

10 10 11-k
1-x

Y okxk= Y xk——
k=1 k=1 1-x

Or le membre de droite se calcule aussi avec des suites géométriques... On retrouve le résul-

tat de I'exercice n° 3.
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ES Exercices axés sur le calcul

Dans les deux cas suivants, résoudre le systeme d’inconnue (x,y,z) € R3:

x— y+ z=a
y+ z=05>,
2x + 3y + 7z = ¢

1) (a,b,c)=(1,1,1). 2) (a,b,c) =(-1,1,3).

a+3b—3€=5d,_ b o) € R
4+ 4b — 5c = 7 inconnue (a, b, ¢) .

1) Expliquer pourquoi le systéme a au moins une solution.

On considere le systeme {

2) ATlaide d’une combinaison linéaire des deux équations, déterminer lavaleur dea+b +c
lorsque (a, b, ¢) est solution du systéme.

3) Résoudre le systeme et retrouver la valeur de a + b + c.

Somme de termes d’une suite géométrique et application
Soient x un réel et n € N. On pose :
n n
Spa() =Y xkF=1+x+-+x"etTy(x)= ¥ kx*1=1+2x+ - +nx""L
k=0 k=1

1) Rappeler les valeurs de S,,(1) et de T,,(1).
2) Pour x # 1, rappeler la valeur de S,,(x), calculer (1 — x)T,,(x) et en déduire T, (x).

3) Pour x # 1, retrouver T, (x) en remarquant que T,,(x) = Sy, (x).

Sommes doubles
Pour n € N, calculer les sommes suivantes :

n n n i n n
1) Ap=X (Z @ +j)>- 2) Bp= X (Z ij)- 3) Cp= X (Z maX(l’.J’))-
i=0 \j=0 i=0 \j=0 i=0 \j=0
Classique
A . * 1 _a b
1) Expliciter deux réels a et b tels que pour tout k € N*, KD K t
n
* _ 1
2) Pourn € N*, calculer la somme S,, = kz=:1 PTOTOTE

n

* ; - r_r
3) Pour n € N*, calculer le produit P, = kl;ll (k k+1).
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Produit d’entiers pairs (respectivement impairs) consécutifs

Soitn € N*. On pose :
n—-1

Dn = ﬁ 2ky=2-4--2n—-2)2n)etq, = 2k+1)=1-3---2n-3)2n-1).
k=1 k=0

Exprimer, pour n € N*, p,, et q,, a 'aide de factorielles.

n
1
Montrer que pour toutn € N, kz=:1 T = vn+1-1.
CalculerlasommeS = ¥ (DG +0.
(LHEl1n]?

On pose pour toutn € N :

n

pp = cos(m/4) cos(m/8) -+ cos(m/2™1?) = Hcos(n/Zk”).

k=0

1) Rappeler la valeur de py.
2) Pour toutn € N, simplifier p,, a 'aide de I'égalité sin(26) = 2 sin(68) cos(0).

3} Exercices axés sur le raisonnement

X, + 4x, + 9x3 + 1l6x, = 1
Soit (x4, x5, x3,x,) € R* solutionde 4x; + 9x, + 16x3 + 25x, = 8.

9%y + 16x, + 25x3 + 36x, = 23
Calculer la valeur de x4 + x, + x3 + x4.

Soit A € R. On considére le systéme d’inconnue (x,y, z) € R3:

Ax + 2y =0
x+Aly+ z=0
2y + Az =0

Pour quelles valeurs du réel 4, le systéme a-t-il une unique solution?
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Somme double

Montrer que pour toutn € N*, on a

il

M:

i=1 \j=1
Indication : On pourra remarquer que — = lﬂ—_]
i+j i+j
Somme triangulaire
Soitn € N*. Vérifier :
n n
Z Z} _n(n+3)
L\Lii) 4
j=1\li=j
Corrections
ESl Exercices axés sur le calcul
Exercice 1
xX— y+ z=a xX— y+ z= a
y+ z La&z?_ul y+ z
2x + 3y + 7z = ¢ 5y + 5z = c—2a

En utilisant ensuite L3 « L3 — 5L,, la derniére équation devient 0 = ¢ — 5b — 2a.
1) Si(a,b,c) =(1,1,1),alors c — 5b — 2a = —6 # 0 et le systéme n’a pas de solution.
. . ) x—y+z=-1
2) Si(a,b,c) = (—1,1,3),alors c — 5b — 2a = 0. Le systeme devient .
y+z= 1
Le systéme est équivalentay =1—zetx =y —z—-1= -2z
L'ensemble des solutions est 'ensemble des triplets (—2z,1 — z,z) avec z € R.

Exercice 2

1) Le systeme est un systeme de 2 équations a 3 inconnues. Comme 2 < 3, il y a au moins
une solution.
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2) En faisant une combinaison linéaire de a+3b —3c = 5etde a +4b —5¢c = 7, on obtient
une équation de la forme :

(a+pB)a+ Ba+4L)b— (Ba+5F)c =5a+7p.

Pour obtenir la valeur de a + b + ¢, on souhaite que les 3 coefficients soient identiques
c'est-a-direa+f = 3a+4feta+f = —3a—5f.Ces deux conditions donnent 2a+38 = 0
(et4a + 65 = 0).

En choisissanta = 3 et f = —2,onobtienta+b+c=-9+10 = 1.

a+ 3 —3c=5 a+ 3 —-3c=5 a=-1- 3c
= = .
a+ 4b — 5c =7 b—2c=2 b= 2+ 2
L'ensemble des solutions est 'ensemble des triplets de forme (—1 — 3¢, 2 + 2¢, c) avec
¢ € R. On constate que pour toutc ER, (=1 —-3c) + (2+2c)+c = 1.

Exercice 3 | Somme de termes d’une suite géométrique et application

n . n n(n+1)
1) OnaS,(1)= X 1=n+1letonsaitqueT,(1) = Y k= -
k=0 k=1

1_xn+1

2) On sait que pour x # 1, S,,(x) =
métrique de raison x).
Tp(x) =1+ 2x+ -+ +nx"1

P (somme de termes consécutifs d'une suite géo-

xTp(x) =x+2x2++m—-Dx"T+nx" | Li—L;

(1—x)Tn=1+x+...+xn—1_nxn

n-—1
k _ _1-x
1—xM \> Z X( - 571_1(96) - 1—x
= — nx™. k=0

1-x

Donc:
1—-x"—nx"(1—-x)

vx#1, T,(x)= a=x)2

_ . n+1
3) Pourx # 1, S,(x) = L 1x_x et par linéarité de la dérivation, T,(x) = S;,(x). Donc:

—(n+ Dx™(1—x) + (1 —x™1)
(1—-x)? '

vx#1 T,(x)=

Exercice 4

1) En utilisant la linéarité de la somme, on a:
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A, =

n n i n .

EO (J,;Ol + jgoj) > [ ne dépend pas de j
Y, j=nn+1)/2

n

1 n(n+1) j=0

EO ((n + i+ )

linéarité de la somme
=(m+1) 2 i+ Z ned)

_ ( + 1)n(n+1) + n(nz+1) (Tl + 1)

> Card[0,n] =n+1

=n(n+ 1)%

2) En utilisant la linéarité de la somme, on a :

n i
84 n
=0 Jj=0 .
. >j20]=n(n+1)/2
Li(i+1) =
igol 2
n n linéarité de la somme
1 1
LUt P i2=n(n+1)2n+1)/6

2

n?(n+1)>? n 1 n(n+1)(2n+1) >

i3 =n?(n+1)2%/4

Tba=Tras

4 2 6 i

M(3n2 +3n+4n+2)

n(n+1)

—=(3n%+7n+2).

3) e Premiere méthode

Pouri € [0,n],ona:

n
Y max(i,j)=i+it-+i+(@+1D)+E+2)++n
j=o

Donc:

ZmaX(lJ)— Z i+ Z j

j=i+1

on fait apparaitre ), j

> i ne dépend pas de j
n
Jj=0

i
=i(i+1)+_§j—§j .
- B >Zj=n(n+1)/2
n(n+1) i(i+1) j=0
2

i+ +—=

nn+1) l(l+1)
2 + 2
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)’

D’ou:

& (namt1) | i(i+1)
Cn - igo( 2 + 2 ) \>

n n n
=D vy lyzylyy
2 =0 2i=0 2 =0

linéarité de la somme

> % i=n(n+1)(2n+1)/6
i=0

nn+1)?>  nn+1)(2n+1)  n(n+1)
2 12 4

=20 (6n+6+2n+1+3)

= 20 (4n + 5).

e Seconde méthode (par regroupement de termes)
Pourietj € [0,n], onamax(i,j) € [0, n].
Etpourk € [0,n],ona:

max(i,)) =k & (i=ketj<k)ou(i<ketj=k).

llyadonck + 1+ k = 2k + 1 couples (i, j) d’entiers naturels tels que max(i,j) = k
D’ot, en notant My, = {(i, /) € [0,n] | max(i,j) = k}:

n
Cp= % ( . Z k)
k=0 \(i,j)EM},

> card(My) = 2k + 1
n

2 kQRk+ 1)

k=0

> linéarité de la somme

n n
2y K+ Yk . .
k=0 k=0 Z k2 = n(n+1)(2n+1) Z k = n(n+1)
_ n(n+1)(2n+1) + n(n+1) = 2
3 2

=20 (4n+2+3)

_ n(n+1)

——=({4n +5).

Exercice 5

a b _ (a+b)k+a
1) Ona ke T k(k+1) *

En choisissanta = 1etb = —-1,onaa+ b =0eta =1, donc:
1 _ 1 1

VkEN, —— —=-———
k(k+1) k k+1

2) Pour n € N* alaide de la question précédente, on fait apparaitre une somme télésco-

pique :
n n
Z z 1 1 —1 1
4 k(k+1) L\k k+1) 7 o+l
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n

1 1 L 1
3) Pourn € N*,onaPp, = kl;Il (; — m) = kl;Il D Donc:

1 1 1 1 1 1

P = . . = . )
" 1.2 2:3 (n—-1n n-(n+1) @HZ n+1

2 Remarque

3 ﬁ 11111

ket k(k+1) ﬁ k ﬁ(k+1) nl (n+1)!”
= k=1

E On pouvait écrire P, =
S

Exercice 6 | Produit d’entiers pairs (respectivement impairs) consécutifs
Soit n € N*. Pour p,,, on factorise par 2 dans chacun des n facteurs :

Ppn=24-(2n—-2)2n) =212+ (n—1)(n)) = 2"n!.

n n
On pouvait écrire p,, = [ (2k) = 2" [] k = 2"nl
k=1 k=1
Pour g, tous les facteurs sont impairs, on introduit les facteurs pairs de 2 a 2n et on divise
parpy :
3--(2n—-1)(2n) (2n)!
2-4--(2n—2)(2n) =~ 2mn!’

Gp=1-3--2n-3)2n-1) = !

2n
n-1

Lk _ ey
On pouvait écrire g, = [ 2k +1) = k;—l = ==
k=0 n

2nn!’

Exercice 7

Le membre de droite de 1'égalité fait penser a une somme téléscopique. On transforme le
quotient a I'aide la quantité conjuguée :

1 k+1-— \/E k+1-+k
— =vVk+1-k
VEri+vk VEFT -k k+1-k
On a alors, pour toutn € N :
n n
z Z \/k+ —\/E)=\/n+1—1.

2 Remarque

s Si on ne pense pas a transformer les termes de la somme, on peut démontrer le résultat
s fourni par I'énoncé par récurrence.



Compléments de calcul algébrique

Exercice 8

e Premier calcul par S = < » (n)(] + l))

Pouri € [1,n],ona:
=X (DU+)
j=1
= (i)jglj + (i)igll

_ (n) n(n+1) (n)
Puis § = Zl ;= n(nH) Z (n) +n Z (n)l

D’une part, la somme de la ligne n du trlangle de Pascal est une application classique de la
formule du binéme :

n n
n n\ . .
Z ( ) - Z ( _)1l1n—l =1+
=\ =\
Donc:
n n
2(0)=20)-(a)==-
L\i) L\ 0 '
i=1 =0
D’autre part, pour i € [1,n], on sait transformer l(?) (égalité parfois appelée formule du
pion) :
(n\y_. n! _ (n—-1)! _ (n-—-1
Ni) T m=—0 " "a=Dim—0  Ni-1/
On obtient :

i() Z(?:;) ni(n;1>=n(1+1)n-1,

i=1 k=0

D’ou finalement : L
n(n +
S = %(2" —1) +n22™ 1,

e Second calcul par S = % (% (MG + i)).
j=1\i=1
Pourj € [1,n],ona:
=3 (0 +0
=ji§1 (1) + El(i)i

=j(2" - 1) +n2"",

Puis :
C n(n +1)
=D 5= —1)z]+n2n 121—(2n e )
=1

> voir les calculs précédents
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Exercice 9

1) On sait que p, = cos(/4) = V2/2.
2) Pour k € N, on a sin(r/2¥*1) = 2sin(n/2%*2) cos(r/2K*?), en utilisant & = m/2k*2,
Comme 11/2"+2 € ]0, [, son sinus estnul eton a:
_ sin(m/2k+1)
Pn= W S22y >
ilyan + 1 facteurs

n
1 [1 sin(m/2k+1)
k=0

n+1 :

-
[1 sin(m/2k*2)
k=0

n n-1
>on simplifie par [] sin(r/2¥*') = [] sin(m/2%*?)
k=1 k=0

1 sin(1t/2)
on+l sin(m/27+2)
1
n+1 Sil’l(TL’/Zn+2) )

> sin(m/2) =1

¥} Exercices axés sur le raisonnement

Exercice 10
Pour éviter une résolution compléte du systeme, on remarque que les coefficients sont tous
des carrés. Plus précisément, I'inconnue x; a pour coefficients respectifs k?, (k + 1)? et
(k + 2)? dans les équations Ly, L, et Ls.
Ork? — 2(k + 1)? + (k + 2)? = 0k? + Ok + 2, donc en considérant L, — 2L, + Ly ona:
2Xq1 +2x, +2x3+2x, =1—-16+23 =8.

Donc x4 + x5 + x3 + x4 = 4.

Exercice 11
On commence par échanger L, et L, :

Ax + 2y =0 x+Ay+ z=0
x+ly+ z=0 < {Ax + 2y
2y + Az =0 2y + Az =
Ly« Ly, — ALy
x + Ay+ z=20
= 2=y —2z=0
2y + Az =0
Ly, & L
x + Ay + z=0
= 2y + Az =0
R-P)y —2z=0
Ly «2L;—(2—-2%)L
X+ Ay + z=0 2 2la=( )L
= 2y + Az = 0.
A2 —4)z =0
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Le systéme a une unique solution si, et seulement si, 41 ¢ {—2,0, 2}.

Exercice 12
En utilisant I'indication fournie, on a :

~H{E

REAVEL BT o e &

n /n ; i+j i+ i+j

- )

E(L(-)

" par linéarité
(£1)-2(24)
Jll+]

n
=2
=1 =1
n n n ]
Ona Z Z = Y n = n?% Regardons laseconde somme S’ = Y [ ¥ — |:
j=1 i=1 i=1 \j=11*J
n .
- US = J 1 42 o
S’ = Sl + Sz + Sn ou Sl };1 i+ e + 2 + -+ i
1 2 n
Sermtmtrtm
1 2 n
2= tm Tt
1 2
Sn= et

En groupant les termes par colonnes, on obtient :

n n n n n
S22 St
S Lik+1 k+2 k+n k+m
k=1 = k=1 m=1 \k=1
L RO i i
Les indices étant muets, on obtientS’' = Y | ¥ — | =S, car — = —.
i=1 j_l J+i Jj+i i+j

n nz
D’ou 2S5 = n? et donc 121 (121 E) =5

Exercice 13 | Somme triangulaire

n n
Utiliser S = ), (Z ) Z j <Z ) ne permet pas de conclure.
j=1\i=j j=1 \i=j

On remarque qu’on a une somme double indexée par les couples (i, j) tels que j € [1,n] et
i € [j,n]. Notons T,, 'ensemble de ces couples. On a:

T, ={(i.) € [Ln]?|j < i}.

On peut décrire T,, comme étant I'ensemble des couples (i, ) tels que i € [1,n] etj € [1,i].
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Ecrivons alors :

n L ]
i=1\j=1"! . , .
_ > i ne dépend pas de j
n 1 L
= lzl T (121]) i ( )
= = . i+
n LJ="5"
=y J=1
i=1 2 L
n . n > linéarité de la somme
1
== i+ - 1
2 12‘1 2 i§1 o n(n+1) n
Yi=—=, 1=n
_nmn+1) n i=1 2 iz
T4 2
__ n(n+3)
==

La somme de la ligne n du
triangle de Pascal vaut 2™



Minorations,
majorations

o

400 400
300 300
200 200
100 100
L. L. | | 1
012345678910 012345678910 012345678910
(39 0.2)k(1.8)r0* (3 (0.3)k(1.7)r0* (3 0.4)k(1.6)0k
300 300
200 200
100 100
I I 1 1 | | N | | 1
012345678910 012345678910 012345678910
(lko)(O.S)k(l.S)m_k (1,:))(06)}{(14)10_}{ (11(())(0.7)k(1.3)1()—k
200 200
| 100 100 | |
! B .| | 1 .
012345678910 012345678910 012345678910
(i?)(OIS)k(llz)lo—k (if)(olg)k(lll)lo—k (i?)lkllo—k

Dans l'exercice n° 9, on étudie les différents termes du développement de (a + b)™,
c’est-a-dire les nombres (Z)akb"_k pour déterminer quel est le plus grand. Sur les
exemples de ces figures, on a prisn = 10 et a et b dont la somme vaut toujours 2 (la
somme des termes vaut donc toujours 1024).
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Pour un réel x, on note | x| sa partie entiére.
On rappelle que, sans précision contraire, « inférieur, supérieur, positif » sont toujours au
sens large.

EX Exercices axés sur le calcul

1) Montrer en les déterminant que {x(l —x),x € [0, 1]} admet un minimum rer%(i)nl] x(1—x)
x€[0,
et un maximum max_x(1 — x).
x€[0,1]

2) Soient a, b et c des réels positifs.
Montrer que l'un des trois réels a(1 — b), b(1 — ¢), c(1 — a) est inférieur a 1/4.

Comparaison des moyennes arithmétique, géométrique et harmonique

Soient x et y deux réels strictement positifs. On pose :

x +
m = Zy' g:x/x_, h =

RIm

+

R e

Montrer que min(x,y) < h < g < m < max(x, y).

Soient m et n deux entiers naturels non nuls.
+2n
encadrent v 2.

m
m+n

1) Montrer que % et
m+2n
m+n

2) Montrer que est plus proche de V2 que %

3) Donner un encadrement de V2 entre deux rationnels d’amplitude inférieure a 1072,

o (1, \n .
Soit E = {3 + (-1 n € N'}.
1) Justifier 'existence d'une borne inférieure et d’'une borne supérieure de E.
2) Préciser les valeurs de a = inf(E) et § = sup(E).

#F Exercices axés sur le raisonnement

Soitx € R.
1) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que |2x| = 2|x|.

2) Proposer une généralisation.



Minorations, majorations

Soit x € R. Pour n € N*, on pose
_|nx|

w = =
n n

Montrer que (u,),en* cOnverge et préciser sa limite.

Etablir pour tout x € R et toutn € N*:

B

Pourn € N*, on note E,, = {% +k ke N*}.
1) Soitn € N*.
Montrer que E, admet une borne inférieure. On la note a,,.
2) Soitn € N*, Justifier a,, > 2v/n.
Indication : Etudier f,, : R% — R, x = E + x.
3) Préciser a4.

4) Etudier I'existence et préciser, en cas d’existences, la valeur de sup a, et de in}\f an,.
neN* neN®

* | Comparaison des termes de la formule du binéme

Soientn € N*, a et b deux réels tels que 0 < a < b.
n!

k!(n—k)!

Pour k € [[0,n], on rappelle que (}) = et on pose uy, = (})a™ *bk.

1) Pour k € [0,n — 1], exprimer le quotient uZ“ en fonction de n, k,a et b.
k
Vérifier : b
u nb—a
k11 o k= .
Uy, a+b

2) Montrer quesin < b/a,alorsuy < uq < - < uy.
3) Montrer quesin = b/a,alorsuy < uy < - < Up_q = Uy
4) Quediresin > b/a?

Une relation d’ordre sur R?

Onnote E = {(x,y) € R? | 2x + 5y < 0 et 3x — 5y < 0}.
Pour ¢; = (xq,y1) etc, = (x3,y,) € R?, on note ¢; — ¢, le couple (x; — x5, ¥, — ¥;) eton
définitc; < ¢, par:
c1<c¢c, © c¢1—c€E.
Montrer que la relation < est une relation d’ordre sur R2.
Préciser si cet ordre est total ou partiel.
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* | Une relation d’ordre sur P (R)

Pour toutes parties A et B de R, on définit A < B par:
ASB & (ANR,cBNR)et(BNRLcANRL).

1) Montrer que < est une relation d’ordre sur P(R).

2) Pour tout partie B de R, montrer que :

¢p<B o BcR,.

3) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que 4 < R.
4) Pour toute partie A de E, montrer que A < R;.

5) Existe-t-il un plus petit élément au sens de < dans P(R)?

& Exercices avec questions ouvertes

Soit A = {\/ﬁ(\/n F1-+va)ne N}.

1) La partie A est-elle minorée? majorée?

2) En cas d’existences, préciser les valeurs de inf(A) et de sup(4).

*

Combien de solutions I'équation x? — |x]| = 3, d’inconnue x € R, admet-elle?
Indication : On pourra représenter x - x> — 3 etx - |x].

Soient A et B deux parties de R non vides. On note AB = {ab, (a,b) e AX B}.

1) On suppose que 4 et B sont des parties de R*.
Si A et B sont majorées, AB est-elle aussi majorée ? La réciproque est-elle vraie?

2) Mémes questions en supposant que A et B sont des parties de R}.

Une relation binaire sur un ensemble E peut-elle étre symétrique et antisymétrique, tout en

n’étant pas réflexive?



