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CHAPITRE 4. Probabilités discrètes. Dénombrements . . . . . . . . . . . . 25

Probabilités discrètes. Équirépartition sur les espaces finis. En-
sembles finis. Formules classiques de dénombrement. Le principe
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CHAPITRE 6. Probabilités conditionnelles. Indépendance . . . . . . . 53
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Stieltjes-Lebesgue sur Rn. Variables aléatoires réelles. Intégrale
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téristique. Seconde fonction caractéristique. Fonction génératrice
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bêta. Les lois arcsinus. Compléments et exercices.
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Le modèle de la diffusion d’Ehrenfest. Vecteurs uniformément
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PRÉFACE

Cette troisième édition du livre est réalisée par une nouvelle équipe
de rédaction, notre collègue Aimé Fuchs nous ayant quittés en 2006. De
nouveaux exercices ont été ajoutés et imprimés sur les pages laissées blanches
dans les précédentes éditions. La même pagination a ainsi pu être conservée
pour tous les chapitres de 1 à 19. Seul le chapitre 20 s’est vu agrémenté de
trois nouvelles ouvertures du calcul des probabilités, à savoir la simulation,
l’approximation rationnelle des nombres réels et l’étude des lois stables.

Strasbourg, le 2 décembre 2010

Dominique FOATA

Jacques FRANCHI

Département de mathématique
Université de Strasbourg

7, rue René-Descartes,
F-67084 Strasbourg

courr. élect. : jacques.franchi@math.unistra.fr

mailto:jacques.franchi@math.unistra.fr


PRÉFACE DE LA DEUXIÈME ÉDITION

Cette nouvelle édition du livre conserve le même esprit que l’édition
précédente : les éléments du calcul des probabilités sont exposés dans le
corps des chapitres et les exercices proposés reçoivent des solutions souvent
détaillées. L’ouvrage comporte vingt chapitres (le précédent en comportait
dix-neuf). Les dix-neuf premiers chapitres n’ont pas été fondamentalement
modifiés. Seules des améliorations locales ont été apportées : par exemple,
des démonstrations plus élégantes de résultats ont été incluses, les coquilles
notées par les auteurs ou relevées par les lecteurs dans la première édition ont
été corrigées. Plus important, plusieurs nouveaux exercices ont été ajoutés.
Enfin, certains exercices de la première édition qui n’avaient pas de solutions
détaillées en ont maintenant une.

Un chapitre 20 intitulé Applications des probabilités : problèmes résolus
a été ajouté. La solution de ces problèmes fait appel aux différentes tech-
niques et méthodes présentées dans le livre, souvent de façon simultanée.
Ce ne sont plus des exercices, mais des problèmes inhabituels, totalement
résolus, qui fournissent également une ouverture vers d’autres branches des
mathématiques.

Nous avons également ajouté la référence à l’ouvrage récent de Daniel
Revuz sur la théorie de l’intégration et apporté dans le corps du texte
plusieurs appels à référence à ce livre.

Pour la rédaction de cette nouvelle édition, nous avons bénéficié des
remarques et suggestions de la part de plusieurs collègues. Nous remercions
tout particulièrement Jean-Pierre Dion, qui a fait une lecture approfondie du
précédent livre et a ainsi relevé plusieurs imperfections qui ont été corrigées
dans cette nouvelle édition. Anatole Joffe a continué de nous faire bénéficier
de toute son érudition. Nos deux collègues Wilbur Jonsson et Volker Strehl,
qui ont bien voulu se charger, respectivement, des traductions anglaise et
allemande du présent ouvrage, nous ont fait part de remarques judicieuses,
quant au contenu mathématique lui-même. Nous remercions enfin d’autres
lecteurs attentifs et notamment Edith Kosmanek, Michel Valadier.

Strasbourg, le 20 mars 1998

Dominique FOATA

Aimé FUCHS



PRÉFACE DE LA PREMIÈRE ÉDITION

Ce cours de probabilités s’adresse aux étudiants de licence de mathéma-
tiques (bac+3) des Universités. Ils y trouveront aussi des éléments du calcul
des probabilités qui ne sont développés qu’en mâıtrise (bac+4). On suppose
de leur part une mâıtrise des techniques de l’analyse mathématique telle
qu’elle est enseignée dans les deux premières années des Universités ou dans
les classes préparatoires aux Grandes Écoles et tout particulièrement des
techniques sur les séries numériques et les séries de puissances.

Ce bagage mathématique étant supposé acquis, nous avons délibérément
pris le parti de développer, au début de ce livre, en fait durant les neuf
premiers chapitres, une théorie des probabilités discrètes, reposant sur la
seule technologie des séries, tout en distillant quelques notions plus avancées.
Il est plus aisé de la sorte de s’initier aux idées probabilistes et de les reprendre
ensuite dans le contexte d’une théorie de la mesure.

Comme le dit Pierre Cartier, la théorie de la mesure constitue pour les
probabilités une hygiène indispensable. Autrefois, c’est-à-dire dans les années
soixante, on pouvait disposer du livre de poche de Bauer [1], qui, en quelques
pages, donnait ces règles d’hygiène. L’ouvrage n’est plus en librairie, il est
remplacé par le premier tome du traité [2] du même auteur, dans lequel
on retrouve un texte moins concis que celui du livre de poche. On peut
encore trouver un excellent exposé des bases mathématiques du calcul des
probabilités dans le manuel de Neveu [9].

De façon générale, les étudiants de licence suivent, parallèlement à un cours
de probabilités, un cours de théorie de l’intégration. L’expérience montre qu’il
faut un certain temps pour que les notions développées dans un tel cours
soient bien utilisées dans d’autres matières. Il nous a donc paru indispensable
de donner (dans les chapitres 10 et 11) des éléments de la théorie de la mesure
et de l’intégration, pour les appliquer ensuite au traitement de l’espérance
mathématique et des autres notions probabilistes dans le cas général.

Les chapitres ultérieurs traitent des variables aléatoires à plusieurs di-
mensions ; on y présente une théorie de l’espérance conditionnelle pour les
variables aléatoires absolument continues, ainsi qu’un exposé sur les lois nor-
males à plusieurs dimensions. On y trouve aussi un traitement de la fonction
génératrice des moments, une étude approfondie des principales lois de pro-
babilités avec une indication des domaines d’activité dans lesquels on les ren-
contre, enfin un exposé sur les convergences stochastiques, la loi des grands
nombres, le théorème 〈〈central limit 〉〉 et la loi du logarithme itéré.

Cet ouvrage comporte de nombreux exercices, traditionnels comme le
fameux problème des bôıtes d’allumettes de Banach ou plus originaux,
comme la 〈〈poissonisation 〉〉 (voir chap. 7). La plupart reçoivent une solution
détaillée.
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Les théorèmes, propositions, lemmes ont une numérotation dépendant
du paragraphe dans lequel ils apparaissent. Dans le chapitre 6, § 1, par
exemple, on trouvera successivement le Théorème 1.1, puis la Proposition 1.2.
Les remarques écrites à la suite l’une de l’autre sont numérotées 1, 2, . . .
sans référence au paragraphe qui les contient. Les définitions ne sont pas
numérotées. Les formules centrées ont une numérotation entre parenthèses
ne dépendant que du paragraphe dans lequel elles se trouvent. Les renvois aux
théorèmes, propositions, lemmes, sont faits sous la forme : cf. Théorème 1.1
du chap. 6, par exemple.

Il y a aujourd’hui beaucoup de traités de probabilités, en beaucoup de
langues. Il ne nous est pas possible de les citer tous. Nous ne pouvons pas
cependant ne pas rendre hommage au premier d’entre eux, à celui qui a tant
fait pour populariser le sujet et qui est toujours le premier succès mondial
de librairie pour les ouvrages de mathématique, le fameux livre de Feller [3].
On y traite seulement de probabilités discrètes, mais avec un talent qui est
resté inégalé.

En langue française, citons les ouvrages de Métivier [7] et Rényi [10], qui
présupposent un bagage mathématique semblable à celui qui est demandé
ici. Citons également la version anglaise du second ouvrage, entièrement re-
pensée, contenant une étude tout à fait passionnante sur les fondements des
probabilités [11]. Signalons aussi l’ouvrage récent de Grimmett et Stirza-
ker [4], aussi du niveau de la licence de mathématique ; enfin, en langue
italienne, l’élégant manuel de notre collègue Letta [6].

Il nous parâıt utile enfin de citer en référence quelques traités de théorie
de la mesure et de l’intégration, comme, par exemple, le livre de Munroe [8]
ou celui de Jean [5].

Plusieurs collègues bienveillants nous ont apporté leurs conseils et nous ont
fait part de remarques et corrections dans la lecture des premières versions
du présent texte. Qu’il nous soit permis de remercier tout particulièrement
Philippe Artzner, Milos Dostal, Xavier Fernique, Bernard Heinkel, Elisabeth
Khalili, Giorgio Letta, Gérard Rauch, Gian-Carlo Rota, Raymond Séroul.

L’aide la plus efficace, la plus chaleureuse, la plus instructive aussi, nous a
été apportée par Anatole Joffe, qui a bien voulu tester une première version
de ce livre dans son enseignement des probabilités, lors de son séjour à
Strasbourg au printemps 1995. C’est grâce à lui et à son talent que nous
avons pu enfin boucler l’ouvrage qui était resté fragmentaire durant plusieurs
années.

Mme Martine Lemonnier, directrice d’édition scientifique chez Masson a
fait une relecture très précieuse du manuscrit, tout comme M. Sinnou David,
le directeur scientifique de la Collection, pour la partie mathématique et nous
ont suggéré plusieurs améliorations. Enfin, Mme Geneviève Bignet a réalisé
une lecture du document final et nous a signalé plusieurs passages qui méri-
taient un meilleur traitement typographique. Nous les remercions tous trois
très chaleureusement.
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[11] Rényi (Alfred). — Foundations of Probability. — San Francisco, Holden-Day, Inc.,

1970.
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π(x) : fonction de masse de X, chap. 5, § 6
SX : support de la variable aléatoire X, chap. 5, § 6
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E[X] : espérance mathématique de la variable aléatoire X, chap. 11, § 1∫
X dλ ou

∫
X(x) dx : intégrale de Lebesgue de X, chap. 11, § 3∫

X dF : intégrale de Stieltjes-Lebesgue de X, chap. 11, § 4
fX,Y (x, y) : densité conjointe de (X,Y ), chap. 12, § 2
fY |X(· |x) : densité de Y conditionnelle à {X = x}, chap. 12, § 3
E[Y |X = x] : espérance de Y conditionnelle à {X = x}, chap. 12, § 3
E[Y |X] : espérance mathématique de Y en X, chap. 12, § 3
tA : transposée de la matrice A, chap. 12, § 5
N2(0,Γ) : loi normale centrée à deux dimensions, chap. 12, § 5
N2(μ,Γ) : loi normale à deux dimensions, chap. 12, § 5
gX(u) : fonction génératrice des moments de X, chap. 13, § 1
ϕX(t) : fonction caractéristique de X, chap. 13, § 4
ψX(t) : seconde fonction caractéristique de X, chap. 13, § 5
κn : le nième cumulant de X, chap. 13, § 5
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g(u, v) : fonction génératrice des moments de (X,Y ), chap. 13, § 6
N (0, 1) : loi normale centrée, réduite, chap. 14, § 3
N (μ, σ) : loi normale, chap. 14, § 3
E(λ) : loi exponentielle, chap. 14, § 5
C(0, 1) : loi de Cauchy, chap. 14, § 7
Γ(p, λ) : loi gamma, chap. 14, § 8
B(r, s) : loi bêta, chap. 14, § 9
Xn

L−→X : Xn converge en loi vers X, chap. 16, § 1
Xn

p−→X : Xn converge en probabilité vers X, chap. 16, § 2
Xn

p.s.−→X : Xn converge presque sûrement vers X, chap. 16, § 4





CHAPITRE PREMIER

LE LANGAGE DES PROBABILITÉS

L’objet des trois premiers chapitres est de donner la description complète
et les propriétés du triplet fondamental (Ω,A,P), maintenant adopté par tous
les probabilistes pour une première adéquation mathématique de la notion
de hasard. D’abord, il faut décrire les évènements1 attachés au phénomène
considéré où intervient le hasard. C’est l’objet de ce présent chapitre. Ces
évènements apparâıtront comme des sous-ensembles du premier élément Ω
du triplet. Pour permettre une manipulation aisée des évènements, nous in-
troduirons, au chapitre suivant, essentiellement une famille remarquable A
d’évènements, qui obéit à des règles algébriques précises. Dans le troisième
chapitre enfin, nous ferons l’étude du troisième élément P (la mesure de
probabilité) et pourrons alors donner une pondération aux évènements ap-
partenant à la classe A.

1. Un exemple. — Imaginons une compagnie pétrolière, disposant d’un
certain nombre de navires et désirant faire une étude rigoureuse de l’arrivée
de ses pétroliers à leur port d’attache. Les aléas de la mer font que l’arrivée de
ces pétroliers ne peut être prévue à l’heure près. Pour permettre l’analyse de
ces arrivées, la compagnie doit considérer a priori une classe d’évènements
liés à ces arrivées, comme 〈〈pas d’arrivée le vendredi entre 8 heures et 10
heures 〉〉, ou bien 〈〈 les bateaux 1 et 2 arrivent le 8 janvier 〉〉, ou bien 〈〈 le
pétrolier no 2 tombe en panne en mer 〉〉. Elle considère également une famille
d’évènements plus ponctuels ou élémentaires — on les appelle plus volontiers
épreuves — comme 〈〈 le pétrolier no 2 arrive le vendredi 8 janvier à 9 heures 〉〉.
Appelons ω cette épreuve. Il est clair que l’évènement A 〈〈pas d’arrivée le

1 Voilà un mot qu’on rencontrera souvent dans cet ouvrage. On notera attentivement
l’accentuation du mot. Comme nous l’a signalé le professeur Charles Muller de la Faculté
des Lettres de Strasbourg, 〈〈 la graphie avec accent aigu sur l’“e” de la deuxième syllabe
n’a de justification ni phonétique, ni étymologique. Elle vient du fait qu’au dix-septième
siècle, on n’utilisait l’accent grave que sur “a” (à) et sur “u” (comme dans “où”, qui
est, par ailleurs, le seul mot de la langue française comportant cette lettre accentuée !). 〉〉
M. Muller ajoute : 〈〈Quand pour la troisième édition (1740) on décida de mettre un accent
grave sur des mots comme “père”, “funèbre”, “allègre”, etc., l’imprimeur de l’Académie,
Coignard, n’avait pas fondu assez d’“e” avec accent grave. Dans de nombreuses pages, il
ne mit que des “e” avec accent aigu. Lors de la quatrième édition (1762), quelques mots
furent oubliés, dont évènement, où subsista l’accent aigu, lequel devint au dix-neuvième
siècle un objet de vénération puriste (également allégrement, allégement, etc.). Désormais
la forme évènement est la norme, l’autre restant correcte jusqu’à disparition de ses derniers
adorateurs. 〉〉
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vendredi entre 8 heures et 10 heures 〉〉 ne se réalise pas dans l’épreuve ω, mais
que l’évènement B 〈〈au moins l’un des bateaux 1 et 2 arrive le 8 janvier 〉〉 se
réalise en ω.

Pour étudier ce phénomène des arrivées, on est donc amené à introduire
un ensemble fondamental Ω et à l’identifier à l’ensemble des couples (n, t), où
n désigne le numéro d’un pétrolier de la compagnie et t l’instant d’arrivée au
port du pétrolier. L’épreuve ω considérée précédemment est alors l’élément
(2, (8, 9)), où (8,9) désigne le 8 janvier, 9 heures. L’évènement B est identifié
à l’ensemble de tous les éléments (n, t), tels que n = 1 ou 2 et (8, 0) ≤ t ≤
(8, 24). Dans cet exemple, on voit donc que l’appartenance 〈〈ω ∈ B 〉〉 équivaut
au fait que 〈〈B s’est réalisé dans l’épreuve ω 〉〉. Le langage d’appartenance
provient de la théorie des ensembles, celui de la réalisation d’évènements
du langage des probabilités. L’équivalence qui vient d’être décrite permet de
passer constamment d’un langage à l’autre, comme il est précisé dans les
paragraphes suivants.

2. Le triplet fondamental. — Ci-dessus, on a pu expliciter complè-
tement l’ensemble fondamental Ω. Dans la plupart des cas cependant, on
se borne à supposer l’existence d’un tel ensemble. Celui-ci fait partie d’un
triplet (Ω,A,P) ayant les propriétés suivantes :

a) Ω est un ensemble non vide appelé ensemble fondamental ; ses éléments ω
sont appelés épreuves. L’ensemble Ω contient l’ensemble de tous les
résultats possibles de l’expérience aléatoire.

b) A est une classe de sous-ensembles de Ω appelés évènements ; un évènement
est un fait attaché à l’expérience aléatoire et susceptible ou non de se pro-
duire. Si ω est une épreuve et A un évènement, on dit que l’évènement A
se réalise dans l’épreuve ω si et seulement si ω appartient à A.

Dans les cas élémentaires, la classe A des évènements est la plupart du temps
égale à P(Ω), l’ensemble de toutes les parties de Ω (une notation qui est
constamment utilisée par la suite), de sorte que tout sous-ensemble de Ω
peut être considéré comme évènement. En particulier, tout singleton, c’est-
à-dire tout sous-ensemble de la forme {ω}, où ω est un élément de Ω, est
un évènement appelé évènement élémentaire. A un stade plus élaboré de la
théorie, il convient de ne pas supposer que la classe A soit confondue avec
P(Ω), de sorte qu’un singleton peut ne pas être un évènement ; la notion
d’évènement élémentaire est plutôt à proscrire. Toutefois, on cherche à faire
en sorte que la classe A obéisse à des règles algébriques commodes, comme
celles d’une tribu.

c) P est une pondération sur la classe A des évènements. Dans le modèle que
nous adoptons, P est une mesure de probabilité sur A. Le nombre P(A) est
appelé la probabilité de A.

Le modèle que nous venons de proposer permet de traduire dans le langage du
calcul des probabilités la plupart des notions de la théorie des ensembles. En
particulier, les opérations logiques sur les évènements vont maintenant être
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des opérations ensemblistes sur les parties d’un ensemble. On utilise parfois
simultanément le langage de la théorie des ensembles et celui des probabilités.
Les notions suivantes sont d’un usage courant :

1) La partie vide ∅ est un évènement appelé évènement impossible ; il ne
se réalise dans aucune épreuve ;

2) La partie pleine Ω est un évènement appelé évènement certain ; il se
réalise dans toute épreuve ;

3) Soient A et B deux évènements. On dit que l’évènement A entrâıne
l’évènement B, si B se réalise (exactement) dans toute épreuve où A se
réalise ; autrement dit, si l’on a A ⊂ B.

4) Deux évènements A et B sont équivalents, si A entrâıne B et B
entrâıne A ; autrement dit, si l’on a A = B.

5) La conjonction de deux évènements A et B est l’évènement qui se
réalise exactement dans toute épreuve où A et B se réalisent tous deux.
C’est donc leur intersection A ∩B.

6) La réunion de deux évènements A et B est l’évènement qui se réalise
exactement dans toute épreuve où l’un au moins des évènements A, B se
réalise. C’est donc A ∪B.

7) L’évènement contraire d’un évènement A est l’évènement qui se
réalise exactement dans toute épreuve où A ne se réalise pas. C’est donc
le complémentaire de A, que l’on note Ac (= Ω \A).

8) Deux évènements A et B sont incompatibles (ou disjoints) si leur
conjonction est l’évènement impossible, autrement dit, si A ∩B = ∅.

Notations. — Lorsque les évènements A et B sont incompatibles, on
notera A + B, plutôt que A ∪ B, leur réunion. De même, on écrit

∑
i Ai

la réunion d’évènements Ai, deux à deux incompatibles. On utilise aussi la
notation AB pour A ∩B.

La différence entre deux évènements A et B, dans cet ordre, notée A \B,
est l’évènement A ∩ Bc. Lorsque A ⊃ B, on parle plus volontiers de la
différence propre A \ B. Une suite d’évènements An est notée (An) (n ≥ 1)
ou simplement (An). S’il s’agit d’une suite finie, on écrit, par exemple, (Ai)
(i = 1, 2, . . . , n).

3. Suites infinies d’évènements

3.1. Limites de suites d’évènements. — Soit (An) une suite d’évènements.
Dans la théorie des ensembles, la réunion

⋃
n An (on écrit encore

⋃∞
n=1 An)

de la suite (An) est l’ensemble des éléments ω ∈ Ω ayant la propriété 〈〈 il
existe un entier n tel que ω ∈ An 〉〉. Dans le langage des probabilités, compte
tenu de la transcription ci-dessus, l’évènement

⋃
n An est l’évènement 〈〈 l’un

au moins des An se réalise 〉〉. De même,
⋂

n An est l’évènement 〈〈 tous les An

se réalisent 〉〉.
Si la suite (An) est croissante, c’est-à-dire si l’on a An ⊂ An+1 pour tout n,

la réunion
⋃

n An de la suite (An) est aussi appelée la limite de la suite. On
écrit alors

⋃
n An = limn An, ou encore An ↑ limn An.
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De même, si la suite (An) est décroissante, à savoir si An ⊃ An+1 pour
tout n, l’intersection

⋂
n An de la suite est encore appelée la limite de la suite.

On écrit
⋂

n An = limn An et An ↓ limn An.
Lorsqu’une suite (An) est ou bien croissante, ou bien décroissante, on dit

qu’elle est monotone.

3.2. Limites inférieure et supérieure. — Une suite (An) d’évènements
étant donnée, on peut toujours définir la limite inférieure et la limite
supérieure de cette suite. La limite inférieure de la suite (An) est définie
comme l’ensemble, noté lim infn An, de tous les éléments ω de Ω qui appar-
tiennent à tous les An sauf à un nombre fini d’entre eux.

De même, la limite supérieure de la suite (An) est l’ensemble, noté
lim supn An, de tous les éléments ω de Ω qui appartiennent à An pour une
infinité d’indices n.

Exprimons les limites inférieure et supérieure en fonction des symboles
union et intersection.

Proposition 3.2.1. — Soit (An) une suite de parties d’un ensemble Ω.
Alors

lim infn An =

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Am ; lim supn An =

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am ;

lim infn An ⊂ lim supn An.

Démonstration. — Dire que ω appartient à tous les An sauf à un
nombre fini, c’est dire qu’à partir d’un rang n, il appartient à l’intersection
Bn =

⋂
m≥n Am. Par conséquent, il existe un entier n tel que ω ∈ Bn, ce qui

prouve la première identité.
Le fait pour l’élément ω d’appartenir à une infinité de parties An veut dire

qu’aussi loin qu’on peut aller dans la suite des entiers, disons à l’indice n, cet
élément appartient toujours à la réunion Cn =

⋃
m≥n Am. Par conséquent, ω

appartient à l’intersection de la suite (Cn), ce qui établit la seconde identité.
L’inclusion est banale, car si ω appartient à lim infn An, il appartient à tous

les An à partir d’un certain rang, donc à une infinité d’évènements An.

Posons A∗ = lim infn An et A∗ = lim supn An. On vérifie immédiatement
les relations :

(3.2.1) (A∗)c = lim supn An
c et (A∗)c = lim infn An

c.

Définition. — Si lim infn An = lim supn An, on dit que la suite (An) a
une limite et on écrit :

(3.2.2) limn An = lim infn An = lim supn An.

On dit encore que la suite (An) tend vers A = limn An ou converge vers A.


